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RESUMO

Centralidade de arestas: aplicagdes no problema da arvore minima de

Steiner e relagées com a centralidade de vértices

No estudo da Teoria dos Grafos, a analise de centralidade tem sido uma
ferramenta fundamental para compreender a importancia de vértices nas
estruturas de rede. Em 2001, Girvan e Newman [2001] propuseram o estudo da
centralidade de arestas, através do conceito de centralidade de intermediacao
de arestas. Neste trabalho estudamos duas potencialidades da centralidade de
arestas, considerando tanto a centralidade de intermediagcdo de arestas como
também a centralidade de proximidade de arestas, posteriormente definida. A
primeira trata-se de uma investigagéo sobre a frequéncia em que as arestas mais
centrais estdo associadas aos veértices mais centrais em um grafo de acordo com
suas respectivas medidas de centralidade. Inicialmente, utilizamos a medida de
intermediacdo como ponto de partida para analise. Como resultado,
identificamos particularidades em grafos do tipo vassoura dupla equilibrada. A
partir desse resultado, estudamos a associagao entre as arestas mais centrais e
os vértices mais centrais em grafos vassoura dupla equilibrada de acordo com
suas respectivas medidas de centralidade de intermediacao e de proximidade. A
segunda potencialidade € uma proposta de duas novas variagdes da heuristica
KMB, um dos métodos mais utilizados para resolver o Problema da Arvore de
Steiner Minima, utilizando o conceito de centralidade de proximidade de arestas.
Essas variagcbes foram testadas computacionalmente em grafos do repositério
SteinLib, com o intuito de comparar seus desempenhos entre si e em relacéo a
heuristica KMB original.

Palavras-chave:

Centralidade de Arestas; Heuristica KMB; Problema da Arvore de Steiner
Minima; Vassoura dupla equilibrada



ABSTRACT

Edge Centrality: Applications to the Minimum Steiner Tree Problem and

Relationships with Vertex Centrality.

In the study of Graph Theory, centrality analysis has been a fundamental tool for
understanding the importance of vertices within network structures. In 2001,
Girvan and Newman [2001] proposed the study of edge centrality through the
concept of edge betweenness centrality. In this work, we explore two potential
applications of edge centrality, considering both edge betweenness centrality and
edge closeness centrality, which is defined later. The first application investigates
the frequency with which the most central edges are associated with the most
central vertices in a graph according to their respective centrality measures.
Initially, we use the betweenness measure as a starting point for the analysis. As
a result, we identify particular characteristics in balanced double broom graphs.
Based on this finding, we study the association between the most central edges
and the most central vertices in balanced double broom graphs according to their
respective betweenness and closeness centrality measures. The second
application proposes two new variations of the KMB heuristic, one of the most
widely used methods to solve the Minimum Steiner Tree Problem, utilizing the
concept of edge closeness centrality. These variations were computationally
tested on graphs from the SteinLib repository to compare their performances with

each other and against the original KMB heuristic.

Keywords:
Edge Centrality; KMB Heuristic; Minimum Steiner Tree Problem; Balanced

Double Broom



21

2.2

3.1

3.2

3.3

4.1

4.2

4.21.

4.2.2.

4.3

4.31.

4.3.2.

4.4

4.41.

4.4.2.

4.5

4.5.1.

SUMARIO

INTRODUQ[\O ...................................................................................... 10
CONCEITOS PRELIMINARES .........eeeeeeeeeeeieiiresieniemssesienssessessnnssensenss 15
B I=To] = We Lo Tl € =1 (o 1SR 15

Algoritmos para obtencdo de caminhos minimos e algoritmos para arvores geradoras

MINIMI@S ... e e e s e e e s e e s e e e eme e e s e e s sme e e emeeesneeesnneeas 18
MEDIDAS DE CENTRALIDADE: ...ttt 26
Centralidade de VErtiCesS: ..o 26
Centralidade de Arestas: ... 28

Relacdo entre Centralidade de intermediagdo de vértices e centralidade de

RELAGCAO ENTRE CENTRALIDADES DE VERTICES E ARESTAS EM

VASSOURAS DUPLAS EQUILIBRADAS ............eeeeeeeeeeeeccciinnennnnnes 40
VaSSOUIa DUPIA: ... 40
Centralidade de intermediagao de VErtiCeS: ........covviiiiiiiciiiiiee e 41

Centralidade de intermediagéo de vértices quando o nimero de vértices na espinha é

0] 0= T 43

Centralidade de intermediagao de vértices quando o niumero de vértices na espinha é

DAL e 47
Centralidade de intermediagao de arestas: ............uvvviiiiiiiiiiiiieiiiiieeeeeeeeereeeee e eeaeeeaeees 50

Centralidade de intermediacdo de arestas quando o numero de vértices da espinha é

10 0] o7 PR 52

Centralidade de intermediacdo de arestas quando o numero de vértices na espinha é

DAL e 53
Comparando centralidade de intermediacao de vértices e arestas: .........ccccvvvvveeennes 54
NUmero impar de vértices naespinha: ... 55
NUmero par de vértices naespinha: ... 56
Centralidade de proximidade de VEIMICES: .......ccoiiuuiiiiiiiiieiiiiiee e 57

Centralidade de proximidade de vértices quando numero de vértices na espinha é

1 0] o= USSR 60



4.5.2. Centralidade de proximidade de vértices quando o ndmero de vértices na espinha é

7= 61
4.6 Centralidade de proximidade de arestas: .............euueiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeveeeeeeeeeeenes 63

4.6.1. Centralidade de proximidade de arestas quando o numero de vértices na espinha é

9]0 T 66

4.6.2. Centralidade de proximidade de arestas quando o numero de vértices na espinha é par:

..................................................................................................................................... 67
4.7 Comparando centralidade de proximidade de vértices e arestas: ............cccvvveeeeennn. 68
4.7.1. Numero impar de vértices Na eSpiNha: ..........cceiiiiiiiiiiii e 69
4.7.2. NUmero par de vértices Na eSpinha: ..........coooiiiiiiii e 69

5 O PROBLEMA DA ARVORE DE STEINER MINIMA E A HEURISTICA

0, = 71
5.1 Problema da Arvore de Steiner minima em Grafos..............ccccccoveeecereeeeeeecceeneans 71
5.2 HEUNISHICA KIMB ...ttt e e e b e s rabeeeeeaes 73
53 Variagtes da heuristica KIMB:.........oooeiiiiiie et 75
54 Comparacgao dos resultados das variagdes da heuristica KMB: .........c.cccooeicivieeeeennn. 79

6  CONSIDERAGOES FINAIS .......oeeeeeeeeetersesaesnssssessnsssssssnssssssssssssssnnas 90



LISTA DE ILUSTRAGOES

FIGURAS

Figura 2.1: Grafo COMPIELO K71 ......uuuueiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 16
Figura 2.2: Exemplo de grafo simples. ..o, 17
FIQUIA 2.3: ATVOIE T ... e et 17
Figura 2.4: Exemplo de um Subgrafo gerador de G ................eeveeiiiiiiiininnnnnnnes 18

Figura 2.5: Exemplo para aplicagao do algoritmo de Dijsktra. Fonte: a auto ... 19

Figura 2.6: Exemplo para aplicagdo do algoritmo de Bellman- Ford.Fonte: a

= 11 (o] = TP 22
Figura 2.7: Exemplo para aplicagao do algoritmo de Prim. Fonte: a autora. .... 24

Figura 3.1: Exemplo para calculo das medidas de centralidades apresentadas

......................................................................................................................... 28
Figura 3.2: Exemplo para calculo da medida de centralidade de aresta........... 30
Figura 3.3 Exemplos de grafos para cada configuragao analisada.................. 35
Figura 3.4: Exemplo de grafo considerado fora das categorias analisadas ..... 35
Figura 3.5:Exemplos de casos restritos em grafos simples com 6 vértices. .... 38
Figura 3.6:Exemplo de discordancia entre centralidade de aresta de

intermediacao e de vértice de intermediagao............cccevviiiiiiiiiii i 39
Figura 4.1: Vassoura dupla equilibrada..............ccoooiiiiiiiii e, 40

Figura 4.2: func¢des de centralidades de vértices analisadas e as raizes obtidas

Figura 4.3: Mudancga na centralidade do grafo vassoura equilibrada com n =
0 47

Figura 4.4: fun¢des de centralidades de vértices analisadas e as raizes obtidas

[OF=1 =T 7 P 49



Figura 4.5:Mudancga na centralidade do grafo vassoura equilibrada com n = 12.

Figura 4.6: llustragdo das arestas mais centrais quando n é imparen > 7. ... 53
Figura 4.7: llustragdo da aresta mais central quandon é paren > 8.............. 54
Figura 4.8: Representacéo dos vértices e arestas mais centrais para e impar 55
Figura 4.9:Representacéo dos vértices e arestas mais centrais para e par. .... 57

Figura 4.10: llustracdo dos vértices e arestas mais centrais para n impare n >
7SR RRRRRPRRRRRRR 69

Figura 4.11: llustragdo dos vértices e das arestas mais centraisparan > 6en

0= T 70

Figura 5.1:Exemplo de Arvore de Steiner minima S de G. Adaptado de Goldbarg

L3 €] o] o= o T 124 0 I 12 U 72
Figura 5.2:Exemplo de aplicagao da Heuristica KMB .............cccccooeviiiiiiinnnnnnn. 75
Figura 5.3:Exemplo de aplicagao da heuristca KMB_EB 1 ............ccccccooeeeii. 78
TABELAS

Tabela 1: lteragdes do algoritmo de Dijskira ........ccccccvveviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee. 20
Tabela 2: Itera¢des do algoritmo de Bellman-Ford...........cccccceiiiiiiiirieeiiinnn. 22
Tabela 3: Iteragbes do algoritmo de Prim...........cccoooviiiii i 24
Tabela 4: Valores de centralidade obtidos ..............coiiiiiiiiiiiiiiiii e, 28

Tabela 6: Resultado da analise de associag¢des entre centralidade de

intermediagao de vértices e arestas nos grafos simplescom 6 < n <8......... 36

Tabela 7: Resultado da analise de associagdes entre centralidade de

intermediagdo de vértices e arestas nas arvorescom 6 < n < 16 .................. 36



Tabela 8: Exemplos de valores obtidos para fungao y(p).....ccccceeeveeeeeieeeiinnnnnnn. 46
Tabela 9: Exemplos de valores obtidos para fungao y.......cccccceeeeiiiiiiiiiiiinnnnnnn. 49

Tabela 10: Teste da monotonicidade de KMB_EB 1 para diferentes valores de

Tabela 11: Teste da monotonicidade de KMB_EB_2 para diferentes valores de

BB e ettt et — e ———————————e——e—e—————————————————————————ta——ta—a——ttataa—aaaaaarrreaes 82
Tabela 12: heuristica KMB_EB_1 para diferentes valores de a no conjunto C.
......................................................................................................................... 83
Tabela 13:Comparacao dos erros percentuais obtidos para cada heuristica
aplicada ao conjuNto B. .......oooiiiiiiiiiiii 84
Tabela 14:Comparagao dos erros percentuais obtidos para cada heuristica
aplicada ao CoNUNTO C.....ovuuiiiieeeeeeeee e 84
Tabela 15:Comparacao dos erros percentuais obtidos para cada heuristica
aplicada ao conjuNto B ........oooiiiiiiiiiiii 86

Tabela 16:Comparagao dos erros percentuais obtidos para cada heuristica

aplicada ao CoNJUNTO C....oovueiiieeceeeeee e 87



10

1 INTRODUGAO

O tema desta pesquisa insere-se na Teoria dos Grafos. A Teoria dos
Grafos € uma area fundamental da matematica que examina a relagdo entre
objetos de um conjunto. Um grafo pode ser definido como uma estrutura abstrata
que representa os elementos de um dado conjunto, denominados de vértices, e
suas relagdes de interdependéncias, denominadas de arestas. Essa area de
estudo comecou formalmente com o trabalho de Leonhard Euler em 1736, ao
resolver o problema das sete pontes de Konigsberg, um marco considerado o
primeiro teorema da Teoria dos Grafos [Biggs, 1993]. Desde entdo, a Teoria dos
Grafos evoluiu de forma notavel, influenciando campos diversos, como a ciéncia

da computacgao, a biologia e as ciéncias sociais.

No século XVII, Fermat propds o problema de encontrar um ponto
adicional, em um plano euclidiano, tal que a soma das distancias deste ponto a
trés pontos dados fosse minima. Este problema, posteriormente, foi expandido
para grafos, sendo conhecido como o problema da Arvore de Steiner minima.
Este tema serviu de ponto de partida para esta dissertagdo, que surgiu do
interesse desenvolvido durante o meu Trabalho de Conclusao de Curso (TCC),

no qual abordei o caso euclidiano do problema.

Durante a pesquisa para o presente trabalho, explorei algoritmos para a
obtencdo de Arvores de Steiner, destacando-se a heuristica desenvolvida por
Kou, Markowsky e Berman em 1981, conhecida como heuristica KMB [Kou et
al., 1981], devido a sua eficiéncia na construgdo de arvores minimas. Contudo,
o aprofundamento no estudo revelou variagdes da heuristica KMB baseadas na
centralidade de intermediacéo de arestas, um tema que despertou um interesse

significativo.

Dessa forma, esta dissertacdo apresenta duas partes principais. Uma
parte concentra-se na analise da heuristica KMB e suas variagbes, enquanto
uma segunda parte explora o conceito de centralidade de arestas, com destaque

para as relagdes entre centralidade de arestas e de vértices.
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O problema da arvore de Steiner minima € um problema classico dentro
do escopo da Teoria dos Grafos que visa encontrar uma arvore de custo minimo
que conecta no grafo um subconjunto especifico de vértices previamente
determinados, denominados de terminais. O problema da arvore de Steiner
minima & amplamente conhecido na literatura para otimizagao de rede em varias
areas, como roteamento e estimativa de comprimento de fios, redes WDM Gdticas,
design de VLSI, roteamento de redes, sistemas de comunicagao Optica e sem
fio, redes de transporte e distribuicdo, além da reconstrucdo de arvores
filogenéticas [Chen e Hsieh 2022]. Este problema é classificado como NP-dificil
e, portanto, encontrar uma solugdo exata em tempo polinomial é considerado
impraticavel para grandes instédncias devido a complexidade computacional
[Boudjelida e Lemouari 2021]. Por essa razdo, geralmente sao utilizados

métodos de aproximacao para obter a arvore de Steiner minima.

Um dos métodos mais populares para encontrar uma aproximagao de
uma arvore de Steiner minima é a Heuristica KMB, a qual constréi a arvore de
Steiner utilizando caminhos de comprimento minimo entre os terminais e uma
arvore geradora minima de um grafo auxiliar cujo vértices sdo todos terminais
[Boudjelida e Lemouari 2021]. Embora a heuristica KMB possa produzir
aproximacoes eficientes, ela ndo estabelece uma ordem de prioridade quando
existem varios caminhos minimos possiveis entre pares de vértices terminais.
Consequentemente, o custo da arvore de Steiner pode variar dependendo dos

caminhos escolhidos [Fujita et al. 2016], [Boudjelida e Lemouari 2021].

Fujita et al. [2016a, 2016b] introduziram variagdes da heuristica KMB,
denominadas neste trabalho por KMB_EB 1 e KMB_EB 2, que utilizam a
centralidade de intermediagao de arestas para ajustar os custos das arestas e,
assim, potencialmente reduzir o custo total da arvore de Steiner obtida. A
centralidade de intermediagdo de uma aresta mede a importancia de uma aresta
com base na frequéncia com que ela é usada nos caminhos minimos entre pares
de vértices. Posteriormente, Boudjelida e Lemouari [2021], investigaram a
viabilidade e os beneficios das abordagens propostas por Fujita et al.[2016a,
2016b].
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Tanto em Fuijita et al. [2016a] como em Fujita et al. [2016b], com o intuito
de comparar o desempenho das heuristicas KMB_EB 1 e KMB_EB 2 com a
heuristica KMB, os autores utilizaram a biblioteca Steinlib, um repositério de
instancias de teste de diferentes tamanhos para o Problema da Arvore de Steiner
Minima em Grafos [SteinLib 2024]. Para cada conjunto de grafos, a biblioteca
apresenta valores 6timos que heuristicas e algoritmos devem encontrar ao obter
uma arvore de Steiner minima. Esta biblioteca foi utilizada no desafio “17th
DIMACS Implementation Challenge in Collaboration with ICERM: Steiner Tree
Problems,” organizado pelo DIMACS (Center for Discrete Mathematics and
Theoretical Computer Science), um centro dedicado a matematica discreta e
ciéncia da computagédo aberto a comunidade. Um dos objetivos do desafio foi
incentivar a implementagcdo e avaliagdo experimental de heuristicas de
aproximacao para a resolucdo do problema de arvore de Steiner minima
[DIMACS 2024].

As variagdes da heuristica KMB mostraram-se particularmente intrigantes
por utilizarem centralidade de arestas, despertando o interesse na relagao entre
este conceito com a centralidade de vértices. O conceito de centralidades em um
grafo foi inicialmente proposto por Bavelas em 1948. A partir da ideia de que os
vértices do grafo sdo atores e as arestas sdao as relacbes entre eles, a
centralidade de vértices indica os atores mais importantes, ou centrais, nas
relagdes com outros atores. Dessa forma, um ator mais central esta
estrategicamente localizado de forma a transmitir ou até interromper o fluxo de
informacao entre os membros do grupo. Muitas medidas de centralidades foram
propostas ao longo do tempo para investigar as interagdes entre os atores de
um grafo. Em 2001, Girvan e Newman [2001] propde analisar as arestas mais

centrais de um grafo, propondo a medida de intermediacao de aresta.

Com intuito de explorar o papel da medida de centralidade de arestas
escolhida nas heuristicas KMB_ EB 1 e KMB_EB 2, propomos duas novas
heuristicas, KMB EC 1 e KMB EC 2, que utilizam a centralidade de
proximidade de arestas no lugar da centralidade de intermediacao de arestas.
Esta medida foi escolhida por avaliar a importancia de uma aresta em relagcao

aos caminhos minimos, verificando o qudo crucial ela é para minimizar a
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distancia total entre os vértices que conecta e todos os outros vértices no grafo
[Brohl e Lehnertz 2022].

Nesse contexto, este trabalho busca colaborar com a literatura analisando
a variacado da heuristica KMB na resolucdo do problema da arvore de Steiner
minima, a partir do estudo da influéncia de um parametro de controle utilizado
nas heuristicas KMB_EB 1 e KMB_EB_2. Além disto, a eficacia das heuristicas
KMB_EB_1, KMB_EB_2, KMB_EC _1 e KMB_EC_2 sdo comparadas com a da
heuristica original KMB, complementando a investigacao ja iniciada em Fujita et
al. [2016a, 2016b]. Sao destacados também aspectos restritivos nestas
heuristicas, em especial quanto ao parametro de controle, que foram omitidos

nos artigos em que sao apresentados originalmente.

Para avaliar os pontos discutidos, foram realizados testes computacionais
utilizando os conjuntos de grafos B e C do repositério SteinLib. Esses testes
analisaram o desempenho das heuristicas mencionadas e geraram conclusdes
que sao detalhadas na Secdo 5.4 deste texto. Vale destacar que esses
resultados foram submetidos e aceitos para publicacdo nos anais do Simpdsio

Brasileiro de Pesquisa Operacional (SBPO) em 2024.

Adicionalmente, durante o desenvolvimento desta pesquisa, surgiu um
questionamento pertinente em relagdo a centralidade de arestas: "As arestas
mais centrais estdo associadas aos vértices mais centrais em um grafo?" Para
investigar essa questao, foram gerados dois conjuntos de grafos: um composto
por grafos simples, conexos e com até 8 vértices, e outro formado por arvores
com até 16 vértices. A partir desses conjuntos, analisou-se a frequéncia com que
os vértices incidentes as arestas mais centrais — conforme a medida de
centralidade de intermediagéo de arestas — também figuram entre os vértices
mais centrais segundo a respectiva medida de centralidade de vértices. Os
resultados dessa analise, apresentados detalhadamente na Sec¢ao 3.3, incluem
a descricao dos grafos utilizados, os critérios adotados para identificar as arestas
e vértices mais centrais e a comparacdo entre as centralidades. Limitagdes
técnicas e computacionais encontradas durante os testes também s&o

abordadas.
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A partir dessa analise inicial, definiu-se o foco em uma classe especifica
de grafos, as vassouras duplas equilibradas, com o propédsito de examinar a
relacdo entre centralidade de vértices e centralidade de arestas. Nessa etapa,
sao apresentados exemplos em que os vértices mais centrais estdo associados
as arestas mais centrais, bem como casos em que essa correspondéncia nao se

verifica.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2 sao
apresentados os conceitos preliminares necessarios para a compreensao dos
temas tratados nesta dissertagdo. Na Secado 2.1, discutimos fundamentos da
Teoria dos Grafos, enquanto na Seg¢ao 2.2, abordamos algoritmos classicos para
obtencdo de caminhos e arvores minimas, que serao utilizados nas heuristicas
discutidas posteriormente no Capitulo 5. No Capitulo 3, exploramos as medidas
de centralidade, que sao ferramentas essenciais para a analise da importancia
relativa de elementos em um grafo. A centralidade de vértices é apresentada na
Secao 3.1 e a centralidade de arestas na Sec¢ao 3.2. Na Secao 3.3, discutimos
a relagao entre ambas as centralidades em um conjunto de grafos conexos e
arvores, utilizando a medida de centralidade de intermediacdo. O Capitulo 4 é
dedicado ao estudo das relagcdes entre centralidades de vértices e arestas
especificamente em grafos vassoura dupla equilibrada. Este capitulo apresenta
os métodos de analise utilizados e discute os padrées observados nesta familia
de grafos. No Capitulo 5, introduzimos o problema da arvore de Steiner minima,
e a heuristica KMB, uma das abordagens para sua solugdo. Na Sec¢ao 5.1, séo
descritos os fundamentos do problema da arvore de Steiner minima. Na Secao
5.2, detalha-se a heuristica KMB e, na Secao 5.3, apresentam-se variagdes
dessa heuristica que incorporam centralidades de arestas. Por fim, na Secéao
5.4, realiza-se uma comparagao entre os resultados obtidos pelas diferentes

variagdes. No Capitulo 6 apresentamos as consideragdes finais deste trabalho.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo, serdo apresentados os conceitos preliminares essenciais
para a compreensdo dos temas abordados ao longo desta dissertacdo. Na
Secao 2.1, discutiremos conceitos fundamentais da Teoria dos Grafos. Na Secao
2.2, abordaremos alguns dos algoritmos classicos para a obtengao de caminhos

e arvores minimas que serao utilizados nas heuristicas discutidas no Capitulo 5.
21 Teoria dos Grafos:

As principais definicbes e conceitos sobre grafos apresentados a seguir

foram extraidos do livro de Szwarcfiter [2018].

Um grafo G = (V, E) € um conjunto finito ndo vazio IV € um conjunto E de
pares nao ordenados de elementos distintos de V. Utilizaremos a notacdon =
|[V| e m = |E|. Os elementos de V s&o os vértices e os de E sdo as arestas de
G, respectivamente. Cada aresta e € E sera denotada pelo par de vértices e =
(v,w) que a forma. Nesse caso, os vértices v,w sdo os extremos (ou
extremidades) da aresta e, sendo denominados vértices adjacentes ou vizinhos.
A aresta e é dita incidente a ambos v, w. Duas arestas que possuem um extremo
comum sao chamadas de adjacentes. A vizinhanga de um vértice v €V,
denotada por N(v), € o conjunto de todos os vértices que sdo adjacentes a v. O
grau do vértice v € V, d(v), indica o numero de vértices adjacentes a v possui.
Um vértice de grau 1 é dito vértice pendente ou folha. Um grafo é dito ndo
direcionado quando suas arestas (v,w) ndo sao direcionadas. Assim, se (v,w)

é aresta de G = (V, E) entdo tanto v é adjacente a w como w é adjacente a v.

Um grafo é uma estrutura abstrata que formaliza relagbes de
interdependéncia entre elementos de um conjunto. Esta estrutura pode ser
visualizada através de uma representagdo geométrica, na qual seus vértices
correspondem a pontos distintos do plano em posicdes arbitrarias, e cada aresta
(v,w) é associada uma linha arbitraria unindo os pontos correspondentes a v e

w.

Nesta dissertagdo, consideraremos apenas grafos simples, ou seja,

grafos que ndo possuem lagos (arestas que conectam um vértice a si mesmo),
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nao apresentam arestas multiplas (mais de uma aresta entre 0 mesmo par de
vértices) e nao sao orientados (grafos nao direcionados). Esses grafos servirdo

como base para todas as analises e discussdes que se seguirdo.

Dados dois grafos G, = (V4,E;) e G, = (V,,E,), com |V;| = |V,| = n,
existe uma fungéo univoca f : V; » V, , tal que (v,w) € E; se e somente se
(f(v),f(w)) € E,, para todo v,w € V; ? Em caso positivo, G; € G, s&o ditos

isomorfos entre si.

Certos grafos tém caracteristicas que os diferenciam dos outros.
Denomina-se grafo completo, K,, , com n vértices aquele em que quaisquer dois

vértices distintos sdo adjacentes. A Figura 2.1 apresenta o grafo K,.

v u

L L ]

L ®
w

Z

Figura 2.1: Grafo completo K,,

Uma sequéncia de vértices distintos v;, v,, ..., v tal que (v}, vj4,) €E, 1 <
j < k é denominada de caminho de v, até v,. Diz-se, entdo, que v; alcanga
v,. Um caminho de k vértices é formado por k — 1 arestas. O valor k—1 é o
comprimento do caminho. Denomina-se ciclo o grafo obtido a partir do caminho
V1, Vq, ..., Uk, kK =3, com a inclusdo da aresta (v,,v,). Um grafo que nao possui
ciclos é denominado de aciclico. Além disso, um grafo é dito conexo quando
existe um caminho entre cada par de vértices de G. Caso contrario G é
desconexo. Na Figura 2.2, ilustramos um exemplo (em amarelo) de um caminho
(Figura 2.2 a)) e de um ciclo (Figura 2.2 b)) em um grafo G, respectivamente

cCoOmo v, u,w,z e v,z,w, v.
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( u U u
] L] ] °
L L]
[} L]
Z w z w
a) Caminho em G b) Ciclo em G

Figura 2.2: Exemplo de grafo simples.

Denomina-se distancia d(v,w) entre dois vértices v,w de um grafo o
comprimento do menor caminho entre v e w, quando este existir. Este caminho
€ chamado de caminho minimo. Diversos algoritmos foram desenvolvidos e
estabelecidos na literatura para a obtengéo de caminhos minimos em grafos, tais
como Dijkstra [1959] e Bellman- Ford [1958], como veremos na Sec¢ao 2.2. No
contexto destes algoritmos, usa-se que se ndo houver caminho entre ve w,

entdo d(v,w) = oo.

Um grafo ponderado G = (V,E,c) (nas arestas) € um grafo juntamente
com uma fungao ¢, que associa um numero real ndo negativo, c(e), a cada aresta

e € E, denotado custo da aresta e.

Denomina-se arvore um grafo T = (V,E) que seja aciclico e conexo. Se
um vértice v da arvore T possuir grau igual a um, entdo v € uma folha. Em uma
arvore T existe um, e somente um, caminho entre qualquer par de vértices. Na

Figura 2.3 ha uma exemplificagdo de uma arvore T com seis vértices e cinco

arestas.
]
® L ]
®
® ®

Figura 2.3: Arvore T
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As arvores sao fundamentais na Teoria dos Grafos, com aplicagdes uteis
na constru¢cao de estruturas de dados e na resolugdo de uma ampla gama de
problemas praticos. Sdo algoritmos consolidados na literatura para a obtencao

de arvores geradoras minimas Kruskal [1956] e Prim [1957].

Nomeia-se por subgrafo H de G (V, E) um grafo no qual V(H) < V(G) e
E(H) € E (G). No caso em que V(H) = V(G), este subgrafo € denominado
subgrafo gerador, como ilustramos na Figura 2.4. Quando o subgrafo gerador é
uma arvore, ele recebe o nome de arvore geradora. Sendo o custo de uma arvore
geradora de um grafo ponderado G determinado pela soma das ponderagdes de
suas arestas, uma arvore geradora minima de G € aquela que possui 0 menor

custo entre todas as arvores geradoras possiveis em G .

v pid ¥y

. . . .'1;' .z ._1;

® ® L] ® P ®

u w x ) W x
a) Grafo G

b) Subgrafo gerador de G
Figura 2.4: Exemplo de um Subgrafo gerador de G

2.2 Algoritmos para obtengao de caminhos minimos e algoritmos para

arvores geradoras minimas

Para obtencdo de caminhos minimos entre vértices de um grafo, dois
algoritmos sdo amplamente reconhecidos na literatura, sédo eles: Dijkstra [1959]
e Bellman- Ford [1958]. Além dos caminhos minimos, outro problema central na
Teoria dos Grafos € a determinagdo de uma arvore geradora minima. Um dos
algoritmos para obtencdo de arvores geradoras minimas mais reconhecido na

literatura, e que sera utilizado neste trabalho, € o algoritmo de Prim [1957].



19

2.2.1 Dijkstra [1959]:

O algoritmo de Dijkstra € um algoritmo para encontrar o caminho mais
curto de um vértice de origem para todos os outros vértices em um grafo
ponderado. O algoritmo assume que todos os custos das arestas sao nao

negativos. O pseudocddigo do algoritmo € apresentado a seguir.

Algoritmo de Dijsktra

Entrada: Grafo G = (V,E, c), custos c(u,v) = 0 para cada aresta (u,v) € E, u,v € V e um vértice de origem F
eEV.

Inicializagao:
N'={F} [/l Conjunto de vértices processados, comegando pelo vértice origem F.
d(F) = 0 // Defina a distancia da origem para ela mesma como 0.
Paracadav € V—N"
d(v) = c¢(F,v) I/ Inicialize as distancias dos outros vértices a partir de F.

Atualizagao das distancias:
Enquanto N’ # V:

Escolher u € V — N'que minimize d(u) // Escolha o vértice ndo processado com a menor distancia.

N’ = N'u {u} // Adicione u ao conjunto de vértices processados.

Paracadav € V- N":

d(v) = min{d(v), d(u) + c(u, v)}// Atualize a distancia de v se uma rota passando por u for mais
curta.

Saida: Uma lista com os menores caminhos de F até todos os outros vértices.

Fonte: Adaptado de Szwarcfiter [2018].

Na Figura 2.5 apresentamos um exemplo de aplicagdo do algoritmo de
Dijsktra. Neste exemplo, o vértice origem, do qual se deseja obter os caminhos
minimos é o vértice v. Cada processo do algoritmo € indicado pela iteragao i. Em
cada iteracao os valores das distancias sao alterados apenas se for menor do

que o valor anterior, conforme demonstrado na Tabela 1.

Figura 2.5: Exemplo para aplicagao do algoritmo de Dijsktra. Fonte: a auto
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Tabela 1: Iteragdes do algoritmo de Dijsktra

Iteragao Vértice Distancias Conjunto de Distancias (d) Observagoes
Escolhido | Atualizadas
i =0 F = v(0) dv,z) = 1, div) = 0,d(z) = 1, Inicialmente, todos
div,u) = 4 d(w) = 4,d(y) = oo, os vértices tém
d(w) = ® distancia infinita,
exceto v(0).
i=1 z (1) d(z,y) = 3, d(v) = 0,d(z) = 1, Vértice z é
d(z,w) = 4 dw) = 4,d(y) = 3, processado,
dw) = 4 atualizando y e w.
i =2 v (3) Nenhuma d(v) = 0,d(z) = 1, Nova distancia para

dw) = 4,d(y) = 3, w ndo é menor,
dw) = 4 entdo néo ha
atualizagbes.
i =3 u (4) Nenhuma div) = 0,d(z) = 1, Nenhuma
d(w) = 4,d(y) = 3, atualizagéo ocorre,
dw) = 4 pois, as distancias
calculadas ja sao
otimas.
i =4 w (4) Nenhuma div) = 0,d(z) = 1, Todos os vértices
d(u) = 4,d(y) = 3, foram processados,
dlw) = 4 encerrando o

algoritmo.

Inicialmente, a distancia para a origem F = v € 0, e para todos os outros
vértices é definida a partir de v, sendo indicada como infinita para os vértices
que nao sao vizinhos a v. Na primeira iteracao (i = 0), o vértice v (distancia 0) é
escolhido e as distancias de seus vizinhos z e u sdo atualizadas com 1 e 4,
respectivamente. Na segunda iteragdo (i = 1), o vértice z (distancia 1) é o
escolhido e as distancias de seus vizinhos y e w sao atualizadas com 3 e 4,
respectivamente. Na terceira iteracdo (i = 2), escolhe-se o vértice y (distancia
3), mas nenhuma distancia é atualizada pois a nova distancia calculada para w
nao é menor que a ja registrada. Na quarta iteragao (i = 3), escolhe-se o vértice
u (distancia 4), mas novamente nenhuma distancia é atualizada. Na quinta
iteracdo (i = 4), escolhe-se o vértice w (distancia 4), e o algoritmo termina, pois
todos os vértices foram processados. O resultado apresenta a distancia minima
da origem v para todos os outros vértices: d(v,z) =1, d(v,y) = 3, d(v,u) = 4,
d(v,w) = 4.
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2.2.2 Bellman - Ford [1958]:

O algoritmo de Bellman-Ford € um algoritmo para encontrar o caminho
mais curto de um vértice de origem para todos os outros vértices em um grafo
ponderado, que pode conter arestas com custos negativos. O algoritmo & capaz
de detectar ciclos de custo negativo no grafo. Ciclo de custo negativo refere-se
a um ciclo no grafo em que a soma dos custos das arestas que o compdem é
negativa. Esses ciclos sdo problematicos ao tentar determinar caminhos
minimos, pois permitem reduzir indefinidamente o custo de um caminho ao
passar repetidamente pelo ciclo. O algoritmo de Bellman-Ford é capaz de
verificar e indicar que tais ciclos existem. Caso um ciclo de custo negativo seja
detectado, o algoritmo interrompe a execugao e informa sua existéncia, ja que
isso inviabiliza a determinagdo de caminhos minimos validos para todos os

vértices. O pseudocddigo do algoritmo é apresentado a seguir.

Algoritmo Bellman — Ford

Entrada: G = (V,E, ¢), onde G é um grafo direcionado e ponderado, que pode conter custos negativos, e F um
vértice origem.

Passo 1: Inicializagéo
dist =[] /I defina uma lista para armazenar as distancias
dist[F] =0 /I defina a distancia da origem F para si mesma como 0
Para cada vértice vem V:
dist[v] = = /I A distancia inicial para todos os vértices € infinita.
Passo 2: Relaxamento
Paraide 1 até |V|: /I Repetir |V|vezes
Para cada aresta (u,v) em E:
Se dist[u] + c(u,v) < dist[v]: /I Se um caminho mais curto for encontrado
dist[v] = dist[u] + c(u,v) /I Atualize a distancia
Passo 3: Verificagao de Ciclos Negativos
Para cada aresta (u,v) em E:
Se dist[u] + c(u,v) < dist[v]:
Parar: O grafo contém um ciclo de custo negativo.
Parar: O grafo ndo contém ciclo de custo negativo.

Saida: Uma lista com os menores caminhos de F até todos os outros vértices.

Fonte: Adaptado de Szwarcfiter [2018].

O algoritmo de Bellman-Ford executa o passo de relaxamento para todas

as arestas repetidamente |V| vezes, ondeV é o numero de vértices. Esta
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abordagem garante que todas as distancias mais curtas sejam calculadas

corretamente, mesmo que existam arestas com custos negativos.

Figura 2.6: Exemplo para aplicagéo do algoritmo de Bellman- Ford.Fonte: a autora.

Na Figura 2.6 apresentamos um exemplo de aplicagéo do algoritmo de
Bellman-Ford. Neste exemplo, o vértice origem, do qual se deseja obter os
caminhos minimos, é o vértice v. Cada processo do algoritmo € indicado pela
iteracao i (Tabela 2). Em cada iteracao, os valores das distancias sao alterados

apenas se for menor do que o valor anterior.

Tabela 2: lteracdes do algoritmo de Bellman-Ford

Aresta || Distancias
Iteragao Conjunto de Distancias (dist) Observagoes
Relaxada || Atualizadas

dist[v] = 0,dist[z] = oo, Inicializagdo: a distancia para

i=0 - - dist[u] = oo,dist[y] = oo, o vértice origem v é 0; todas

dist[w] = o, dist[x] = oo as outras séo .

dist[v] = 0,dist[z] = 1,
(v, 2), dist[z] = 1,
i=1 dist[u] = 2,dist[y] = oo, ' .
v, w) dist[u]l = 2 atualizadas a partir de v.
dist[w] = oo,dist[x] = o

As distancias de z e u sdo

) dist[y] = 5 dist[v] = 0,dist[z] = 1, A distancia de y é atualizada

i =2 dist[u] = 2,dist[y] = 5, a partir de z e a de w, a partir
(u,w) distw] = 3

distlw] = 3,dist[x] = o de u.

dist[v] = 0,dist[z] = 1,

A distancia de x é atualizada
i =3 y,x) dist[x] = 6 dist[u] = 2,dist[y] = 5, )
a partir de y.

distlw] = 3,dist[x] = 6

dist[v] = 0,dist[z] = 1, Todas as arestas foram

i=4 - - dist[u] = 2,dist[y] = 5, relaxadas. As distancias

dist[w] = 3,dist[x] = 6 minimas foram calculadas.
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Em i = 0, a distdncia para a origem v € 0, e para todos os outros vértices
€ infinita. Na primeira iteragao, as disténcias de z e u sdo atualizadas a partir de
v, para 1 e 2, respectivamente. Na segunda iteragdo, a distédncia de y é
atualizada a partir de z e a distancia de w é atualizada a partir de u, para 5 e 3,
respectivamente. Na terceira iteragao, as distancias sao revisadas e a distancia
de x é atualizada a partir de y para 6. O resultado apresenta a distancia minima
da origem A para todos os outros vértices: d(v,z) =1, d(v,y) =5, d(v,u) = 2,
d(v,w) = 3, d(v,x) = 6.

2.2.3 Prim [1957]:

O algoritmo de Prim é um algoritmo para encontrar a arvore geradora
minima de um grafo ndo direcionado e ponderado. A arvore geradora minima &
um subgrafo que conecta todos os vértices do grafo original com o menor custo

total possivel. O pseudocddigo do algoritmo é apresentado a seguir.

Algoritmo de Prim

Entrada: ¢ = (V,E, c), onde G € um grafo ndo direcionado com custos ndo negativos.
Passo 1: Inicializagao

Escolha qualquer vértice i € V.

AGM ={i} /I Inicializa o conjunto AGM com o vértice inicial i.
N=V\{i} /I Conjunto de vértices ndo processados.
Tmin =0 /I Inicializa o conjunto das arestas da arvore geradora minima.

Passo 2: Construg¢ao da AGM
Enquanto AGM = V faga:
Encontrar a aresta (j, k) € E tal que j € AGM,k € N, e c(j, k) € o minimo.
AGM = AGM v {k} /I Adicionar o vértice k ao conjunto AGM.
N = N\ {k} /I Remover o vértice k do conjunto N.

Tmin U (j, k) // Adicionar a aresta (j, k) ao conjunto Ty,

Saida: Uma arvore geradora minima de V.

Fonte: Adaptado Goldbarg e Goldbarg [2012]

Na Figura 2.7 apresentamos um exemplo de aplicagdo do algoritmo de

Prim. Neste exemplo, o vértice origem, a partir do qual se deseja iniciar a arvore
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geradora minima, € o vértice v. Na Tabela 3 demonstramos as itera¢gdes do

algoritmo.
v 2 z y
6 8 B
u 5 w 4 X
Figura 2.7: Exemplo para aplicagao do algoritmo de Prim. Fonte: a autora.
Tabela 3: Iteragdes do algoritmo de Prim
Aresta Vértice
Conjunto Conjunto
Iteracgao | Escolhida|| Adicionado AGM Conjunto N r Observacgoes
G, k) (k) -
Inicializagao: o vértice
i=0 - v {v} V\ {v} [0] v é escolhido como a
raiz da AGM.
Aresta (v,z) é
i=1 (v, 2) z {v,z} V\{v,z} {(v,2)} escolhida, pois tem o
menor custo c(v,z) = 2
Aresta (z,y) é
i =2 (z,y) y {v,z,y} V\{v,zy} {(v,2), (z,y)}||escolhida com o menor
custo c(z,y) =3
Aresta (y,w) é
(W2, @), o w)
i =3 (y,w) w {v,z,y,w} || V\{v,zyw} escolhida com o menor
O w)} custo c(y,w) =1
Aresta (y,x) é
(W2, @), 0.2
i =4 (y,x) x v, z,y,w,x}| V\{v,z,y,w x} escolhida com o menor
0.w), (v, 1)} custo c(y,x) = 4
{(v,2), (z,y), Aresta (w, u) é
i =5 (w,10) u v o Gw), (7, ), escolhida com o menor
custo c(w,u) =5
(w,w)} completando a AGM.
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O vértice v é escolhido como a raiz da AGM. Na primeira iteracao, o
vértice z, com o menor custo (2), é adicionado a AGM. Na segunda iteragao, o
vértice y, com o menor custo (3), é adicionado a AGM. Na terceira iteragéo, o
vértice w, com o menor custo (1), é adicionado a AGM. Na quarta iteragao, o
vértice x, com o menor custo (4), € adicionado a AGM. Na quinta iteragao, o
vértice u, com o menor custo (5), € adicionado a AGM, completando a arvore
geradora minima. O resultado é uma arvore geradora minima do grafo com os
seguintes custos das arestas: d(v,z) = 2, d(z,y) = 3, d(y,w) =1, d(w,u) =
5 d(y,x) = 4.
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3 MEDIDAS DE CENTRALIDADE:

Neste capitulo, exploraremos algumas medidas de centralidade utilizadas
para analisar a importancia relativa de elementos em um grafo. A centralidade &
um conceito fundamental na Teoria dos Grafos, pois permite identificar os
vértices e arestas mais influentes ou estrategicamente posicionados no grafo.
Apresentaremos a fundamentacéo necessaria para compreensao dos conceitos
de centralidade de vértices na Secado 3.1, e em seguida de arestas na Seg¢ao 3.2.
Finalmente, na Secao 3.3, estabelecemos uma discussao inicial sobre a relagao
entre ambas as medidas, utilizando as respectivas centralidades de

intermediacao.
3.1 Centralidade de vértices:

No estudo de redes, € altamente relevante identificar componentes-
chaves e caracteriza-los conforme a sua importancia para a estrutura e dindmica
das interagoes. Para isso, existem diferentes conceitos e métricas focados nos
vértices, como por exemplo as medidas de centralidades, que caracterizam o
papel dos vértices na estrutura e dinamica de uma rede. Neste trabalho,
abordaremos as seguintes medidas de centralidades: Grau [Shaw 1964];

Proximidade [Sabidussi 1966]; e Intermediacéo [Freeman, 1978].

Dado um grafo G = (V,E), a centralidade de grau de um vértice v € V,
C4(v), define como importante um vértice que esta conectado com muitos outros
vertices. Assim, a centralidade de grau de um veértice v, € dada por C, (v) =d(v)

[Shaw 1964].

No caso de G ser conexo, a centralidade de proximidade considera como
mais importante um vértice que esta mais préximo dos demais vértices do grafo,
ou seja, o vertice mais central € o que possui menor distancia total para todos os
outros vértices da rede. A centralidade de proximidade de um vértice v, denotada
por C,(v), € dada pela Equagéo (1), onde d(v,i) € a distancia entre os vértices
v ei [Sabidussi 1966]. Essa soma de distancias é chamada de transmissao do

vértice e sera denotada como T (v).
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C,(v) = (1)

A centralidade de intermediagdo para um grafo conexo, considera como
mais importante um vértice que esta frequentemente presente em caminhos
minimos. Dessa forma, a centralidade de intermediacdo de um vértice v mede
com que frequéncia este vértice esta no caminho mais curto entre outros pares
de vértices i e j na rede. Para calcular a centralidade de intermediagdo de um

vértice v, denotada por C,;(v), utiliza-se a Equacéo (2) [Freeman, 1978]:
ai;(v)
¢ (v) = Zi;tj;tva_ij’ (2)

onde g;; € o numero total de caminhos minimos entre os vértices i € j, e g;;(v) €

o0 numero de caminhos minimos entre os vértices i e j que passam pelo vértice

V.

Na Figura 3.1 apresentamos um grafo, a partir do qual estas medidas de
centralidades de vértices foram calculadas. Na Tabela 4 apresentamos os
valores obtidos a partir das Equagdes (1) e (2). E possivel notar que os vértices
pendentes possuem centralidade zero na medida de intermediagao, pois, estes
vértices ndo estdo no caminho mais curto entre outros pares de vértices i e j da
rede. Além disso, percebe-se que os vértices z e y possuem valores iguais de
medida de proximidade pois estdo a mesma distancia total dos demais vértices
do grafo. Por fim, observamos que por mais que as medidas sejam calculadas

de forma diferente, neste grafo, as trés apontam como mais central o vértice w.
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Tabela 4: Valores de centralidade obtidos

vértices Cy Cp C;
1 ~
3 3 =012
1 ~
R 2 1012 6
L =010
|14 2 10 4
L =008
z 1 12 0
1
— =0.08
4 1 12 0
L =007
u 1 14 0

Figura 3.1: Exemplo para calculo das medidas de
centralidades apresentadas

3.2 Centralidade de Arestas:

A centralidade de aresta foi derivada do conceito de centralidade de
intermediacao de vértices, adaptando-o para avaliar a importancia das arestas.
Aparentemente, a primeira vez que o conceito de centralidade de aresta foi
abordado foi no trabalho "Community structure in social and biological networks"
realizado por Girvan e Newman, 2001. Este estudo buscava explorar a estrutura
de comunidades em redes sociais e biolégicas. Em geral, uma comunidade € um
grupo de vértices que possuem muitas conexdes entre si, mas poucas conexoes
com outros grupos. Entender essa estrutura € crucial para diversas aplicagoes,

como a analise de redes sociais e biolégicas [Girvan e Newman, 2001].

Girvan e Newman [2001] adaptaram a ideia de centralidade de
intermediacao de vértices para o estudo de arestas mais centrais em um grafo,
considerando uma aresta mais central caso esteja presente mais
frequentemente em caminhos minimos entre pares de vértices do grafo. O
procedimento para obtencao da centralidade de intermediagdo de uma aresta e,

denotada por C,, (e), em um grafo conexo, € analogo com o procedimento em

vértices, sendo determinada pela Equacao (3).

ij(e)
Cay (&) = Tinj (3)
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onde i, jeV(G), q;j(e) € o numero de caminhos minimos com extremos nos
vertices i e j que passam pela aresta e, e q;; € o numero total de caminhos

minimos com extremos nos vértices i e ;.

Diferentemente da centralidade de intermediagdo de vértices, em que alguns
vértices podem apresentar centralidade zero, todas as arestas em um grafo
conexo possuem centralidade positiva. Isso ocorre porque a centralidade de
intermediacao de vértices contabiliza a frequéncia com que um vértice esta em
caminhos minimos entre pares de vértices; um vértice que nao faz parte de
nenhum caminho minimo tera centralidade zero. Por exemplo, vértices folhas em
uma arvore nao participam dos caminhos minimos entre outros pares de vértices,

resultando em centralidade nula.

Por outro lado, a centralidade de intermediacdo de arestas considera os
caminhos minimos que passam por cada aresta. Em um grafo conexo, toda
aresta conecta diretamente dois vértices adjacentes, de modo que o caminho
minimo entre esses dois veértices necessariamente inclui essa aresta. Assim,
cada aresta é utilizada por pelo menos um caminho minimo, garantindo que sua

centralidade seja sempre maior que zero.

Segundo Girvan e Newman [2001], a analise da centralidade de arestas
tem um impacto significativo na detecgdo de comunidades. Em uma rede que
contém comunidades, os grupos de vértices (comunidades) sdo, em geral,
ligados por um numero reduzido de arestas. Todos os caminhos mais curtos que
conectam vértices de comunidades distintas devem atravessar essas poucas
arestas. Assim, essas arestas terdo uma alta centralidade de intermediacgao, pois

sSao0 as unicas rotas diretas entre as diferentes comunidades.

Uma outra medida de centralidade que esta pesquisa ira utilizar é a
centralidade de proximidade de aresta. Brohl e Lehnertz [2019] definiram a
centralidade de proximidade de aresta como uma medida que avalia o quao
central uma aresta € com base na soma das distancias entre os vértices que ela
conecta e todos os outros vértices da rede. Para calcular a centralidade de uma
aresta e cujos extremos sao os vértices a e b, utiliza-se a férmula que leva em

conta as centralidades de proximidade dos vértices a e b, representadas como
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Cp(a) e Cp(b), onde e € E(G). Formalmente, a centralidade de proximidade de
uma aresta € definida pela Equacéo (4):
1 1 _ Cpa) = Cp(b)

T(a)+ T(b) (Cpl(a)J,ﬁ) Cp(@)+ Cp(b)

Cap (€) = (4)

Na Figura 3.2 ilustramos um grafo, a partir do qual as medidas de
centralidade de intermediacao e de proximidade de aresta foram calculadas para
todas as arestas, e apresentada na Tabela 5. E possivel notar que as arestas
associadas aos vértices pendentes, como as arestas (w,y), (w,z),e (u,v),
possuem valores mais baixos em ambas medidas de centralidade de aresta. Isso
ocorre porque essas arestas nao estao presentes em muitos caminhos mais
curtos entre pares de vértices. Por outro lado, a aresta (x, w) destaca-se com o
maior valor de centralidade de intermediacdo de aresta, 9, e maior valor de
centralidade de proximidade de aresta, 0.062, indicando que essa aresta é
crucial para a conexdo de diferentes partes do grafo. E possivel notar que o
vértice w é o0 mais central e esta presente na aresta mais central, conforme
mostram as Tabelas 4 e 5. Porém, nem sempre isso ocorrera, como sera

mostrado na Secéao 3.3.

Tabela 5: Valores obtidos para centralidade de
intermediagéo e proximidade de aresta

Arestas | C, Cq

1 P

x,w) | 9 | L0062
16

(v,x) | 8 | L~0.055

18

w,z) | 5 | L0050

20

wy) | 5 | L=0.050

20

U (uv) | 5 | ==0.041

24

Figura 3.2: Exemplo para calculo da medida de
centralidade de aresta

Posteriormente, outros estudos também propuseram novas medidas de

centralidade de aresta: Kucharczuk et al. [2022] desenvolveram o "PageRank for
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Edges"; Mocanu et al. [2018] criaram o método "Game of Thieves (GOT)"; e De
Meo et al. [2012] introduziram a "k-path edge centrality". Estas n&o serao

abordadas nesta dissertagao.

As medidas de centralidade de arestas apresentadas nesta secéo serao
utilizadas na sua forma normalizada no Capitulo 5. As equagdes normalizadas

serao apresentadas na Sec¢ao 5.3.

3.3 Relagdo entre Centralidade de intermediacdo de vértices e

centralidade de intermediacao de arestas:

Esta secido se concentra na discussao sobre a centralidade de arestas e
de vértices de alguns grafos conexos e, particularmente, de arvores, visando
responder a seguinte questdo: “As arestas mais centrais sdo associadas aos
vértices mais centrais em um grafo? “. Utilizaremos a medida de centralidade de

intermediacao como objeto dessa investigacéao.

Para essa discussao, todos os grafos simples conexos e nao isomorfos
com n vértices, onde 6 < n < 8, e todas as arvores com n vértices,onde 6 <n <
16, foram gerados e suas respectivas centralidades de intermediagao arestas e
de vértices. Nesta dissertagao, todos os grafos foram gerados e todos os testes
foram executados através da linguagem Python, utilizando a biblioteca
NetworkX. Para gerar os grafos conexos e ndo isomorfos com n =9,
dificuldades de execugao foram apresentadas, ndo sendo possivel a conclusao
devido a erros relacionados a falta de memaria. Para arvores, o mesmo problema
ocorreu para n > 17. Os grafos foram gerados em um notebook com as
seguintes especificacdes técnicas: processador Intel(R) Core(TM) i5-10210U
CPU @ 1.60GHz 2.11GHz e 8 GB de RAM instalada. Esses fatores de hardware

podem ter influenciado as limitacdes observadas.

No contexto da analise dos resultados, utilizamos o termo empate quando
dois ou mais elementos de um grafo apresentam exatamente o mesmo valor de
centralidade, seja no caso de vértices ou aresta, para uma dada medida. Isso

significa que, ao calcular uma determinada centralidade, se dois ou mais
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elementos tiverem o0 mesmo valor atribuido, eles séo considerados igualmente

centrais. A partir disso, dois subconjuntos foram definidos para cada grafo:

« Arestas com maior centralidade: aquelas que atingem o valor
maximo de centralidade de arestas (podendo ser uma ou varias em caso
de empate);

o Vértices com maiores valores de centralidades: definidos como os
dois vértices com maiores valores de centralidade de vértices. Em caso
de empate no segundo maior valor, todos os vértices com valor igual ao
segundo maior também sao incluidos (isto €, a lista pode conter mais de

dois vértices).

Observe que enquanto o conjunto de arestas mais centrais pode ser
formado por apenas um elemento, 0 mesmo nao ocorre para o conjunto de
vértices mais centrais, sendo formado por no minimo dois elementos. Este fato
esta relacionado a questdo central proposta inicialmente, isto €, se as arestas
mais centrais sdo associadas aos vertices mais centrais em um grafo, e ao fato
de uma aresta ser determinada por dois vértices.

Com o objetivo de investigar a relacdo entre as arestas com maior
centralidade e os vértices com maior centralidade nos grafos, partimos de uma
pergunta central: quando uma aresta € considerada mais central, seus vértices
também tendem a ser os considerados mais centrais do grafo? Para explorar
essa questao, propomos dois contextos de analise: o caso restrito e 0 caso
amplo. A principal distingdo entre os casos esta na presenga ou auséncia de
empates entre os valores maximos de centralidade de arestas. Nos casos
restritos, ha apenas uma aresta com o valor maximo de centralidade — ou seja,
nao ha empate, o que significa que existe uma Unica aresta mais central no grafo.
Ja nos casos amplos, ha empate entre duas ou mais arestas com esse valor
maximo, 0 que caracteriza a existéncia de multiplas arestas igualmente mais
centrais. Em ambos os casos, considera-se que existe apenas um valor maximo
de centralidade de aresta; o que os diferencia é se esse valor € uUnico ou
compartilhado entre varias arestas. A partir desses dois casos principais,

propomos ainda subdivisdes especificas para identificar de forma mais direta a
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relacéo da(as) aresta(s) com valor maximo de centralidade com os vértices que
atingem os valores maximos de centralidade do grafo.

Para isso definimos quatro configuragdes exclusivas de analise,
denominadas restrito 1-incidente, restrito 2-incidente, amplo 1-incidente e

amplo 2-incidente.

° Restrito 2-incidente:

O grafo é classificado nesta configuragdo quando existe apenas uma
Unica aresta com valor maximo de centralidade e exatamente dois vértices com
maior centralidade de vértices, sendo ambos os vértices extremos dessa aresta.

Este é o caso mais estrito e especifico.

. Restrito 1-incidente:

Esta configuracao representa uma situagao intermediaria: ha apenas uma
aresta mais central e exatamente dois veértices mais centrais, mas apenas um
dos vértices incidentes a aresta mais central esta presente entre esses dois
vértices. Isso indica uma associagcao parcial entre centralidade de arestas e

vértices.
o Amplo 2-incidente:

O grafo pertence a esta configuracdo quando todas as arestas com
centralidade maxima (duas ou mais) tém ambos os extremos entre os vértices
mais centrais. Aqui, aceita-se a existéncia de empates (ou seja, pode haver mais
de dois vértices centrais), e todos os vértices incidentes nas arestas mais
centrais devem estar completamente contidos dentro desse conjunto. Aqui se
exige que os dois extremos de cada aresta estejam entre os vértices mais

centrais.
o Amplo 1-incidente:

Esta configuragao inclui os grafos em que pelo menos uma das arestas
com maior centralidade (duas ou mais) tém apenas um dos vértices incidentes

presente entre os vértices mais centrais (considerando empates).
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Na Figura 3.3, apresentamos um exemplo para cada configuragdo com
destaque em azul escuro para os veértices e arestas que atingem os valores

maximos de centralidade de intermediacéo, considerando empates.

No Figura 3.3 (a), classificado como restrito 1-incidente, ha apenas uma
aresta mais central (5,0), e dois vértices com centralidade maxima (vértices 0 e
6), dos quais apenas o veértice 0 € incidente a aresta central. Ja no grafo (b),
classificado como restrito 2-incidente, ha também uma unica aresta mais central
(1,0) e dois vértices com maior centralidade (vértices 1 e 0), ambos incidentes
na aresta mais central. No grafo (c), classificado como amplo 1-incidente, duas
arestas compartilham o valor maximo de centralidade (1,0) e (0,5). Embora a
aresta (0,5) tenha como os dois vértices incidentes os vértices com maior
centralidade do grafo (vértices 0 e 5), a aresta (1,0) s6 possui o vértice central 0
como incidente, por isso, este grafo se enquadra na configuracdo amplo 1-
incidente. Por fim, no grafo (d), classificado como amplo 2-incidente, também ha
mais de uma aresta mais central (1,0) e (0,5), porém temos trés vértices que
compartilham o valor maximo de centralidade (vértices 1,0 e 5), sendo estes os

incidentes as duas arestas mais centrais.

(a) Restrito 1-incidente (b) Restrito 2-incidente
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(c) Amplo 1-incidente (d) Amplo 2-incidente

Figura 3.3 Exemplos de grafos para cada configuragao analisada

Um ponto importante a destacar € que para fins de codigo, vértices com
centralidade igual a 0 n&o s&o considerados. Portanto, grafos onde ha somente
um vértice com valor maximo e todos os outros possuem centralidade igual a 0
estdo automaticamente fora das categorias analisadas, como por exemplo o

grafo ilustrado na Figura 3.4.

Figura 3.4: Exemplo de grafo considerado fora das categorias analisadas

Na Tabela 6 apresentamos, para os grafos simples com 6 < n <8, a
quantidade de grafos classificados em cada uma das quatro configuragoes,
permitindo uma avaliagao da frequéncia relativa com que ocorrem associacdes
fortes, parciais ou inexistentes entre vértices e arestas mais centrais. A mesma
analise é realizada na Tabela 7 para arvores com 6 < n < 16. Na ultima linha

das Tabelas 6 e 7, por frequéncia relativa total nos referimos ao valor de
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frequéncia relativa quando analisamos conjuntamente todos os grafos com 6 <

n<8e 6 <n <16, respectivamente.

Tabela 6: Resultado da analise de associa¢des entre centralidade de intermediag&o de vértices e arestas nos
grafos simples com 6 < n < 8.

Configuragao restrita Configuragao ampla
N° de . i s d
grafos 1-Incidente 2-Incidente 1-Incidente 2-Incidente ik CER
n frequéncias
conexo
s
Freq. Freq. Freq. Freq. Freq. Freq. Freq. Freq.
Absoluta | Relativa | Absoluta | Relativa | Absoluta | Relativa | Absoluta Relativa
6 112 29 26% 16 14% 53 47% 10 9% 96%
7 853 348 41% 102 12% 318 38% 35 4% 95%
8 | 11117 6345 57% 1085 10% 2631 24% 222 2% 93%
Freq. 55,64% 9,96% 24,85% 2,21% 92,66%
Relativa
Total

Tabela 7: Resultado da analise de associagdes entre centralidade de intermediagéo de vértices e arestas nas arvores
com6< n<16

Configuragao restrita Configuragao ampla
N° de 1-Incidente 2-Incidente 1-Incidente 2 Incidente Soma das
n , frequéncias
arvores
Freq. Freq. Freq. Freq. Freq. Freq. Freq. Freq.
Absoluta | Relativa | Absoluta | Relativa | Absoluta Relativa Absoluta | Relativa
6 6 0 0% 4 67% 0 0% 1 17% 83%
7 1 0 0% 5 45% 1 9% 4 36% 91%
8 23 0 0% 17 74% 1 4% 4 17% 96%
9 47 0 0% 27 57% 9 19% 10 21% 97%
10 106 9 8% 72 68% 9 8% 14 13% 98%
11 235 0 0% 152 65% 50 21% 32 14% 100%
12 551 75 14% 354 64% 56 10% 50 9% 97%
13 1301 114 9% 786 60% 272 21% 103 8% 98%
14 3159 531 17% 2047 65% 341 1% 173 5% 98%
15 7741 970 13% 4576 59% 1578 20% 392 5% 97%
16 | 19320 3969 21% 11850 61% 2131 11% 808 4% 97%
Freq. Relativa 17,47% 61,29% 13,71% 4,90% 97,36%
Total

Tanto na Tabela 6 quanto na Tabela 7, observamos que ha forte relagao

entre aresta mais central e vértice mais central. Quando analisamos a soma dos
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percentuais em que ocorrem as configuragdes, os valores variam de 83% a
100%. Ou seja, para estes grafos e arvores analisados em pelo menos 83%
deles temos que ha incidéncia de pelo menos um vértice mais central a todas as

arestas mais centrais.

Mais especificamente, na Tabela 6, analisamos os grafos comn =6,7e
8 apenas, devido a limitacao técnica. Nesta pequena amostra, temos que quando
n =6 predomina a configuragdo ampla 1-incidente, representando quase
metade dos grafos conexos gerados. Ja para n =7 e n =8, observa-se a
predominéancia da configuragao restrita 1-incidente. Para estes grafos da Tabela
6, poucos sao os casos em que ha 2-incidentes, independentemente de ser

restrito ou amplo (frequéncia relativa total de 9,96% e 2,21%, respectivamente).

Na Tabela 7, analisamos apenas arvores, considerando valores de n de
6 até 16. Para os menores valores de n (de 6 a 8), observa-se que a configuragéo
restrita 2-incidente ja comecga a se destacar,com 67% emn =6,45% emn =7
e chegando a 74% em n = 8. A partir de n = 9, essa configuragédo se consolida
como a mais frequente, com percentuais sempre acima de 57%. Ou seja, nas
arvores analisadas, a configuracdo em que ha exatamente uma aresta mais
central e dois vértices mais centrais incidentes a ela torna-se predominante

conforme o nimero de vértices aumenta.

Por outro lado, a configuracao restrita 1-incidente € menos comum nas
arvores menores, ndo aparecendo nos casos de n =6 a n = 8, mas se torna
mais presente a partir de n = 10, chegando a 21% em n = 16. Isso indica um
crescimento gradual da ocorréncia de situagdes em que apenas um dos vértices

mais centrais incide sobre a aresta mais central.

As configuragdes amplas, por sua vez, aparecem com menor frequéncia
relativa total, com 13,71% para 1-incidente e 4,90% para 2-incidente. Além disso,

a ocorréncia da 2-incidente tende a decrescer ligeiramente com o aumento de n.

No geral, os dados da Tabela 7 demonstram que em grande parte das
arvores, ha associagcdo entre vértices e arestas mais centrais. A soma dos
percentuais mostra que essa associagao ocorre em pelo menos 83% dos casos

(n = 6) e chega a 100% (em n = 11), com frequéncia total de 97,63%. Isso indica
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que, mesmo com o0 aumento do numero de vértices, permanece forte a
associagao entre os elementos centrais da estrutura — sugerindo um

comportamento estrutural recorrente nas arvores analisadas.

Na Figura 3.5, tém-se dois exemplos em grafos com 6 vértices de quando
a configuragao restrita 2- incidente ocorre, ou seja, ha apenas uma aresta mais
central, e esta € composta pelos dois vértices mais centrais. Os vértices em azul
escuro séo os dois mais centrais, e a aresta em azul escuro € a mais central. No
exemplo (a), a aresta (3,4) possui uma centralidade de intermediagao de 0.4, e
os vertices mais centrais sao os vertices 4 e 3 com valores de centralidade de
0.7 e 0.4, respectivamente. No exemplo (b), a aresta mais central é a (0,3) com
valor de centralidade de intermediacao de 0.4, e os vértices mais centrais sdo os

0 e 3 com valores de centralidade de 0.6 e 0.4, respectivamente.

- 4

(a) (b)

Figura 3.5:Exemplos de casos restritos em grafos simples com 6 vértices.

Alguns grafos nao se enquadraram nas configuragcdes estabelecidas, ou
seja, alguma das arestas mais centrais ndo possuem nenhum dos vértices
considerados mais centrais. Na Figura 3.6 apresentamos exemplos para os
valores de n = 10,12,14,16 onde os vértices presentes na unica aresta mais
central ndo sdo os dois vértices mais centrais do grafo. E possivel notar, em
todos os casos, que as arvores possuem uma simetria com relagao a aresta mais

central.
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(a) Arvore simétrica com n = 10.

(c) Arvore simétrica com n = 14.
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(b) Arvore simétrica comn = 12.
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(d) Arvore simétrica com n = 16.

Figura 3.6:Exemplo de discordancia entre centralidade de aresta de intermediacao e de vértice de intermediacao

Dentre esses grafos que n&o apresentaram associagado entre vértices e

arestas mais centrais, foi possivel identificar algumas vassouras duplas

equilibradas, cuja estrutura chama atengéao justamente por sua simetria em torno

da aresta mais central. Essa observagao motivou o estudo apresentado no

Capitulo 4, que é aprofundado nas centralidades de vértices e arestas em grafos

vassoura dupla equilibradas, com o objetivo de compreender as associagcdes

entre vértices e arestas nesse tipo de grafo. As medidas de centralidade de

intermediacdo de vértices e arestas serviram como ponto de partida, e

possibilitou a identificacdo das vassouras duplas equilibradas. Adicionalmente,

no Capitulo 4 resolvemos também analisar as medidas de proximidade de

vértices e arestas.
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4 RELAGAO ENTRE CENTRALIDADES DE VERTICES E
ARESTAS EM VASSOURAS DUPLAS EQUILIBRADAS

Neste capitulo, analisaremos a relagcao entre as centralidades de vértices
e arestas em um tipo especifico de grafo denominado vassoura dupla
equilibrada. Na Secéao 4.1, apresentamos a definicdo formal de uma vassoura
dupla equilibrada. Em seguida, nas Secgbes 4.2 e 4.3, investigamos duas
medidas classicas de centralidade nas vassouras duplas equilibradas: a
centralidade de intermediacéo e a centralidade de proximidade, respectivamente

para vértices e arestas.

41 Vassoura Dupla:

Um grafo vassoura dupla (em inglés, double broom graph) é uma arvore
de n vértices obtida a partir do caminho P,, e > 2, conectando p > 2 vértices a
um dos vértices pendentes deste caminho e s > 2 vértices ao outro vértice
pendente deste caminho. Em particular, neste capitulo trataremos dos casos em
que p = s, e, estas arvores serdao denominadas vassouras duplas equilibradas.

Dessa forma, uma arvore vassoura dupla equilibrada sera composta por
n = e + 2p vértices. Embora existam diversas formas de rotular e representar
graficamente uma vassoura dupla equilibrada, durante este Capitulo
assumiremos que todas sao rotuladas e representadas como na Figura 4.1.

V. P W
e . e . °'
uy ug
® L ® L L B L
[ ®

w
vp. L] p

Figura 4.1: Vassoura dupla equilibrada

Os vértices u4,u,, ...,u, que compdem o caminho P, deste grafo serao
denominados vértices da espinha do grafo, enquanto todos os demais 2p
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vértices, v; e w;, 1< i<p sao vértices pendentes, conectados,
respectivamente, com u; e u,, 0s extremos do caminho P,.

Ao longo do capitulo, também tendo como referéncia a Figura 4.1,
usaremos, por simplicidade, os termos “esquerda” e “direita” a um vértice no
seguinte contexto. Dado um vértice u;, da espinha (uq, u,, ..., u,):

o Esquerda de uy: todos os vértices na espinha que estao antes de uy,
ou seja, uy, ..., Uk—1}, € todos os pendentes conectados a u; .

o Direita de u,: todos os vértices na espinha que estao depois de u,, ou
seja, ugp, 41} -, Uge), © todos os pendentes conectados a u,.

Por exemplo para u; temos que:
o [Esquerda: os p veértices pendentes v, ,v,, ..., 1.

o Direita: todos os outros vértices u,, us, ..., u,, mais os pendentes
Wq, Wy, ... Wp.

4.2 Centralidade de intermediacao de vértices:

Nesta sec¢do, analisamos a centralidade de intermediacédo dos vértices e
arestas nos grafos denominados vassouras duplas equilibradas, com o objetivo
de identificar padroes que emergem a medida que se aumenta simetricamente
a arvore. Encontraremos expressbes matematicas para quantificar a

centralidade dos vértices e identificaremos os vértices e as arestas mais centrais.

A ideia é generalizar completamente o resultado para o caso em que o
numero de vértices na espinha é e e o numero de vértices pendentes incidentes
au, eu, éiguala p.

A espinha tem e vértices (uy, u,, ..., u,). Cada extremo da espinha possui
p vértices pendentes: (vy, vy, ..., v,) de um lado e (wy,w,, ..., w,) do outro lado.

Sendo o total de vértices no grafo: 2p + e. Buscando identificar as variagdes em

e para dado um n fixo, temos a relagao a ser utilizada nos calculos, e =n — 2p .

Ao calcularmos a centralidade de intermediacao de vértices, temos que

devido a simetria da vassoura dupla equilibrada:

o C,(uy) = C,(u,) (extremidades da espinha tém a mesma centralidade).
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o C(u) = Ci(Up—g+1), 2 < k < e — 1 (demais vértices simétricos na espinha
também tém a mesma centralidade)
. Cw)=C(w;)=0 1<ij<p

Dessa forma, a centralidade de intermediacido de vértices pode ser

calculada por:

Combinacgao par a par entre os vértices pendentes

e Q) =G)= px (prn-1) + (=R (5

Quantidade de Quantidade de
vértices a vértices a direita

esquerda de u; de u,

o C(u)=@+k—-—1)*(—p+n—k),paracada2 <k <e-—1, (6)
- \_Y_J
a esquerda de u;, a direita de u,

Cabe ressaltar que os vértices pendentes possuem centralidade zero na
medida de intermediacao de vértices, pois, estes vértices ndo estdo no caminho

mais curto entre outros pares de vértices i e j no grafo.

Observa-se que a expressao apresentada para a centralidade dos
vértices na espinha C,(uy), 2 < k < e —1, pode ser vista como uma fungao
quadratica em relagdo a k. Como a fungao possui um termo quadratico negativo,
sua representacao grafica € uma parabola com concavidade voltada para baixo.
Assim, para determinar qual valor de k, 2 < k < e — 1, possui um maior valor
de centralidade C;(u; ), basta determinarmos quando a fung¢do quadratica atinge

seu maior valor

Uma forma alternativa de determinar esse ponto é calcular os zeros da
funcao, ou seja, os valores de k para os quais C;(u;) = 0. Como a parabola é
simétrica, o valor que maximiza a fungao pode ser encontrado tirando a média

aritmética das raizes. Aplicando esse procedimento, obtemos:
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p+k-—1D)*xn—-p—-k)=0
p+k—1)=0o0u(n—p—-k)=0
ki=1-p
ky=n-—p

[(A-p)+(n—-p)] n-2p+1 e+1
2 B 2 2

k, =

No caso em que a espinha tem comprimento impar, isto €, e € um numero
impar, o valor k, indica a posicdo do vértice ao longo da espinha em que a
centralidade de intermediacédo de vértices atinge seu valor maximo dentro das
restricbes definidas. No caso em que o comprimento da espinha é par, embora
k, ndo seja um numero inteiro, pela simetria da parabola, é possivel identificar
em quais vertices ocorrem o valor maximo de centralidade, como sera discutido

na Secao 4.2.2.

Observamos uma particularidade nos grafos vassoura dupla equilibradas
ao comparar as configuragbes com numeros pares e impares de vértices na
espinha. Essa distingdo motivou a formulagao de duas provas gerais, uma para

0S casos com numero par de vértices e outra para 0s casos com numero impar.

Ambas as provas buscam demonstrar padroes especificos na distribuicao
das centralidades de intermediacdo dos vértices e das arestas,
independentemente do tamanho exato da espinha. Essa abordagem permite
generalizar os resultados e destacar as diferencas estruturais fundamentais

entre as duas configuragdes.

4.2.1. Centralidade de intermediacao de vértices quando o niumero de vértices

na espinha & impar:

Consideramos aqui n>7, e >3 e p = 2 (excluimos o caso em que o
grafo & caminho ou estrela). E possivel identificar que dentre os vértices da
espinha, excluindo os extremos, o valor maximo da centralidade do grafo

considerado, para qualquer n impar e qualquer p, é encontrado no vértice do
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. +1 . . . ~ -
centro da espinha eT Dessa forma, a centralidade de intermediacao de vértices

do vértice do centro da espinha é obtida através da expressao:

C, (uﬂ) =(p+22-1)+ (-p+n-21) = “ (utilizando e = n — 2p), (7)

2 2

Portanto, buscando identificar os vértices mais centrais quando o numero
de vértices n esta fixado, podemos comparar apenas a expressdo da

centralidade dos vértices extremos da espinha u; e u, (5) com a expressao da

centralidade do vértice central da espinha eT“ (7).

Para isso, podemos subtrair uma expressao da outra para verificar qual é

maior, considerando a diferenca:

—p?+2np—-3p (n—1)>2
2 4

y(p) =

y(®) =5 [-2p% + (4n — 6)p — (n — 1)?]

Quando y(p) > 0, os vértices do extremo da espinha tornam-se mais
centrais que o vértice no meio da espinha. Quando y (p) < 0 a situagéo oposta

ocorre.

As raizes da funcéo y(p) séo:

Py = %[(Zn— 3)— J@nZ=8n+ 7)|

D2 =%[(2n—3)+ \/(2n2—8n+ 7)]

Dada as condicGes iniciais de n>7 e p = 2, precisamos verificar a

condi¢ao para p; = 2.

p1=%[(2n—3)— J(2n2 —8n + 7)] > 2

n=7
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Como y(p) possui como grafico uma parabola com concavidade para
baixo (pois o coeficiente do termo quadratico é negativo), podemos analisar o

sinal da funcéo:

o Para valores de p tais que p; < p < p,, temos y(p) > 0, indicando que C,
(uq) = C;(u,) € maior. Logo, os vértices dos extremos da espinha
assumem o maior valor de centralidade.

o Para valores de p tais que p <p; oup > p, , temos y(p) < 0, indicando
que ¢, (Uﬂ) € maior. Neste caso, o veértice no centro da espinha assume
2
0 maior valor de centralidade.

Na Figura 4.2 apresentamos um esboco do grafico das duas fungdes de
centralidades de vértices analisadas e os zeros de y(p). E possivel observar o
comportamento da centralidade de vértice. Conforme ja mencionado,
comegamos a analise com p; < p < p,, nesse intervalo temos a centralidade do
vértice no centro da espinha sendo maior para qualquern = 7 e impar. Parap <
pLOuUp > p,, temos o maior valor de centralidade sendo dos vértices dos

extremos da espinha para qualquern > 7 e impar.

C,(u)
(2n—3) — V20T —8n +7 (@n—3)+ VIl —Bn+7
: ST T 2 p
—_— ? - e — € (uey)
/
’ 'Y
/0 2n — 3\ p
/ Cr(uy) = Cy(u,)

Figura 4.2: fungdes de centralidades de vértices analisadas e as raizes obtidas para y
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Dessa forma, ao fixarmos n, podemos determinar os valores especificos
de p para os quais ocorre a mudanga no comportamento da fung¢do, auxiliando
na caracterizagdo das regides onde cada expressdao domina. Na Tabela 8
apresentamos alguns valores para exemplificacdo. A partir dela é possivel
observar para cada n fixado, qual é o valor de p que altera o vértice a ser
considerado com a maior centralidade. Por exemplo, paran = 11, temos que em
p =2ep=23,y(p) énegativo, o que significa que temos o vértice do centro da
espinha com o maior valor de centralidade. A partir de p = 4, o sinal de y(p)
inverte, e isso significa que a maior centralidade agora é o valor obtido nos

vértices extremos da espinha.

Tabela 8: Exemplos de valores obtidos para fungéo y(p)

n|plyp)le=n—2p
2 —8 7
11 | 3 —1 5
4 5 3
2 —15 9
13 | 3 —6 7
4 2 5
2 —24 11
3 —13 9
15
4 -3 7
5 6 5

llustramos na Figura 4.3 essa mudanca de centralidade para o grafo com n =
11, em que comp = 2 e e = 7 0 vértice do centro da espinha é o mais central (a),
porém com p =4 ee =3, os vértices dos extremos da espinha sdo os mais

centrais (b), conforme indicado na Tabela 8 pela mudanca de sinal da funcao

YD)
[ ] [ ] . o
»——0—90—0—0—4=> ° ® P P Py
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(a) (b)

Figura 4.3: Mudancga na centralidade do grafo vassoura equilibrada com n = 11.

4.2.2. Centralidade de intermediacédo de vértices quando o numero de vértices

na espinha é par:

Nesta secdo, analisaremos a centralidade de intermediacdo de vértices
da vassoura dupla cuja espinha tem quantidade par de vértices, ou seja, os
vértices da espinha sao (uq, u,, ..., u. ), onde e € par. Consideraremos n > 6, pois
desejamos trabalhar com casos ndo-degenerativos, excluindo quando o grafo é

estrela e caminho(e > 2 e p > 2).

O valor de k que representa qual vértice da espinha tera a maior

. , ~ . +1
centralidade é o mesmo que o encontrado na Secéo 4.2. Ou seja, k, = eT

Nota-se que para um e par, teremos um k,, ndo inteiro. Logo, neste caso,

as duas maiores centralidades s&o obtidas em ue e ue+2, considerando a
2 2

simetria da parabola.
_ _ e ey _ (m-2)n - _ _
C; (u;) =(; (uezi) = (p +2 1) * (n p 2) =-—— (utlizandoe = n—2p), (8)

Buscando identificar os vértices mais centrais, podemos comparar apenas
a expressédo da centralidade dos vértices extremos da espinha u, e u, (5) com a

expressao da centralidade dos veértices ue € ue+z (8).
2 2

Para isso, podemos subtrair uma expressao da outra para verificar qual é

maior, considerando a diferenca:

_ —p®+2np—3p (n—2)n
y(p) = 5 - ( ” )
1
v(®) =7 [-2p* + (4n — 6)p + 2n — n?]

Quando y(p) > 0, a primeira expressao € maior; se y(p) < 0, a segunda
expressao € maior. Estudaremos os valores de p para qualquer valor de n par

fixo, de forma a determinar onde isso ocorre.
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Essa expressdo é uma fungdo quadratica em relacéo a p, e as raizes

podem ser encontradas com a férmula geral de uma equacgao do segundo grau:

Logo, os valores de p que satisfazem y(p) séo:

Py = %[(Zn— 3)— J@nZ=8n+ 9)|

D2 =%[(2n—3)+ \/(2n2—8n+ 9)]

Dada as condi¢des iniciais de e > 2 e p > 2, precisamos verificar a

condi¢ao para p; = 2.

p1=%[(2n—3)— \/(2n2—8n+ 9)] >2

n>5++5=7.23

Como n precisa ser um numero inteiro, iremos considerar a solugao viavel
a partir de n > 8. Dessa forma, o intervalo p < p; se torna inviavel para o

problema da vassoura dupla equilibrada comn =6oun =7.

Na Figura 4.4 apresentamos as duas fun¢des de centralidades de vértices

C(u;) e Cy(ue+z) e os valores p;ep, nos quais C;(u;)= C;(ue+z). E possivel
2 2

observar o comportamento da centralidade de vértice. Para p; < p < p,, temos

que a centralidade de intermediagéo do vértice no centro da espinha, C;(ue+2), é
2

maior do que a centralidade de intermediacao dos vértices nas extremidades da
espinha para qualquer n> 8 e par. Para p <p,0u p > p,, temos que a
centralidade de intermediacéo dos vértices dos extremos da espinha € maior do

que a centralidade de intermediacéo do vértice no centro da espinha C;(ue+z) .
2
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C,(u)
(2n—3)— vZn? —8n+90 (2r — 3)4+ V202 — Bn + 9
2 2
e o (:fj('!LPi.'} —
P ®
0 2n—3 P
Cr(uy)

Figura 4.4: fungdes de centralidades de vértices analisadas e as raizes obtidas para y(p)

Ao fixarmos n, podemos determinar os valores especificos de p para os
quais ocorre a mudanga no comportamento da fungdo y(p), auxiliando na
caracterizagao das regides onde temos a maior centralidade de intermediagao
de vértices: no vértice do centro da espinha ou nos vértices extremos da espinha.
Na Tabela 9 apresentamos alguns valores para exemplificagdo, na qual
podemos observar para cada n fixado, qual € o valor de p que altera o vértice a
ser considerado com a maior centralidade. Por exemplo, paran = 10, temos que
em p =2, y(p) é negativo, o que significa que temos os dois vértices mais ao
centro da espinha empatados com o maior valor de centralidade de
intermediacao. Em de p = 3 e p = 4, o sinal de y(p) é positivo, e isso significa

que a maior centralidade € o obtida nos vértices extremos da espinha.

Tabela 9: Exemplos de valores obtidos para fungao y

y(p) |e=n—2p
-5
1
6
-11

-3

10

12

w NN w v s
o o v [~ o B
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4| 4 4
2| 19 10
14 3] -9 8
4| 0 6

llustramos na Figura 4.5 essa mudancga de centralidade para o grafo com
n =12, em que com p = 3 e = 6 0s dois vértices do centro da espinha sdo o
mais centrais (a), porém com p = 4 e e = 4, 0s vértices dos extremos da espinha

sdo os mais centrais (b), conforme indicado na Tabela 9 pela mudancga de sinal

da funcao y(p).
° ° e @
® ®
o o o @ @ o @ P ® ® ® ®
® °
po ° o Y
a) b)

Figura 4.5:Mudanca na centralidade do grafo vassoura equilibrada com n = 12.

Um ponto interessante de ser observado é quando y(p) =0, como
ocorreu em n = 14 e p = 4, significa que a centralidade de intermediacao de
vértices nos veértices extremos da espinha e nos dois vértices mais ao centro da

espinha sao iguais. Ou seja, nesse grafo temos quatro vértices mais centrais.

4.3 Centralidade de intermediagao de arestas:

Nesta secdo, desejamos estudar a centralidade de intermediagdo de
arestas em uma vassoura dupla equilibrada, e o raciocinio utilizado é analogo ao
que usamos para calcular a centralidade de intermediacao de vértices na Sec¢ao
4.2. Similarmente, devido a simetria em uma vassoura dupla equilibrada temos

que:

® Cal(uil ui+1) = Cal(ue—i»ue—i+1) para l<i<e-1
d Cal(vil ul) = CaI(Wj'ue)' 1< l!] < p
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Nao poderemos aplicar simetria quando e € par, pois temos um numero

impar de arestas neste caso, sendo a aresta (ug, ug+1) a do centro da espinha.
2 2

Recordemos que a centralidade de intermediacdo de uma aresta e,
Cq, (e), em um grafo conexo, € determinada por:

" Gije)

Ca, (e) = q .
ij

i#]
onde i, jeV(G), q;j.) € 0 numero de caminhos minimos com extremos

nos vertices i e j que passam pela aresta e, e g;; € o numero total de caminhos

minimos com extremos nos vértices i e j.

Sabemos que em uma arvore existe um unico caminho (minimo) entre
dois vértices quaisquer. Logo, o calculo da centralidade de intermediagdo de uma
aresta baseia-se em contar quantos caminhos minimos passam por cada aresta.
Em uma arvore, toda aresta conecta diretamente dois vértices adjacentes, de
modo que o caminho minimo entre esses dois vértices necessariamente inclui
essa aresta. Assim, cada aresta € utilizada por pelo menos um caminho minimo,

garantindo que sua centralidade seja sempre maior que zero.

Por consequéncia, a centralidade de intermediagcdo de uma aresta
incidente a um vértice pendente € sempre n — 1, pois, esta aresta esta no

caminho mais curto entre o vértice pendente e todos os demais vértices do grafo.

Dessa forma, a centralidade de intermediacdo das arestas pode ser

calculada por:

b Cal(vi'ul) = CaI(Wj'ue) =n- 1' Visis p (9)
o C,u(pup)=@(@+i) = (n—p—i),paraqualqueri <i<e-—1, (10)
(I S
Quantidade de vértices Quantidade de vértices
conectados & extremidade conectados a extremidade direita

esquerda da aresta (U;, U;+1) {3 aresta Ujy Ujp1)
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Diferentemente do que ocorre no caso da centralidade de vértices, aqui
nao € necessario tratar separadamente as arestas da espinha e das
extremidades. As expressodes (9) e (10) ja contemplam todos os casos de forma
direta: a primeira fornece a centralidade das arestas ligadas aos vértices
pendentes, enquanto a segunda define a centralidade das arestas internas da

espinha, variando de acordo com a posigao i.

Analogo a centralidade dos vértices na espinha C;(uy), observa-se que a
expressao apresentada para a centralidade de intermediagdo das arestas na
espinha ¢, (u;,u:,), pode ser escrita como uma fungdo quadratica em relagao a
i. A representacdo grafica de ¢, (u;u;.;) € uma parabola com concavidade
voltada para baixo. Vamos utilizar a mesma logica utilizada anteriormente para

encontrar o valor que maximiza a funcéo a partir da média aritmética das raizes.
pP+D*xMn—p—-0D=0
p+i)=00u(n—p—i)=0
h=-p
p=n—p

[(=p)+(n-p)] _ n-2p _

l fa—
v 2 2 2

4.3.1. Centralidade de intermediacao de arestas quando o numero de vértices

da espinha é impar:

Observa-se que i, € um numero nao inteiro, dessa forma, tendo em vista

a simetria da parabola, consideramos os inteiros mais proximos 62;1 e e:—l uma

vez que i representa o indice dos vértices de uma aresta (u;,u;,,). Assim, temos

que o maior valor de centralidade de aresta da espinha ocorre nas arestas

(ue;l,ug) eem (ug,ug), sendo obtida pela expressao:

2 2 2 2

CWO%3W2)=(p+f;) « (n—p-2) =" (utiizando e =n — 2p), (11)

2 2 2
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Portanto, buscando identificar as arestas mais centrais do grafo,
comparamos a expressao da centralidade das arestas do centro da espinha (11)

com a centralidade das arestas ligadas aos veértices pendentes (9). Portanto, seja

y(n) a diferencga entre ¢, (ug,ug) e Cqy (v, Uq):

n® -1

4

y(p) = -(n—-1)

n* —4n + 3 (n—3)*(n—1)
4 B 4

y(p) =

Temos que y(p) € sempre maior que zero para n > 3. Ao considerarmos

n = 7 e impar, as arestas mais centrais sdo sempre as duas mais ao centro da

espinha, (ue;l,um) e <ug,u£>, como vemos em azul na Figura 4.6.
2 2

2 2

V. W.
'@ o'
u, u.

[ ® L ® L IR 9

L]
Vp ow

Figura 4.6: llustragdo das arestas mais centrais quando n é impare n > 7.

4.3.2. Centralidade de intermediacao de arestas quando o numero de vértices
na espinha é par:

Uma vez quei representa o indice dos vértices de uma aresta (u;,u;)

ei, = -, temos que o maior valor de centralidade de aresta na espinha, quando

T2
0 numero de vertices & par, ocorre na aresta (ug,ug+1), sendo obtida pela
2 2

expressao:

Car (ug,ugﬂ) = (p + g) (n -p— g) = n; (utilizando e = n — 2p), (12)
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Portanto, buscando identificar as arestas mais centrais, podemos
comparar apenas C, (ug,ugﬂ) com Cy(vi,uq) = Ca,(wj,ue), que representa a
centralidade das arestas ligadas aos vértices pendentes.

Para isso, podemos calcular a diferenca y(n) entre

Car (ug. u§+1 ) e Cqr(vi, up):

2
ym="7 —(n-1

n* —4n + 4 (n—2)2
4 4

y(n) =

Temos que y(n) € sempre maior que zero para n > 2. Ao considerarmos
n = 6e par a aresta mais central da vassoura dupla com quantidade par de

veértices na espinha é sempre a aresta (ug,ug+1), conforme ilustrado em azul na
2 2

Figura 4.7.

. ow
Vo

Figura 4.7: llustragao da aresta mais central quando n é pare n > 8.

4.4 Comparando centralidade de intermediagao de vértices e arestas:

Nesta sec¢do, comparamos o comportamento das centralidades de
intermediacdo de vértices e de arestas nos grafos vassouras duplas
equilibradas, com foco na relagdo entre estes elementos. Inicialmente,
examinamos a situacdo em que o numero de vértices na espinha €& impair,
utilizando os resultados obtidos nas Subsecbes 4.2.1 e 4.3.1. Em seguida,

realizamos a mesma analise para o caso em que a espinha possui numero par
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de vértices, utilizando os resultados obtidos nas Subsecgdes 4.2.2 e 4.3.2, de
modo a comparar os dois cenarios e destacar similaridades e diferengas

observadas entre eles.

4.4.1. Numero impar de vértices na espinha:

Para n>7, e>3 e p>2, temos as seguintes analises nos grafos
vassouras duplas equilibradas (que estao representadas na Figura 4.8 para cada

n fixado:

1

1) Se p<p1=%[(2n—3)—\/(2n2—8n+ 7)]oup>p2=5[(2n—3)+

J(2n2 —8n + 7)], entdo o vértice no centro da espinha é o mais central
(Figura 4.8 (a)).
2) Se %[(2n—3)—\/(2n2—8n+ 7)]<p<§[(2n—3)+

J(2n2 —8n + 7)],entéo os vértices dos extremos da espinha tém a

mesma centralidade de vértice e sdo aqueles com a maior centralidade
no grafo (Figura 4.8 (b)).

3) Para qualquer n > 7, ambas as arestas localizadas mais ao centro da
espinha sao as mais CGﬂthiS,(ug,ug) e (ug,um).

2 2 2 2

w.
[ P i Vi . .Wi
uy Ug uy u
[ L R e e RO ® [ 2 @ ey ®
v, @ [
p b Yo ow,
a) b)

Figura 4.8: Representacéao dos vértices e arestas mais centrais para e impar

A vassoura dupla equilibrada com quantidade impar de vértices na
espinha apresenta dois comportamentos distintos dependendo do valor de p.

Quando p esta no intervalo p; < p < p,, 0 grafo possui dois vértices mais
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centrais e duas arestas mais centrais, sendo que esses vértices nao estao
associados a nenhuma das arestas mais centrais. Por esta razao este caso nao

€ classificado em nenhuma das configuragbes apresentadas na Secéao 3.3.

Quando p < p;oup > p, o grafo continua apresentando duas arestas
mais centrais, mas agora ha apenas um vértice mais central. Nesse caso, ambas
as arestas mais centrais s&o incidentes a esse unico veértice mais central. Por

isso, classificamos esse caso como caso amplo 1-incidente.

Ressaltamos que ndo ha vassoura dupla com quantidade impar de
vértices na espinha que se enquadre nas classificagcdes restrito 1-incidente

restrito 2-incidente, ou amplo 2-incidente.

4.4.2. Numero par de vértices na espinha:

Paran>6,e>2 e p>2, temos as seguintes andlises nos grafos vassouras

duplas equilibradas (que estao representadas na Figura 4.9) para cada n fixado:

1) Se p<p=;Il@n-3)-/@?—8n+ 9) ou p>p2=§[(2n—3)+

J(an —8n+ 9)],03 dois vértices no meio da espinha sido os mais
centrais, u% e ue%2 (Figura 4.9(a)). Ressaltamos que p < p; € inviavel
paran=6en=7.
1 1
2) Se > [(2n—3)— \/(2n2—8n+ 9)] =p,<p<p, =3 [(2n—3)+

J(@2n?—8n+ 9) ] os vertices extremos da espinha u; e u, possuem o

mesmo valor de centralidade e sdo os vértices mais centrais do grafo
(Figura 4.9 (b)).

3) Para qualquer n > 8, a aresta (ug,ug+

1)Iocalizada mais ao centro da

espinha € a mais central.
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w. Vi Wy
L ®
Vi @ °
L o uy u
u; Yer2y Yer2i2) ug . > o o @& °
® [ ] [ 2 (9] *r——0
L4 ®
v @ ® w,
oy, ou,
a) b)

Figura 4.9:Representagdo dos vértices e arestas mais centrais para e par.

A vassoura dupla equilibrada com numero par de vértices na
espinha(n = 6),e > 2ep > 2 apresenta diferentes configuragbes de vértices
mais centrais conforme o valor de p. Quando p esta no intervalo p; < p < p,,
os vértices extremos da espinha, u; e u,, sdo os mais centrais do grafo, com
valores de centralidade iguais (Figura 4.8(b)). Ja quando p < p, ou> p,, 0s

vértices localizados no meio da espinha, ue e ue+2, tornam-se os mais centrais
2 2

(Figura 4.8(a)).
Independentemente do valor de p, a aresta mais central € sempre a aresta

localizada ao centro da espinha, isto €, (ug,ug+1). Dessa forma, quando p > p,,
2 2

os vertices mais centrais estao associados a aresta mais central, pois a aresta
mais central é incidente a ambos os vértices mais centrais. Esse caso se
enquadra como caso restrito 2-incidente. Quando p; < p < p,, 0s vértices mais
centrais estdo nas extremidades da espinha, ndo sendo incidentes a aresta mais
central. Assim, ndo se verifica associacio entre vértices mais centrais e a aresta
mais central, nem mesmo parcialmente. Dessa forma, ndo ha ocorréncia dos

casos restrito 1-incidente, amplo 1-incidente ou amplo 2-incidente.

4.5 Centralidade de proximidade de vértices:

Nesta secgdo, analisamos a centralidade de proximidade dos vértices e
das arestas nos grafos vassouras duplas equilibradas, com o objetivo de
identificar os vértices estruturalmente mais préximos dos demais e compreender

como essa métrica se comporta a medida que a estrutura da arvore cresce
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simetricamente. A centralidade de proximidade fornece uma medida
inversamente proporcional a soma das distancias de um vértice a todos os
outros, destacando aqueles que estdo mais bem posicionados em termos de
alcance na rede. Consideramos uma vassoura dupla equilibrada com n vértices,
onde n € um numero inteiro, sendo e vértices na espinha e p vértices pendentes.
Temosn = e + 2p.Logo, e = n — 2p, substituicdo que utilizaremos em diversos

momentos desta secéo.

A centralidade de proximidade dos vértices é calculada como o inverso da
soma das distancias );cy d(v, i), essa soma & chamada de Transmiss&o do

vértice v. Dessa forma, temos que a centralidade de proximidade dos vértices

pode ser obtida por:

1
Cp(vy) = T

onde dada um vértice v, T(v) é a transmiss&o do vértice v.

Neste trabalho, optamos por utilizar diretamente a transmissao como
medida comparativa, uma vez que ela evita 0 uso de numeros decimais nas
contas, facilitando as expressdes algébricas. Assim, o vértice mais central sera

o vértice que possui 0 menor valor de Transmissao.
Devido a simetria da vassoura dupla equilibrada, temos que:

o Cp(uy) = Cp(u,) (extremidades da espinha tém a mesma centralidade).
o Cp(uy) sendo a centralidade de qualquer uy,, 1 <k <e
. Cr(v) =Cp(w;), 1<ij<p

A transmissao dos vértices pode ser calculada por:

Distancia de u, até os demais vértices da espinha

o

. Tu) =T(w)=1%p+ XiZ1i+ [e—D+1]+*p=pl+e)+
l—Y—) \ )

T

(e-1)e
2

Soma da distancia de Soma da distancia de
U, até cada folhado U4 até cada folha do

lado esquerdo lado direito
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n?-2np-n+4p

T(uy) =T(u,) = > (quando substituimos e = n — 2p ), (13)
k—-1)k e—k)(e—k+1
o T(uk)=p*((k—1)+1) +p*((e—k)+1)+(2) + ¢ )(2 )
\ J \ J \ J
| Y
Soma da distancia de Soma da distancia Soma das Soma das
uy até cada folha do de u, até cada distancias de distancias de
lado esquerdo folha do lado w, até u;, com  q, até u;, com
direito i<k i>k

2k%+k(4p—2n-2)+n?—2np+n

T(u) = > (quando substituimose = n—2p),  (14)
e(e+1 e’+2ep+e+6p—4
. Tw)=@-1)*2+ ple+1) + (2) _ et
Soma da distancia Soma da Soma da
de v; para v; distanciade  distancia de v;
comi # j v; para w; para os vértices
da espinha
Z_2np+n +4p-4 .
T(v;) = L EPPRTTPTT (quando substituimos e = n— 2p), (15)

2

Observa-se que a expressao apresentada para a transmissao dos vértices
na espinha T(u;), sem considerar os extremos, pode ser escrita como uma
funcdo quadratica em relacdo a k. Como a expressdao possui um termo
quadratico positivo, sua representacao grafica € uma parabola com concavidade
voltada para cima. Dessa forma, para determinar qual valor de k possui 0 menor
valor para a transmissao T(u,), basta determinarmos quando a fungao

quadratica atinge seu valor minimo.

Como a parabola é simétrica, o k que minimiza a funcdo pode ser

P . -b . .
encontrado através da férmula V, = o Aplicando esse procedimento, obtemos:
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2k + k(4p—2n—=2) +n* = 2np +n
2

T(uy) =

k -2(2p—n—-1) _ -2p+n+1 _ e+l
min — %2 = 2 -

No caso em que a espinha tem comprimento impar, isto €, e € um numero
impar, o valor k,,;, indica a posigdo do vértice ao longo da espinha em que a
centralidade de proximidade de vértices atinge seu valor maximo dentro das
restricbes definidas. No caso em que o comprimento da espinha é par, embora
k...n NA0 seja um numero inteiro, pela simetria da parabola, € possivel identificar
em quais vertices ocorrem o valor maximo de centralidade, como sera discutido

na Secao 4.5.2.

Como na analise por centralidade de intermediagéo, identificamos uma
distingdo entre os casos com numero par e impar de vértices na espinha. Essa
diferengca motiva a formulacdo de duas generalizagdes distintas: uma para
espinhas com quantidade impar de vértices e outra para espinhas com

quantidade par de vértices.

4.5.1. Centralidade de proximidade de vértices quando numero de vértices na

espinha & impar:

Ao consideramos n impar, € possivel identificar que dentre os vértices da
espinha, excluindo os extremos, o valor maximo da centralidade do grafo

considerado, para qualquer n impar e qualquer p = 2, € encontrado no vértice

. +1 . . . ~
do centro da espinha ET que possui a seguinte transmissao:

n—2p+1\> n-2p+1
p )+ p (4

T(WH):Z( 7 )

2

p—2n—2)+n2—2np+n

2

Simplificando T (ue'_-i-l) temos que:
2

2
n"—1
T(uﬂ)=—PZ+P+ . (16)

2

Portanto, buscando identificar os vértices mais centrais, podemos

comparar a expressao (13) obtida para a transmissao dos vértices extremos da
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espinha u; e u, com a expressao (16) obtida para a transmissao do vértice do

centro da espinha ue+: . Note que, como qualquer vértice pendente possui como
2

unico vizinho o vértice extremo da espinha, entdo sua transmissao

necessariamente € maior do que as transmissdes dos vértices dos extremos.

Para isso, podemos calcular a diferenca entre T(u,)e

T (ug) (respectivamente, as expressoes (13) e (16)) para verificar qual € maior,
2
considerando a diferenca:

n2—2np—n+4p ) n? -1
y(p) = . |t —

n:—-2n+1

y(®)=p*+ 1A —-n)p + 2

Quando y(p) > 0, T(u,) € maior; e quando y(p) <0, T(ug> € maior.
2

Estudaremos os valores de p para qualquer valor de n fixo, de forma a determinar

onde isso ocorre. Os zeros da funcéo y(p) séo:
1 -1
pr=p;=5[(n— 1)+ VO] ===

Logo, y(p) € sempre maior que zero para qualquer n > 1. Isso significa

que a transmissao do vértice u, , T(u;) € sempre maior do que a do vértice

central ue+1, T (ug) Portanto, o vértice do centro da espinha € sempre o0 mais

2 2

central em termos de proximidade, sem mudanca de centralidade com o
aumento de p, diferente do que observamos no caso da centralidade de

intermediacéo.

4.5.2. Centralidade de proximidade de vértices quando o numero de vértices na

espinha é par:

Agora consideramos uma vassoura dupla com n vértices, onde n é um
numero inteiro par, p = 2 e e > 2. Nota-se que para um e par, teremos um k,,;,,

nao inteiro, onde k,,;, representa o indice do vértice. Neste caso, um k,,;,, néo
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inteiro representa que ha um empate entre os valores de Transmissao dos

vértices mais proximos de k,in , Ue € Ue+z.
2 2

Ou seja, é possivel observar que o minimo da transmiss&o ocorre nos dois
vértices do meio da espinha, e ela cresce conforme k se afasta do centro. Assim,
€ possivel identificar que dentre os vértices da espinha, excluindo os extremos,
o valor maximo da centralidade de proximidade do grafo considerado, para

qualquer n par e qualquer p, € encontrado nos vértices ue € ue+.

2 2

Dessa forma, a transmisséo dos dois vértices mais ao centro da espinha

€ obtida, ja considerando que e = n — 2p, por:

- 2p\?* -2
Z(n p) +n p(4p—2n—2)+n2—2np+n
2 2
T (ug) =
2 2
Simplificando T (ug), temos que:
2
2
— 2 T
T(ue) =" +p+ 5, (17)

2

Portanto, buscando identificar os vértices mais centrais, podemos
comparar a expressao (13) obtida para a transmissao dos extremos da espinha

u; € u, com a expressao (17) da transmissao dos vértices ue € ue+z .
2 2

Para isso, podemos subtrair uma expressao da outra para verificar qual é

maior, considerando a diferenca:

nZ—an—n+4p ) n?
y(p) = . —(P et

2 _
v = |+ @ -mp+ S22

Quando y(p) > 0, T(u;) é maior; e quando y(p) <0, T (ug> € maior.

2

Estudaremos os valores de p para qualquer valor de n fixo, de forma a determinar

onde isso ocorre. Os zeros da funcao y(p) séao:
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p1=5[n—=1) + 1]

pz =5l(n—-1) - 1]

N| = N =

Logo,plzg—l epzzg.

Dada as condig¢bes iniciais de e > 2 e p > 2, precisamos verificar a

condigéo para p; = 2.

Como a representagao grafica de y(p) € uma parabola com concavidade para

cima, concluimos que, paran = 6, a funcio y(p) admite dois zeros reais distintos,

P = % —lep, = % qgue delimitam a mudanc¢a no comportamento da centralidade

dos vértices. No entanto, como estamos considerando apenas valores inteiros
de p = 2, e a diferenga entre p; e p, € exatamente 1, ndo ha valor inteiro de
p entre p; e p,. Isso implica que nao ocorre transicdo de centralidade dentro do
dominio considerado. Portanto, a comparagao entre as transmissées mostra

que, para todos os valores inteiros de p considerados nesse estudo, T(u;)

sempre sera maior que T (ue_+1> Dessa forma, a centralidade de proximidade dos
2

dois vértices mais ao centro da espinha, ue e ue+2, € maior.
2 2

4.6 Centralidade de proximidade de arestas:

Nesta secdo, desejamos estudar a centralidade de proximidade de
arestas em uma vassoura dupla equilibrada, e o raciocinio utilizado € analogo ao
que usamos para calcular a centralidade de proximidade de vértices na Segao
4.5. Ou seja, optamos por utilizar diretamente a transmissdo como medida
comparativa, evitando o uso de numeros decimais nas contas. Assim, buscamos

a aresta com o menor valor de transmissao.
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Cabe relembrar a férmula de calcular a proximidade de arestas utilizada

neste estudo é dada por:

1

Car(x,y) = T +70)

onde dada uma aresta (x,y), T(x) é a transmissao do vértice x, e T(y) a

transmissao do vértice y.

Portanto, devido a simetria em uma vassoura dupla equilibrada temos

que:
® Cap(Ug,uz) = Coap(Ue—1,Ue)
* CaP(uirui+1) = CaP(ue—i:ue—i+1)1 l<i<e.
b CaP(vi;u1) = CaP(Wj;ue): 1 < l,] < p
De acordo com a definicdo de centralidade de proximidade das arestas,
temos:

_r
T(uy) +T(xy)

i CaP (ul'uz) = CaP (ue—l' ue) =

1

o Cop (U tpyy) = )Ty Para qualquer kna espinha, excetos os
extremos.
1
. Cap (Wi, uq) = Cor(wy,ue) = rERPTTN

A partir das Equacgdes (13), (14) e (15) temos valores de transmissao dos
vértices. Logo, temos que:

n2-2np—n+4p n 2(2)%4+(2) (4p—2n—2)+n?—2np+n

b T(w) +T(w,) = 2 > =n?-2n+
(6—-2n)p+2
2 i 2_ 2 i 2_
o T(uk) +T(uk+1) — 2k"+k(4p—2n—2)+n*—2np+n +2(k+1) +(k+1)(4p—2n—2)+n*—2np+n

2 2
= 2k*+ (4p —2n)k +n®> —2np + 2p
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2_ _ 2_ -
ne-2np+n +4p 4+ n<-2np n+4p: n2+(4—2n)p—2

® T(vy) +T(uy) = 2 2

Portanto, temos as seguintes centralidades de proximidade de aresta:

1 1

o Cop(upu,) = Cop(u,_yu,) = (18)

T("l) +T(u2) B n2—2n+(6—2n)p+2 ’

1 1

¢ Cap (uk’ uk+1) - T(uy) +T (upsq) - 2k*+ (4p—2n)k +n?—2np+2p (19)

para qualquer k na espinha, excetos os extremos.

1 1
T(,) +T(w)  n2+(4—2n)p-2

b CaP(vi:ul) = CaI(Wj'ue) = (20)

E importante observar que as arestas pendentes, (v;u;)e (wj, ue),
apresentam os menores valores de centralidade de proximidade de aresta. Isso
se deve ao fato de que as folhas, por estarem situadas nas extremidades do
grafo e acessarem os demais vértices exclusivamente por meio da aresta
pendente, possuem, em geral, transmissdes elevadas. A transmissao T'(v;) de
um vértice folha é maximizada justamente porque todos os caminhos partindo
da folha incluem necessariamente a aresta pendente e percorrem longas

distancias até os vértices do lado oposto da vassoura dupla equilibrada.

Analogo ao que foi observado para a expressao da transmissao dos
vértices na espinha T'(u,), observa-se que a expressao T(u,) + T(u.1), € uma
funcao quadratica em relagao a k, cuja representacao grafica € uma parabola
com concavidade voltada para cima. Dessa forma, vamos utilizar a mesma légica

utilizada anteriormente para calcular o valor minimiza T(w,) + T(u,,), a partir de
b
2a’

Vx=

T(uw) +T(uyq) = 2k + (4p—2n)k +n?> —2np +2p

" _—(4p—2n)_n—2p_e
min T o2 2 2



66

Similar as outras discussbes, vamos separar a analise em grafos com

numero impar de vértices na espinha e numero par de vértices na espinha.

4.6.1. Centralidade de proximidade de arestas quando o numero de vértices na
espinha é impar:

Ao considerarmos e impar, observa-se que k,,;,, € um numero nao inteiro,

e—1 e+1

dessa forma, considera-se os inteiros mais proximos —- e—-. Umavez quek
representa o indice dos vértices de uma aresta (u,u,,1), € que com e impar
temos um numero par de arestas, temos que o maior valor de centralidade de

aresta ocorre em (ue;l,ug> eem (uﬂ,ug), sendo obtido por:

2 2 2 2

1 2

C (ue—l , Ue+1 ) = = : (21)
ap T T T(uefl )+ T(ue+1 ) n2—4p2+ 4p+1
2 2

Portanto, buscando identificar as arestas mais centrais, podemos
comparar T(u,) +T(u,) € T(ug)+7’<uﬂ>. Seja y(p) a diferenga entre as
2 2
expressoes:

y(p)=(n2—2n+(6—2n)p+2)—(n2—4p2+ 4p+1)

y(p)=4p*+2-2n)p—-2n+1

Se y(p) > 0, entdo T(u,) + T(u,) € maior que & T(ue;1> +T (uﬂ) Se

2

y(p) < 0, o contrario ocorre.

y(p) é uma funcao quadratica em relagéo a p, e os seus zeros sao dados

por:

P1 Z%[Zn—Z— \/4-n2+24n —12]

1
P, =§[2n—2+ Jan2 + 24n —12]
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Dada as condig¢bes iniciais de e > 2 e p > 2, precisamos verificar a

condigéo para p; = 2.

1
p1=§[2n—2— Jan? + 24n — 12| > 2

n<3,5
Como s6 consideramos valores de n > 7, s6 podemos considerar o intervalo
onde p > p, . Para p > p,, temos y(p) > 0, indicando que T(u;) +T(u,) €
sempre maior que T (ug) +T (ue_+1> para o grafo considerado. Dessa forma, o
2 2
maior valor de centralidade de aresta ocorre nas duas arestas mais ao meio da

espinha, nas arestas (ug,uﬂ) e <ug,u£>.

2 2 2 2

4.6.2. Centralidade de proximidade de arestas quando o numero de vértices na

espinha é par:
. e
Ao considerarmos e par, temos 0 ki, = > Uma vez que k representa o
indice dos vértices de uma aresta (u, u,,;), € que com e par temos um numero

impar de arestas, temos que o maior valor de centralidade de aresta ocorre em

(ug,ugﬂ), sendo obtido por:

C p (u u = ! = 2
a ] n2 2 ’
2 2 T<ue >+ T(ue > apTtap
2 >+1

(22)

2
Portanto, buscando identificar as arestas mais centrais, podemos
comparar T(u,) +T(u,) € T(u;) + T(u§+1)' Seja y(p) a diferenga entre as
expressoes:
y(®) = (n? —2n+ (6 -2n)p+2) — (n° — 4p% + 4p)

y(p) = 4p?>+(2—-2n)p—2n+2

Se y(p) > 0, entdo T(u,) + T(u,) é maior que é T(Ue;l) +T (uﬂ> Se
2

2

y(p) < 0, o contrario ocorre.
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y(p) é uma fungao quadratica em relagédo a p cujos zeros sdo dados por:

Dy =%[2n—2— Janz + 24n — 28]

1
P, =§[2n—2+ Janz + 24n — 28]

Dada as condig¢bes iniciais de e > 2 e p > 2, precisamos verificar a

condigéo para p; = 2.

1
p1=§[2n—2— Jan? +24n 28] 2 2

n < 3,67

Como sé consideramos valores de n > 6, s6 podemos considerar o intervalo

onde p > p, . Ou seja, para p > p,, temos y(p) > 0, indicando que T(u;) +
T(u,) € sempre maior que T (ug) +T (ug+1) para o grafo considerado. Dessa
2 2

forma, o maior valor de centralidade de aresta ocorre na aresta mais ao meio da

espinha, na aresta (ue,u )
P (er2e)

4.7 Comparando centralidade de proximidade de vértices e arestas:

Nesta sec¢do, comparamos o comportamento das centralidades de
proximidade de vértices e de arestas nos grafos vassouras duplas equilibradas,
com foco na relagdo entre estes elementos. Inicialmente, examinamos a situagéo
em que o numero de vértices na espinha é impar, utilizando os resultados obtidos
nas Subsecodes 4.5.1 e 4.6.1. Em seguida, realizamos a mesma analise para o
caso em que a espinha possui numero par de vértices, utilizando os resultados
obtidos nas Subsecbdes 4.5.2 e 4.6.2, de modo a comparar os dois cenarios e

destacar similaridades e diferengas observadas entre eles.
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4.7.1. Numero impar de vértices na espinha:

Paran > 7,e > 3 e p = 2 temos as seguintes analises para cada n fixado:

Ao analisarmos os vértices T(u,) € sempre maior do que T(uﬂ)
2

Portanto, o vértice do centro da espinha é sempre o mais central em termos de
proximidade, sem mudanc¢a de centralidade com o aumento de p

Ao analisarmos arestas s6 podemos considerar o intervalo onde p > p,.
Para p > p,, temos y(p) > 0, indicando que T(u;) + T(u,) é sempre maior que

T (ug) +T (ug> Dessa forma, o maior valor de centralidade de aresta ocorre

2 2

nas duas arestas mais ao meio da espinha, ou seja, nas arestas (ug,uﬂ) e

2 2
(ug,Uﬁ)-
2 2

Sendo assim, tanto o vértice do meio da espinha, ue+1, como as duas arestas
2

mais ao centro da espinha, (ue;l,uﬂ) e (uﬂ,uﬁ ) sdo0 0s mais centrais, o que
2

2 2 2

caracteriza a configuragdo amplo 1- incidente, como ilustramos na Figura 4.10.

v @ ®'
L
®
|..|1 u.;:e+1 V2 ue
[ ® ® o] ® & @
v @ oW

Figura 4.10: llustragédo dos vértices e arestas mais centrais para n imparen > 7.

4.7.2. Numero par de vértices na espinha:

Paran > 6,e > 2 e p = 2 temos as seguintes analises para cada n fixado:

. P , n n
Ao analisarmos os veértices temos as raizes p; =2 —1lep, =7, que

delimitam a mudanca no comportamento da centralidade dos vértices. Porém,
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considerando apenas valores inteiros de p = 2, ndo ha valor inteiro de p entre p;

e p,. Portanto, para todos os valores inteiros de p > 2, T(u,) sempre sera maior
que T (ug) Dessa forma, a centralidade de proximidade dos dois vértices do
2

centro da espinha, ue € ue+2, € sempre maior.
2 2

Ao analisarmos as arestas, s6 podemos considerar o intervalo onde p >

p, . Parap > p,, temos y(p) > 0, indicando que T (u;) + T(u,) é sempre maior

que T(ug) + T(ug+1). Dessa forma, o maior valor de centralidade de aresta
2 2

ocorre na aresta mais ao meio da espinha, a aresta (ug,ugH) .
2 2

Sendo assim, tanto os dois vértices no meio da espinha, ue € ue+2, como
2 2

a aresta do centro, (ug,ug+1) sd0 os mais centrais, o que caracteriza uma
2 2

configuracgao restrita 2- incidente, como ilustramos na Figura 4.11.

W.
Vi@ e
®
[
u, Uier) Uer+1) U,
° . e e . °
w
v @ %

Figura 4.11: llustragéo dos vértices e das arestas mais centrais paran > 6 e n par.
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5 O PROBLEMA DA ARVORE DE STEINER MINIMA E A
HEURISTICA KMB

Neste capitulo, abordaremos o problema da arvore de Steiner minima,
uma questao classica na Teoria dos Grafos, e a heuristica proposta por Kou,
Markowsky e Berman em 1981, uma das abordagens utilizadas para a
construgao de arvores de Steiner minimas, conhecida como heuristica KMB.
Iniciaremos com uma introdugédo ao problema da arvore de Steiner minima na
Secao 5.1, detalhando suas principais caracteristicas e relevancia em diferentes
contextos. Na Secdo 5.2, discutiremos a heuristica KMB, explicando seu
funcionamento. Na Secao 5.3, apresentamos as variagdes dessa heuristica, que
incorporam conceitos de centralidade de arestas. Por fim, na Secado 5.4,

apresentaremos uma comparag¢ao dos resultados obtidos por essas variacdes.
51 Problema da Arvore de Steiner minima em Grafos

O Problema da Arvore de Steiner minima é uma questdo classica de
interconexao proposta por Fermat no século XVII. Inicialmente, o problema
consistia em encontrar um ponto adicional em um plano euclidiano tal que a
soma das distadncias deste ponto aos trés pontos dados fosse minima.
Posteriormente, este problema evoluiu para o contexto de aplicagdes em grafos,

originando o Problema de Steiner em grafos [Goldbarg e Goldbarg, 2012].

Seja ¢ = (V, E, c) um grafo nao direcionado, conexo e ponderado, onde
V representa o conjunto de vértices, E o conjunto de arestas e os custos sao
dados por uma fungao c: E —» R . Considerando um subconjunto de vértices S <
V, denominados vértices terminais, uma arvore de Steiner é qualquer subgrafo
conexo de G sem ciclos que conecta todos os vértices terminais S e pode conter
vértices auxiliares de V — §, denominados vértices de Steiner. O problema da
arvore de Steiner minima é encontrar a arvore de Steiner de menor custo, obtida
pela soma dos custos das arestas presentes na arvore. Mais detalhes sobre este

problema podem ser encontrados em Dreyfus e Wagner [1972].

Para ilustrar o problema da arvore de Steiner minima, considere um grafo

simples G = (V,E,c), onde os vértices do conjunto V ={gq,s,t,u,v,x,w,y,z}
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representam cidades e as arestas representam estradas entre elas, com custos
correspondentes as distancias. Deseja-se conectar um subconjunto S = {t,x,y}
de cidades (vértices terminais) da maneira mais econémica possivel. Na Figura
5.1(a) exemplificamos esta situacdo. A arvore de Steiner minima obtida é
representada na Figura 5.1(b) e possui custo de 6, e tem como vértices de

Steiner os vértices q, se z.

a) Grafo G b) Arvore de Steiner minima S de G

Figura 5.1:Exemplo de Arvore de Steiner minima S de . Adaptado de Goldbarg e Goldbarg [2012].

As arvores de Steiner possuem uma vasta gama de aplicagdes em
diferentes areas de estudo. Goldbarg e Goldbarg [2012] apresentam alguns
exemplos para demonstrar as areas de aplicacdo das Arvores de Steiner, como
projeto de placas de circuitos integrados e projeto de redes de distribuicao de

gas natural.

Para o projeto de placas de circuitos integrados, Goldbarg e Goldbarg
[2012] argumentam que € preciso conectar varios componentes eletrénicos
(como resistores, capacitores etc.) da maneira mais eficiente possivel. O objetivo
€ minimizar o comprimento total das conexdes para economizar material, reduzir

custos, diminuir a dissipacao de energia e melhorar a confiabilidade do circuito.
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Para cada componente, ha varias posi¢cdes possiveis onde as conexdes podem
ser feitas e essas posigdes formam um agrupamento. Dessa forma, os pontos
de conexao e as possiveis trilhas que os unem sao representados em um grafo
e a Arvore de Steiner minima obtida é uma rede que conecta um ponto de cada

agrupamento da forma mais curta possivel.

No projeto de redes de distribuicdo de gas natural o objetivo € minimizar
os custos da construgdo de gasodutos, atendendo o maior numero de pontos
possiveis [Goldbarg e Goldbarg, 2012]. O gas natural precisa ser distribuido para
varios pontos (clientes) ao longo de uma area. Esses clientes estdo em
diferentes locais e precisam ser conectados a central de distribuicdo de gas
através de tubulacdes (gasodutos). A Arvore de Steiner minima obtida deve
conectar um conjunto de clientes (pontos de demanda), minimizando os custos
de construcado da rede, ao mesmo tempo que maximiza os ganhos por atender

esses clientes.
5.2 Heuristica KMB

Entre as diversas heuristicas propostas para a resolu¢ao do problema da
arvore de Steiner minima em grafos, a abordagem desenvolvida por Kou,
Markowsky e Berman em 1981, conhecida como heuristica KMB [Kou et.al
1981], se destaca. Esta heuristica € amplamente reconhecida na literatura por
sua eficiéncia e simplicidade na execugdo. A seguir, serd detalhado o

funcionamento da heuristica KMB, juntamente com suas caracteristicas.

Dado um grafo conexo nao direcionado ¢ = (V, E, c), sendo c a fungao
de ponderagdes do grafo. Supondo que um subconjunto S € V seja dado, a
heuristica KMB utiliza de uma estratégia gulosa em etapas para construir uma
arvore de Steiner minima com conjunto de vértices terminais S. Seu
funcionamento pode ser resumido em trés fases principais: construcao de um
grafo completo a partir dos vértices terminais, obtengdo de uma arvore geradora
minima e construcdo da Arvore de Steiner minima. O pseudocédigo da heuristica

€ apresentado a seguir.
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Heuristica KMB

Entrada: um grafo ndo direcionado G = (V, E, c) € um conjunto de vértices terminais S c V.
Passo 1. Encontrar os caminhos minimos entre ue v,V u,v € S;

Passo 2. Construir um grafo completo ndo direcionado G, cujos vértices sdo os vértices
terminais de S, atribuindo a cada aresta entre os vértices terminais u e v o custo dos caminhos
minimos obtidos no Passo 1;

Passo 3. Encontrar a arvore geradora minima de G;, denominada MST;. Se existir mais de
uma arvore geradora minima, escolha arbitrariamente uma;

Passo 4. Construir o subgrafo G,, substituindo cada aresta de MST, pelos caminhos minimos
do grafo original G. Se existir mais de um caminho minimo, escolha arbitrariamente um;

Passo 5. Encontrar a arvore geradora minima de G, denominada T,. Se existir mais de um
caminho minimo, escolha arbitrariamente um;

Passo 6. Construir a arvore de Steiner Ty de T, deletando arestas em Ty, se necessario, de
forma que todas as folhas de T, sejam pontos terminais.

Saida: uma arvore de Steiner, Ty, para G € S.

Fonte: Adaptado de Kou et. al[1981]

Observa-se que, no Passo 3 e Passo 4 da heuristica, critérios adicionais
de escolha de arvore geradora minima ou caminho minimo nao s&o
apresentados. Na Figura 5.2 exemplificamos sua utilizagdo, sendo os vértices
azuis os vértices terminais. O resultado € uma arvore de Steiner minima que
abrange todos os vértices em S, contendo como folhas apenas vértices terminas,

e incluindo alguns vértices de Steiner para obter um custo minimo.

(a) Grafo Original G (b) G,



75

(c) MST1 (d) arvore de Steiner Ty paraG e S.
Figura 5.2:Exemplo de aplicacao da Heuristica KMB
Embora seja possivel obter aproximagdes eficientes, a heuristica KMB
nao possui uma prioridade quando ha varios caminhos minimos entre um mesmo
par de vértices terminais, dessa forma, o custo obtido para a arvore de Steiner
pode variar dependendo dos caminhos selecionados [Fujita et al. 2016],
[Boudjelida e Lemouari 2021].

5.3 Variagoées da heuristica KMB:

Fujita et al. [2016a, 2016b] propuseram alteragdes na heuristica KMB,
utilizando um parametro de controle para priorizar, em alguma medida, o uso de
arestas que pertencem a mais caminhos minimos entre os terminais. Para isto
utilizaram o conceito de centralidade de intermediacdo de arestas, o qual
considera que se uma aresta pertence a muitos caminhos minimos entre pares
de vértices no grafo, entdo ela possui uma alta centralidade. Portanto, a ideia &
de que ao considerar, em conjunto ao custo associado a cada aresta, a
centralidade de intermediacdo das arestas, a arvore de Steiner obtida possa

apresentar um custo menor.

Neste trabalho, utilizou-se KMB_EB_1 e KMB_EB_2 para fazer referéncia
as heuristicas apresentadas em Fujita et al. [2016a,2016b], respectivamente.
Destaca-se que a primeira heuristica foi utilizada posteriormente em [Boudjelida
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e Lemouari 2021], também no contexto de melhorias do desempenho da

heuristica original KMB.

Os autores de Fuijita et al. [2016a, 2016b] apresentaram dois métodos de
construcdo, a partir da heuristica KMB, para o problema da arvore de Steiner
minima usando centralidade de intermediacdo de arestas normalizada. A
centralidade de intermediagcdo normalizada de uma aresta é definida pela
Equacéo (23) [Brohl e Lehnertz 2022]:

CB(e) = (23)

vivi-1°

onde e € E(G) € a aresta a qual se deseja obter a centralidade, i, j e V(G), q;j)€
0 numero de caminhos minimos com extremos nos vérticesi e j que passam
pela aresta e, e q;; € o numero total de caminhos minimos com extremos nos
vértices i e j.

As novas heuristicas geram novos custos para todas as arestas do
grafo G original, utilizando a centralidade de intermediacdo de aresta
normalizada e um parametro de controle. A partir dos novos custos gerados, a
determinacao da arvore de Steiner minima é realizada por meio da heuristica
KMB. A diferenca entre estas duas heuristicas e a heuristica KMB original
baseia-se na entrada do grafo e na forma como consideram o parametro de

controle.

A heuristica apresentada em Fujita et al. [2016a], aqui denominada
KMB_EB_1, utiliza um percentual da aresta de custo maximo do grafo para
calcular o valor do parametro de controle, aqui denominado de a, e a Equacéao

(24) para o calculo dos novos custos das arestas:
Custo,yo(e) = Custog(e) — a CB(e), (24)

onde Custog(e) € o custo original da aresta no grafo G, CB(e) a centralidade de
intermediagao desta aresta e e a € um percentual do maior custo de uma aresta
presente no grafo, por exemplo, em um grafo onde o maior custo de aresta seja
igual a 20, e o percentual escolhido seja 30%, temos a= 6, logo, a € um numero

real positivo. Caso o percentual escolhido seja igual a zero, a heuristica coincide
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com KMB. Por outro lado, quando um percentual positivo € escolhido, & possivel
que a parcela aCB(e) seja maior que o custo original da aresta e, atribuindo um
novo custo negativo a esta aresta. Em qualquer caso com a # 0, quanto maior
a centralidade de uma aresta, menor sera o novo custo a ela associada. O novo
custo pode assumir valores negativos, dependendo das porcentagens
escolhidas; essa possibilidade sera discutida em mais detalhes na Se¢ao 5.4, no

Topico .

Na Figura 5.3 demonstramos os passos da heuristica KMB_EB_1 para os
pontos terminais marcados em azul, e utilizando o percentual de 30% para

calculo de a.

(b) Grafo com novos custos

(a) Grafo original G

© ©)

1.62

() G (d) MST1
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(e) Substituindo MST1 pelos caminhos minimos (f) Arvore de Steiner T, paraGe S

Figura 5.3:Exemplo de aplicagao da heuristica KMB_EB_1
A segunda heuristica, KMB_EB_2, considera o parametro de controle de
uma forma diferente, aqui denominado de S. Nela B € [0,1], sendo utilizado como
um parametro de controle que prioriza, ora o custo original, ora a centralidade de
intermediacdo. A Equacéo (25) é utilizada para o calculo dos novos custos das
arestas nesta heuristica:

1
cB(e)’

Custonovo (e) = B IC(e)] + (1 - ﬁ) (25)

, . , , cust
Onde |C(e)| & o custo da aresta e normalizado através da formula: %‘;(e)

onde y é o custo maximo de aresta em G. Neste modo de calculo, se 8 € proximo

de 0, entdo o novo custo sera muito influenciado por e quando a

_r
CcB(e)’
_r

centralidade normalizada CB(e) for alta, 5]

sera pequeno, ocasionando um

pequeno aumento no Custo,,,, (e). Logo, esta aresta sera priorizada para
obtencdo da arvore de Steiner minima. No caso f =1, a centralidade de

intermediacao nao é considerada para atribuicdo dos novos custos.

O passo a passo da heuristica KMB_EB_2 é andlogo ao da heuristica
KMB_EB_1, diferenciando apenas a forma como os novos custos das arestas
sdo calculados e a forma como consideram o parametro de controle. As duas
heuristicas apresentadas possuem o0 mesmo objetivo: obter um resultado melhor
do que a heuristica KMB na obtencdo de uma arvore de Steiner minima, ao
considerar a centralidade de intermediacao de arestas. Entretanto, as duas séo

formuladas com perspectivas diferentes. Enquanto a KMB_EB_1 favorece as
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arestas mais centrais por meio da redugao de seus custos, a KMB_EB 2
penaliza as menos centrais com um aumento de custo relativo, promovendo um

caminho alternativo de priorizagao.

Embora ambas as heuristicas KMB_EB 1 e KMB_EB 2 difiram
fundamentalmente pela forma como um parametro de controle é utilizado (« e £3,
respectivamente), maiores detalhes ndo sao apresentados sobre possiveis
intervalos de variagao para estes parametros nos trabalhos originais € nenhuma
discussdo mais detalhada é feita a respeito da interferéncia deste parametro nos
resultados obtidos. No entanto, este trabalho ira explorar possiveis intervalos de

variagdo desses parametros e sua influéncia nas solugdes obtidas.

Duas outras heuristicas foram propostas neste trabalho, utilizando as
Equacbes (24) e (25) para calcular o novo custo das arestas, entretanto,
alterando-se centralidade de aresta utilizada, que nomearemos de KMB_EC 1
e KMB_EC_2, respectivamente. Estas heuristicas utilizam o conceito de
centralidade de aresta de proximidade (ao invés de centralidade de
intermediacao), onde uma aresta é considerada mais central quanto mais curtos
forem os caminhos que conectam essa aresta a todas as outras arestas, [Brohl
e Lehnertz 2022]. A centralidade de proximidade normalizada da aresta e, com

extremidades a e b, é definida pela Equacéao (26).

Cp (171) * Cp (172)

C) = (B - Do,

(26)

onde e € E(G) € a aresta que conecta os veértices v, v, € V(G) e C,(v1) € Cy(v3)
sao as centralidades de proximidade ndo normalizadas dos vértices, dada por

Cp(uw) = 1/%;d(i,u) , sendo d(i,u) a distancia do vértice iaou, Vi € V.

5.4 Comparacgao dos resultados das variagoes da heuristica KMB:

Os resultados apresentados neste trabalho consideram testes
computacionais realizados a partir dos conjuntos de grafos B e C do repositorio
SteinLib [SteinLib 2024]. Esses testes foram conduzidos em um notebook com
processador Intel(R) Core(TM) i5-10210U CPU @ 1.60GHz 2.11GHz e 8 GB de
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RAM instalada. O conjunto B do repositério € composto por 18 grafos esparsos,
variando de 50 a 100 vértices e de 63 a 200 arestas. O conjunto C é formado por
20 grafos esparsos, cada um com 500 vértices, variando de 625 a 12500 arestas.
Destaca-se que para as bases B e C, s&o conhecidos e validados os custos das
arvores minimas de cada grafo. Algumas considerag¢des foram necessarias para

a aplicagao das heuristicas:

- Embora em Fujita et al. [2016a] ndo tenham abordado essa
restricdo, a heuristica KMB_EB_1 pode gerar custos de arestas negativos
dependendo do percentual utilizado para o valor de a. Os autores utilizaram «
como 30% do custo maximo de uma aresta do grafo, mas n&o apresentam uma
justificativa para a escolha. Dessa forma, varios percentuais para calculo de a
foram testados neste trabalho. Por isso, especificamente nesta heuristica, o
algoritmo utilizado para obtengdo dos caminhos minimos foi o “Bellman Ford”
[Bellman 1958], pois este obtém um caminho minimo mesmo com custos
negativos atribuidos as arestas, diferente de Dijkstra, e desde que ndo ocorram
ciclos negativos (ciclo cujo somatério dos custos das arestas € negativo. Esses
ciclos permitem que o caminho mais curto continue diminuindo indefinidamente
ao passar por esse ciclo repetidas vezes).

- Em KMB_EB 2, caso a centralidade de intermediacédo de uma

aresta receba o valor zero na implementagao, como aproximagao, a fim de evitar

. s 1000 ,
esta aresta, iremos substituir o termo por 0 onde u é o menor valor das

CB(e)
centralidades de intermediacao das arestas do grafo. Essa substituicao penaliza
essas arestas adicionando um custo elevado, evitando que sejam escolhidas na

construcao da arvore de Steiner.

Considerando as heuristicas KMB_EB 1, KMB_EB 2, KMB_EC 1 e
KMB_EC_2, trés analises foram realizadas a partir dos testes computacionais no
sentido de discutir o papel dos parametros de controle a e e a eficacia das

heuristicas, a saber:

a. Estudo da monotonicidade com relagdo ao parametro de controle: busca

compreender o papel dos parametros de controle a e f nas heuristicas
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KMB EB 1 e KMB_EB 2, respectivamente, através do estudo do
comportamento do parametro e seus respectivos resultados.

b. Comparacédo dos erros percentuais obtidos pelos diferentes métodos:
analisa os resultados obtidos em ambas as heuristicas e os compara com o
resultado obtido com a heuristica tradicional KMB.

C. Comparacgao dos resultados obtidos com centralidade de intermediacao e
centralidade de proximidade: analisa os resultados utilizando as duas
centralidades de arestas amplamente conhecidas na literatura, a de

intermediacao e a de proximidade.

a. Estudo da monotonicidade com relacdo ao parametro de controle:

Os autores de Boudjelida e Lemouari [2021] e Fujita et al.[2016a, 2016b]
defendem que o valor do parametro de controle deve ser ajustado para um valor
otimo através de experimentos preliminares, pois, dependem da estrutura
topoldgica do grafo. Dessa forma, € interessante investigar qual a influéncia do
parametro de controle no custo final das arvores obtidas. Para isso, a primeira
analise conduzida diz respeito a existéncia, ou ndo, de monotonicidade do custo
das arvores obtidas com relagdo ao parametro de controle nas duas heuristicas

apresentadas anteriormente, KMB_EB 1 e KMB_EB_2, utilizando o conjunto B.

Na Tabela 10 temos o custo das arvores utilizando a heuristica
KMB_EB_1, e valores de 10%, 20% e 30% para o peso de a, pois acima de 30%
ciclos negativos sao gerados no grafo, impossibilitando a obtengao de caminhos
minimos. E possivel notar que o resultado do custo da arvore de Steiner minima
obtido por KMB_EB_1 ndo € monétono com relacdo ao parametro de controle,
como representado na Tabela 10. No caso do grafo b18, mesmo com aumento
do parametro de controle os resultados continuaram constantes, ja no grafo b17
ha reducado de uma unidade no custo final a partir de aumento do parametro de

controle.
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Tabela 10: Teste da monotonicidade de KMB_EB_1 para diferentes valores de a

Grafo Percentual p/ a | KMB_EB_1
b17 10% 135
b17 20% 135
b17 30% 134
b18 10% 223
b18 20% 223
b18 30% 223

Na Tabela 11, apresentamos o custo obtido a partir da heuristica
KMB_EB_ 2 com valores de S variando de 0,1 a 1, com acréscimos de 0,1
unidade, para analisar a monotonicidade com relagao ao parametro de controle.
Novamente, nota-se que ndo ha comportamento monétono. Enquanto o grafo
b12 apresenta algumas redu¢des no custo da arvore de Steiner minima obtida
conforme o parametro f é aumentado até 0,9, um valor maior € obtido quando
€ escolhido como 0,9. Apo6s isso, novamente ha uma redugdo quando g8 é
escolhido como 1. Para o grafo b02 o custo permanece constante conforme o
valor de f aumenta, e novamente ha um acréscimo no custo quando f§ é
escolhido como 1. Destacamos que a escolha de f = 1 significa obter o mesmo

resultado da heuristica KMB.

Tabela 11: Teste da monotonicidade de KMB_EB_2 para diferentes valores de .

Grafo | B | KMB_EB 2 | Grafo | B | KMB_EB_2
b12 | 0,1 201 b02 | 0,1 86
b12 | 02 201 b02 | 0,2 86
b12 | 03 194 bo2 | 0,3 86
b12 | 04 194 b02 | 04 86
b12 | 05 194 b02 | 0,5 86
b12 | 06 194 b02 | 0,6 86
b12 | 07 194 bo2 | 0,7 86
b12 | 0,8 194 bo2 | 0,8 86
b12 | 09 195 b02 | 0,9 86
b12 1 174 b02 1 90
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Na Tabela 12 estao reunidos os resultados da heuristica KMB_EB_1 para
os valores de 30%, 50% e 70% aplicados no conjunto C, pois para percentuais
maiores que 70% a heuristica gera ciclos negativos. Neste caso, é possivel notar
que o valor do custo quando o percentual de 30% para o calculo a (como utilizado
por Fuijita et al. [2016a]) ndo difere de outros percentuais, com exceg¢ao do grafo
c04, cujo melhor resultado ocorre com o percentual de 70% para o calculo de a,

0 que nao foi mencionado pelos autores.

Tabela 12: heuristica KMB_EB_ 1 para diferentes valores de a no conjunto C.

Grafo Percentual | KMB_EB_1 | Percentual | KMB_EB_1 | Percentual | KMB_EB_1
p/ a p/ a p/ a
c01 30% 88 50% 88 70% 88
c02 30% 144 50% 144 70% 144
c03 30% 782 50% 782 70% 782
c04 30% 1110 50% 1109 70% 1105
c05 30% 1598 50% 1598 70% 1598
c06 30% 60 50% 60 70% 60
c07 30% 115 50% 115 70% 115
c08 30% 531 50% 531 70% 531
c09 30% 725 50% 725 70% 725
c10 30% 1113 50% 1113 70% 1113

b. Comparagéao dos erros percentuais obtidos pelos diferentes métodos:

Com o objetivo de verificar os resultados obtidos pelas heuristicas KMB,
KMB_EB 1 e KMB_EB_2 em um mesmo conjunto de dados, optou-se pela
conducao de testes utilizando os conjuntos B e C da base SteinLib. Os melhores
valores de custo obtido das arvores de Steiner de cada método sao
apresentados na Tabela 13 e na Tabela 14. Essa comparacao também utiliza o
valor 6timo (OPT) indicado no repositério SteinLib. Dados os valores 6timos para
cada caso, calculou-se o percentual de erro do melhor valor obtido de cada

método através da Equacéo (27):

|OPT — valor obtido|
€y, = 27
% OPT (27)



Tabela 13:Comparagéo dos erros percentuais obtidos para cada heuristica aplicada ao conjunto B.
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KMB KMB_EB_1 KMB_EB_2
Grafo | OPT | valor €y, Percentual €y, B €y,
para a

b01 82 82 0,00% 10% -30% 0% 1 0%
b02 83 90 8,43% 10% -30% 2,41% 0.1-0.9 3,61%
b03 138 140 1,45% 10% -30% 0,72% 1 1,45%

b04 59 59 0,00% 10% -30% 0% 1 0%
b05 61 64 4,92% 10% -30% 1,64% 1 4,92%
b06 122 128 4,92% 10% -30% 4,10% 1 4,92%

b07 111 111 0,00% 10% -30% 0% 1 0%

b08 104 104 0,00% 10% -30% 0% 1 0%
b09 220 223 1,36% 10% -30% 0,45% 1 1,36%
b10 86 98 13,95% 10% -30% 13,95% 0.1-0.9 10,47%

b11 88 92 4,55% 10% -30% 2,27% 0.1-0.9 0%

b12 174 174 0,00% 10% -30% 0% 1 0%
b13 165 175 6,06% 10% -30% 6,06% 1 6,06%
b14 235 238 1,28% 10% -30% 0,85% 1 1,28%
b15 318 325 2,20% 10% -30% 1,26% 1 2,20%
b16 127 137 7,87% 10% -30% 7,87% 1 7,87%
b17 131 134 2,29% 30% 2,29% 1 1,53%
b18 218 223 2,75% 10% -30% 2,29% 1 3,67%

Média do erro 3,65% 2,56% 2,74%

Tabela 14:Comparagéo dos erros percentuais obtidos para cada heuristica aplicada ao conjunto C

KMB KMB_EB_1 KMB_EB_2
Grafo | OPT | valor €9, Percentual €y, B €y,
para a

c01 85 88 3,53% 30% - 70% 3,53% 1 3,53%
c02 144 144 0,00% 30% - 70% 0,00% 1 0%
c03 754 782 3,71% 30% - 70% 3,71% 1 3,71%
c04 1079 | 1118 3,61% 70% 2,41% 1 3,34%
c05 1579 | 1603 1,52% 30% - 70% 1,20% 1 1,58%
c06 55 60 9,09% 30% - 70% 9,09% 1 9,09%
c07 102 115 12,75% 30% - 70% 12,75% 0.1-0.9 6,86%
c08 509 530 4,13% 30% - 70% 4,32% 1 4,13%
c09 707 728 2,97% 30% - 70% 2,55% 1 2,83%
c10 1093 | 1119 2,38% 30% - 70% 1,83% 1 2,10%
cl11 32 37 15,63% 30% - 70% 15,63% 0.1-1 15,63%
c12 46 49 6,52% 30% - 70% 6,52% 0.1-0.9 2,17%
c13 258 278 7,75% 30% - 70% 5,04% 1 7,75%
c14 323 342 5,88% 30% - 70% 2,79% 1 6,50%
c15 556 573 3,06% 30% - 70% 0,90% 1 3,78%
c16 11 13 18,18% 30% - 70% 18,18% 1 9,09%
c17 18 19 5,56% 30% - 70% 5,56% 1 11,11%
c18 113 126 11,50% 30% - 70% 8,85% 0.1-0.9 8,85%
c19 146 159 8,90% 30% - 70% 6,85% 0.1-0.9 6,85%
c20 267 269 0,75% 30% - 70% 0,75% 1 0,75%

Média do erro 6,37% 5,62% 5,48%
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E possivel notar que em ambos os conjuntos de teste, as heuristicas que
utilizam a centralidade de intermediagcdo de aresta apresentam melhores

resultados quando comparados os erros médios com a heuristica KMB original.

Além disso, € possivel notar que o percentual 30% para o calculo de a na
heuristica KMB_EB_1 realmente obtém alguns valores 6timos de ambas as
bases, entretanto, o grafo c04 do conjunto C obtém melhor resultado com o
percentual de 70% para o calculo de a, o que reforga a necessidade do teste de
diferentes valores de a. Os limites maximos dos percentuais da heuristica
KMB_EB_1 foram obtidos testando a heuristica, além desses valores ciclos

negativos foram gerados, impossibilitando a obtencdo de caminhos minimos.

No Grafico 1 e no Grafico 2 comparamos o desempenho de ambas as
heuristicas no conjunto B e conjunto C, respectivamente. Os dados
representados estdo na Tabela 15 e na Tabela 16. E possivel notar que mesmo
que a heuristica KMB_EB_1 tenha um menor erro médio para o conjunto B, € a
heuristica KMB_EB 2 no conjunto B que obtém mais vezes o melhor valor,
atingindo 6 vezes o erro zero com relagao ao valor 6timo possivel, de acordo ao
indicado no repositério. Além disso, a heuristica KMB_EB_1 apresenta um raio
maior de erro, obtendo um valor maximo de erro de aproximadamente 14% no
conjunto B, e 18% no conjunto C. Entretanto, ndo é possivel inferir qual heuristica

que utiliza a centralidade de aresta sera melhor em um contexto geral.

Grafico 1: Comparagéo dos erros percentuais obtidos para as duas heuristicas com centralidade
e a heuristica KMB tradicional aplicadas ao conjunto B
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Grafico 2: Comparagao dos erros percentuais obtidos para as duas heuristicas com centralidade

e a heuristica KMB tradicional aplicadas ao conjunto C
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c. Comparagéao dos resultados obtidos com centralidade de intermediagédo e

centralidade de proximidade.

As simulagbes realizadas com a centralidade de aresta de intermediagéo
foram também executadas com a centralidade de arestas de proximidade,
considerando o mesmo conjunto de dados e valores possiveis para o parametro
de controle. Denominamos como KMB_EC 1 e KMB_EC_2 as heuristicas que
utilizam a centralidade de arestas por proximidade que s&do analogas as
heuristicas KMB_EB_1 e KMB_EB_2, respectivamente, ou seja, consideram

mesmo conjunto de dados e valores possiveis para o parametro de controle.

Na Tabela 15 e na Tabela 16 organizamos os resultados obtidos no
conjunto B e conjunto C, respectivamente, comparando a eficacia das

heuristicas utilizando as duas medidas de centralidade.

Tabela 15:Comparagéo dos erros percentuais obtidos para cada heuristica aplicada ao conjunto B

OP KMB EB 1 KMB EB 2 KMB EC 1 KMB EC 2
Grafo T Percentual €9, ﬁ €0, Percentual €9, ﬁ €0,
para a para a

b01 82 10%-30% 0% 1 0% 10%-40% | 0% 1 0%
b02 83 10%-30% 2,41% 0.1-0.9 | 3,61% 10%-40% | 2,41% 1 8,43%
b03 138 | 10%-30% 0,72% 1 1,45% 10%-40% | 0,72% 1 1,45%
b04 59 10%-30% 0% 1 0% 10%-40% | 0% 1 0%
b05 61 10%-30% 1,64% 1 4,92% 10%-40% | 1,64% 1 4,92%
b06 122 | 10%-30% 4,10% 1 4,92% 10%-40% | 4,10% 1 4,92%
b07 111 | 10%-30% 0% 1 0% 10%-40% | 0% 1 0%
b08 104 | 10%-30% 0% 1 0% 10%-40% | 0% 1 0%
b09 220 | 10%-30% 0,45% 1 1,36% 40% 0% 1 1,36%
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b10 86 10%-30% 13,95% | 0.1-0.9 | 10,47% | 40% 9,30% 1 13,95%
b11 88 10%-30% 2,27% 0.1-0.9 | 0% 10%- 40% 2,27% 0.8-1 4,55%
b12 174 | 10%-30% 0% 1 0% 10%- 40% 0% 1 0%
b13 165 | 10%-30% 6,06% 1 6,06% 10%- 40% 6,06% 1 6,06%
b14 235 | 10%-30% 0,85% 1 1,28% 10%- 40% 0,85% 1 1,28%
b15 318 | 10%-30% 1,26% 1 2,20% 10%- 40% 1,26% 1 2,20%
b16 127 | 10%-30% 7,87% 1 7,87% 10%- 40% 7,87% 1 7,87%
b17 131 | 30% 2,29% 1 1,53% 10%- 30% 1,53% 1 1,53%
b18 218 | 10%-30% 2,29% 1 3,67% 10%- 40% 2,29% 1 3,67%
Média do 2,56% 2,74% 2,24% 3,46%
erro
Tabela 16:Comparagao dos erros percentuais obtidos para cada heuristica aplicada ao conjunto C
Grafo | OPT KMB_EB_1 KMB_EB 2 KMB_EC 1 KMB_EC 2
Percentual o o Percentual o o
para o % B % para o % ﬂ %
c01 85 30%-70% 3,53% 1 3,53% 10%-30% 3,53% 1 3,53%
c02 144 30%-70% 0,00% 1 0% 10%-30% 0,00% 1 0%
c03 754 30%-70% 3,71% 1 3,71% 10%-30% 3,58% 1 3,71%
c04 1079 70% 2,41% 1 3,34% 10%-30% 2,87% 1 3,34%
c05 1579 30%-70% 1,20% 1 1,58% 10%-30% 1,20% 1 1,58%
c06 55 30%-70% 9,09% 1 9,09% 10%-30% 9,09% 0.9 0%
c07 102 30%-70% 12,75% | 0.1-0.9 6,86% 10%-30% 12,75% 1 12,75%
c08 509 30%-70% 4,32% 1 4,13% 10%-20% 4,52% 1 4,13%
c09 707 30%70% 2,55% 1 2,83% 10%-30% 2,69% 1 2,83%
c10 1093 30%-70% 1,83% 1 2,10% 10%-30% 1,74% 1 2,10%
c11 32 30%-70% 15,63% 0.1-1 15,63% 10%-20% 15,63% 1 15,63%
c12 46 30%-70% 6,52% 0.1-0.9 2,17% 10%-20% 6,52% 1 6,52%
c13 258 30%-70% 5,04% 1 7,75% 10%-20% 5,04% 1 7,75%
c14 323 30%-70% 2,79% 1 6,50% 30% 1,55% 1 6,50%
c15 556 30%-70% 0,90% 1 3,78% 10%-20% 1,08% 1 3,78%
c16 11 30%-70% 18,18% 1 9,09% 10%-30% 18,18% 1 9,09%
cl17 18 30%-70% 5,56% 1 11,11% 10% 11,11% 1 11,11%
c18 113 30%-70% 8,85% 0.1-0.9 8,85% 10%-30% 8,85% 1 11,50%
c19 146 30%-70% 6,85% 0.1-0.9 6,85% 10%-30% 6,85% 1 8,90%
c20 267 30%-70% 0,75% 1 0,75% 10% 0,75% 1 0,75%
Média do erro 5,62% 5,48% 5,88% 5,78%

Observa-se que para o conjunto B, a heuristica KMB_EC 1 apresentou

menor média de erro, ou seja, a troca pela medida de centralidade de

proximidade de aresta melhorou os resultados das arvores de Steiner obtidas.

Entretanto, para o conjunto C a heuristica KMB_EB_2 continua obtendo

melhores resultados.

Os Grafico 3 e o Grafico 4 comparam o desempenho das heuristicas

utilizando centralidade de aresta no conjunto B e conjunto C, respectivamente.

Os dados representados, encontram-se na Tabela 17 e Tabela 18. E possivel

notar que a heuristica KMB_EC_2 possui um maior raio de erro para o conjunto
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B, enquanto a heuristica KMB_EC _1 possui o menor raio de erro. Entretanto

para o conjunto C, o maior raio de erro € para a heuristica KMB_EC 1.

Grafico 3: Erros percentuais obtidos para as quatro heuristicas com centralidade aplicadas ao

conjunto B.
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Graéfico 4: Erro percentuais obtidos para as quatro heuristicas com centralidade aplicadas ao
conjunto C.
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As heuristicas KMB_EB 1 e KMB_EB_2, propostas por Fujita et al.
[2016a, 2016b], surgem como alternativas para melhorar os resultados da KMB
ao incorporar a centralidade de intermediacdo de arestas como um parametro
de controle. Neste estudo, utilizando os conjuntos B e C do SteinLib, os
experimentos demonstraram que a KMB_EB pode, de fato, proporcionar arvores
de Steiner de menor custo em comparacao a heuristica KMB tradicional.

Destaca-se, a partir de analises das bases B e C do repositério SteinLib,

que nao ha relagdo de monotonicidade entre o parametro de controle e o custo
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da rede obtida pelas heuristicas KMB_EB1 e KMB_EB2, com os resultados
variando de acordo com topologia da rede. Além disso, ao comparar o uso da
centralidade de intermediacdo de arestas com a centralidade de proximidade de
arestas, observa-se que a eficacia das heuristicas também depende do conjunto
de dados analisado. A KMB_EC 1, que utiliza centralidade de proximidade,
apresentou melhores resultados no conjunto B, enquanto a KMB_EB 2
manteve-se superior no conjunto C, apresentando um menor raio de erro médio.
Esses resultados indicam que ndo ha uma solucédo universalmente melhor; a
escolha da heuristica e da centralidade de arestas pode depender das

caracteristicas especificas da rede em questao.
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo central investigar o conceito de
centralidade de arestas em grafos, analisando sua relagdo com a centralidade
de vértices e suas aplicacdes no Problema da Arvore de Steiner Minima, por
meio de variagdes da heuristica KMB. A partir dessa proposta, duas linhas
principais de investigagdo foram conduzidas: (i) uma analise experimental da
associagao entre vértices e arestas mais centrais, e (ii) a formulagéo e avaliagéo

computacional de novas heuristicas baseadas em centralidade de arestas.

Inicialmente, foram apresentados os fundamentos da Teoria dos Grafos e
as principais medidas de centralidade, com destaque para as de intermediacao
e proximidade, tanto para vértices quanto para arestas. A partir disso, examinou-
se se as arestas mais centrais em um grafo, conforme medida de intermediagéo,
estdo associadas aos vértices também mais centrais. Essa analise revelou uma
diversidade de padrdes: foram encontrados grafos nos quais ndo ha qualquer
relacdo entre os vértices mais centrais e as arestas mais centrais, outros com
associagao parcial e, ainda, casos com associagao total (os dois vértices mais

centrais do grafo sdo incidentes a aresta mais central).

Dentre os resultados mais significativos, destaca-se a analise tedrica
detalhada sobre grafos vassoura dupla equilibrados. Nesses grafos, foi possivel
determinar formalmente as expressoes das centralidades de intermediacao e de
proximidade para todos os vértices e arestas, permitindo identificar com os

elementos mais centrais.

Na segunda linha de pesquisa, foram avaliadas quatro variagcbes da
heuristica KMB: KMB_EB_1, KMB_EB 2, KMB_EC 1 e KMB_EC 2, sendo as
duas ultimas inéditas. Todas essas variagdes incorporam a centralidade de
arestas como critério principal na escolha das ligagdes durante a construgao da
arvore de Steiner. Os experimentos computacionais realizados com instancias
do repositério SteinLib mostraram que, em diversos casos, essas variagdes
apresentaram desempenhos competitivos em relagdo a heuristica original,
destacando a relevéancia da centralidade de arestas como um parametro

promissor na construgdo de arvores de Steiner. Também foram identificadas
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limitacbes relacionadas ao parametro de controle dessas heuristicas, cuja

influéncia no desempenho foi discutida com base em testes sistematicos.

Do ponto de vista cientifico, os resultados obtidos indicam que a
centralidade de arestas € uma ferramenta subexplorada, mas potencialmente
util, tanto para a compreenséo estrutural de grafos quanto para o aprimoramento
de algoritmos de otimizagao combinatdria. A analise empirica das relagdes entre
centralidades de vértices e arestas, aliada a aplicacao pratica dessas medidas
em heuristicas, representa uma contribui¢ao original que amplia o escopo de uso

dessas métricas no contexto da pesquisa operacional.

Como limitagdes deste trabalho, destacam-se os custos computacionais
associados ao calculo de centralidades em instancias maiores, que restringiram
o0 numero de experimentos realizados com grafos muito densos ou com grande
numero de terminais. Além disso, as variagdes propostas para a heuristica KMB
ainda nao foram exploradas em contextos aplicados mais amplos, como redes
de comunicagéao, transporte ou bioldgicas, o que constitui uma oportunidade

relevante para trabalhos futuros.

Nesse sentido, propde-se como continuidade a reproducéo do estudo de
associagao entre os vértices mais centrais e a aresta mais central de um grafo
utilizando, por exemplo, centralidade de proximidade. Além disso, propde-se o
estudo da aplicacado dessas heuristicas em problemas praticos com estrutura de
rede, bem como a analise da adaptacao dessas estratégias para o grafo linha, a
fim de investigar como a centralidade de arestas pode se refletir em propriedades

estruturais alternativas.

Um grafo linha é denotado por L(G) e representa a adjacéncia entre as
arestas do grafo G. Dado um grafo G, o grafo linha L(G) é obtido a partir de G da

seguinte forma:

a. Cada vértice de L(G) representa uma aresta em G;
b. Dois vértices de L(G) sao adjacentes se e somente se suas arestas
correspondentes compartiiham um mesmo vértice em G, ou seja, sao

adjacentes em G.
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Por fim, destaca-se que parte dos resultados deste trabalho foi aceita para
publicagao no Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional (SBPO 2024), o que
reforca a relevancia académica da pesquisa desenvolvida. Espera-se que este
estudo contribua ndo apenas para a literatura sobre o Problema da Arvore de
Steiner, mas também para o avango do entendimento sobre a importancia

estrutural das arestas em grafos.
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