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RESUMO

Polinémio caracteristico e cotas para alguns autovalores da matriz A,

Joao Domingos Gomes da Silva Junior

Orientadoras:
Carla Silva Oliveira
Liliana Manuela Gaspar Cerveira da Costa

Seja G um grafo de ordem n, cujas matrizes de adjacéncia e diagonal de graus sao A(G) e D(G),
respectivamente. Nikiforov [2017] definiu a matriz A, (G), para qualquer « no intervalo [0, 1], como
a combinagao linear convexa aD(G) + (1 — a)A(G). Nesta tese, exploramos o polindémio carate-
ristico da matriz A, quando G é obtido pela coalescéncia de dois grafos. No caso de G ser um
grafo bipartido semirregular, obtemos o polinémio caracteristico de A, do grafo linha associado a
G, Ay(I(@)). Além disso, para G sendo um grafo regular, apresentamos o polindémio caracteristico
de A, para os grafos obtidos por meio de operagoes especificas. Outrossim, sdo apresentados novos
limites superiores e inferiores para o maior, o segundo maior e o menor autovalor da matriz A,,
caracterizando grafos extremais para alguns desses limites. Realizamos comparagoes entre as cotas
estabelecidas e aquelas ja existentes na literatura. Além disso, conduzimos uma anélise preliminar
da matriz A, para grafos linha, apresentando algumas cotas para o maior e segundo maior autova-
lores dessa matriz.

Palavras-chave:
Matriz A,, Polinomio Caracteristico, Autovalores, Cotas, Grafo linha.

Rio de Janeiro,

2 de Abril de 2024



ABSTRACT

Characteristic polynomial and bounds for some eigenvalues of the matrix A,

Joao Domingos Gomes da Silva Junior

Advisors:
Carla Silva Oliveira
Liliana Manuela Gaspar Cerveira da Costa

Consider a graph G of order n, with the adjacency matrix A(G) and the diagonal degree matrix
D(G). For any « in the interval [0,1], the matrix A,(G), defined by Nikiforov [2017], is given by
aD(G) + (1 — a)A(G). In this thesis, we explore the characteristic polynomial of the matrix A,
when G is obtained by the coalescence of two graphs. In the case where G is a semirregular bipartite
graph, we derive the characteristic polynomial of A, for the line graph associated with GG, denoted
as Ay (I(@)). Additionally, for G being a regular graph, we present the characteristic polynomial
of A, for graphs obtained through specific operations. Furthermore, we provide new upper and
lower bounds for the largest, second-largest, and smallest eigenvalues of the matrix A,, characteri-
zing extremal graphs for some of these bounds. We conduct comparisons between the established
bounds and those already existing in the literature. Additionally, we perform an initial analysis of
the matrix A, for line graphs, presenting some bounds for its largest and second-largest eigenvalues.

Keywords:
Aq-matrix, Characteristic Polynomial, Eigenvalues, Bounds, Line graphs.

Rio de Janeiro,

2 de Abril de 2024
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Introducao

A Teoria Espectral de Grafos (TEG) resulta da necessidade de representar, em Quimica, molé-
culas de hidrocarbonetos por um grafo. Hiickel [1931] verificou, entao, que os autovalores da matriz
de adjacéncia desses grafos estavam relacionados com a energia de certos elétrons associados a essas
moléculas.

A TEG combina a Teoria dos Grafos e a Algebra Linear e teve seu grande desenvolvimento
ap6s a publicagao da tese de Doutorado de Cvetkovi¢ (Cvetkovi¢ [1971]) e, desde entao, tem sido
de muita relevancia em diversas areas. Outrossim, ela vem nao s6 atraindo um maior interesse
por parte de estudiosos e pesquisadores, como também dando origem a uma vasta variedade de
estudos e resultados. Aplicagdes em Quimica (Cvetkovi¢ e Stevanovic [2004]; Mnukhin et al. [1996];
Cvetkovi¢ et al. [1997]), Ciéncia da Computacao (Hoory et al. [2006]; Arsi¢ et al. [2012]; Cvetkovié e
Davidovi¢ [2008]; Spielman [2007a]), Probabilidade (McKinley [2020]), Redes Complexas (Jovanovié
et al. [2017]; Sarkar e Jalan [2018]; Mieghem [2010]) sdo algumas das possibilidades de insergao dessa
teoria.

E possivel dizer que no Brasil a TEG deu seus primeiros passos em 1985 com os estudos realizados
pela Prof.? Nair Abreu sobre o livro Algebraic Graph Theory (Biggs [1974]), tendo em 1995 o inicio
da primeira orientagao de doutorado sobre esse assunto. Em 1996, um grupo de pesquisa nessa area
liderado pela Prof.2 Nair Abreu foi criado, iniciando suas pesquisas na determinagao de expressoes
para os coeficientes dos polindémios caracteristico da matriz de adjacéncia e da matriz laplaciana de
um grafo, no estudo da conectividade algébrica e de outros invariantes espectrais, com o objetivo
de compara-los a outros resultados classicos da Teoria dos Grafos na tentativa de utilizé-los como
medida de Vulnerabilidade de Redes. Em 2001, ocorreu o evento FURO Workshop on Algebraic
Graph Theory, que reuniu pesquisadores de varios paises e que contou com a participagao da Prof.?
Nair Abreu e da Prof.2 Carla Oliveira, entao sua orientanda, abrindo assim uma via de contato com
os mais diversos pesquisadoras da area. Posteriormente, em 2006, decorreu em Portugal, o Aveiro
Workshop on Graph Theory, que contou com a participacao de varios pesquisadores brasileiros
incluido professores e alunos. Desde entdo a TEG s6 vem crescendo no Brasil.

O principal objetivo da TEG consiste em estudar como o espectro de uma matriz associada a um
grafo e que representa a sua estrutura geométrica, pode refletir propriedades intrinsecas desse mesmo

grafo. E, em determinadas familias de grafos, investigar se é possivel caracterizar o grafo conhecendo
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o espectro de uma matriz associada a ele. Alguns exemplos das matrizes que é possivel associar a
um grafo sdo: adjacéncia (A(G)), diagonal dos graus (D(G)), laplaciana (L(G)) e laplaciana sem
sinal (Q(G)). Resumindo, a TEG investiga como os autovalores, de tais representagdes matriciais,
se relacionam com propriedades estruturais do grafo.

Em 2017, Nikiforov definiu, para qualquer « € [0, 1], a matrix A,(G), obtida pela combinagao
linear convexa de A(G) (matriz de adjacéncia) e D(G) (matriz diagonal dos graus), ou seja, A, (G) =
aD(G) + (1 — a)A(G). Com essa definigdo os problemas envolvendo essa matriz englobaram os da
matriz de adjacéncia e os da matriz laplaciana sem sinal. Entre os varios problemas estudados
que envolvem a matriz A,, podemos apontar: obtencao do menor valor de « para o qual A, seja
positiva semidefinida (Nikiforov [2017|; Nikiforov e Rojo [2017]; Brondani et al. [2022]), obtengao
do A,-espectro para determinadas familias de grafos (Nikiforov [2017]; Brondani et al. [2019]; Tahir
e Zhang [2020]), determinacao do A,-espectro para o grafo resultante de operagdes entre outros
grafos (Nikiforov [2017]; Lin et al. [2018b]; Li ¢ Wang [2019a]; Chen et al. [2019]), procurar grafos
determinados pelo seu A,-espectro (Lin et al. [2017], Tahir e Zhang [2018], Liu e Liu [2018|, Chen
et al. [2019]) e, além desses, obter cotas inferiores e superiores para os autovalores da matriz A,
(Lin et al. [2018a], Lin et al. [2018b], Wang et al. [2020], Liu et al. [2020a], Liu et al. [2020b], Pirzada
[2022]).

Nesta linha, esta tese tem como objetivos abordar os seguinte problemas:

(i) apresentar o polindmio caracteristico da matriz A, de algumas operagoes entre grafos e de

algumas familias;

(73) obter cotas superiores e cotas inferiores para alguns autovalores da matriz A, de um grafo e

de seu grafo linha e quando possivel, exibir grafos extremais para as referidas cotas;
(#ii) comparar as cotas obtidas entre si e com algumas ja existentes na literatura.

Esta tese estd estruturado da seguinte maneira: no Capitulo I, sd@o fornecidas defini¢oes de
Algebra Linear, Teoria dos Grafos e TEG, juntamente com resultados relevantes da literatura. Em
seguida, o Capitulo II se dedica a apresentar defini¢bes e resultados relacionados & matriz A,. Este
capitulo inclui uma revisao dos resultados envolvendo essa matriz que sao pertinentes ao presente
estudo. Posteriormente, no Capitulo III, sdo discutidos os principais resultados obtidos para o
polindmio caracteristico da matriz A, em grafos obtidos pela coalescéncia de dois grafos, em grafos
linha e em grafos resultantes de outras operagoes sobre um grafo regular. No Capitulo IV, sdo
apresentadas cotas superiores e inferiores para o maior, segundo maior e menor autovalores da
matriz A,, juntamente com a caracterizacdo de alguns grafos extremais. Comparativos entre as

novas cotas e as existentes na literatura sdo abordados no Capitulo V. Em seguida, os resultados
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sobre grafos linha sao discutidos no Capitulo VI. Por fim, no Capitulo VII, sao apresentadas algumas

consideragoes finais sobre a tese e sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo I Preliminares

Com o objetivo de tornar este documento o mais autocontido possivel, sao apresentados neste
capitulo resultados fundamentais e essenciais para a compreensao do texto. Os temas abordados sao
sobre Algebra Linear, Teoria dos Grafos e Teoria Espectral dos Grafos. Todos os resultados estao
devidamente referenciados, e as respectivas demonstragoes nao serao fornecidas aqui, uma vez que
estdo disponiveis nas referéncias mencionadas. E importante observar que algumas referéncias sio
utilizadas apenas para consulta do resultado, ndo sendo o(s) referido(s) autor(es) o(s) responsavel(is)
direto do mesmo.

Para um aprofundamento nas definigbes e notagoes sobre Teoria dos Grafos, sugerimos Harary
[1969], Godsil e Royle [2001], Diestel [2005] e Merris [2011]; para as relacionadas a Algebra Linear,
incluindo a Teoria de Matrizes, sugerimos Goldberg [1959], Bueno [2006] ¢ Horn e Johnson [2013];
e, por fim, para aquelas relativas a Teoria Espectral de Grafos, sugerimos Cvetkovi¢ et al. [1980],

Cvetkovié et al. [1997] e Cvetkovi¢ et al. [2010].

I.1 Algebra Linear

Uma matriz A, n x m (lé-se “n por m”) é uma colegao de escalares de um corpo F' dispostos
em n linhas e m colunas. Costuma representar-se a matriz A como um quadro numérico no qual o

elemento a;; situa-se no cruzamento da i-ésima linha com a j-ésima coluna:

ail] ... Qim

anpl .. Qpm

Neste trabalho adotamos F' = IR e, por isso, dizemos que A é uma matriz real. Denotamos
por My, xm(IR) o conjunto de todas as matrizes reais n x m e, quando n = m, por M, x,(IR), ou
apenas M, e nesse caso dizemos que A = [a;;] € M,, é uma matriz quadrada de ordem n. O vetor
(@i1, a2, ..., aim) € IR™ é o i—ésimo vetor-linha da matriz A e o vetor (aij,az;,...,an;) € R" é
0 j—ésimo vetor-coluna da matriz A. As entradas a;; sdo ditas entradas diagonais de A € M,, e o
conjunto de todas as suas entradas diagonais é a diagonal principal de A. Dados 1 < 4,5 < n, se

para i # j,a;; = 0, entao A é chamada de matriz diagonal . Denotamos a matriz de ordem n cujas
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entradas sdo iguas a 1 por J,, e a matriz identidade de ordem n, que é uma matriz diagonal tal que
todas as entradas diagonais sao iguais a 1, por I,.
Uma matriz A € M,, diz-se simétrica quando a;; = aj; para todo 1 < i, < n e é dita nao

negativa se para todo i e j, a;; > 0.

Definigao 1. (Goldberg [1959]) A submatriz principal de uma matriz é uma matriz obtida, da

matriz original, pela remocgao de linhas e de colunas com os mesmos indices.
A seguir é apresentada a definigdo da fungao determinante.
Definigao 2. (Bueno [2006]) Sejam ci,...,¢, € R"™. O determinante det(cy,...,c,) € uma

funcgao

det : R"x ... xR" =R

(c1y...,cn) > det(cr, ... cp)

satisfazendo as sequintes propriedades:

(di) det € uma func¢do alternada, isto €, se ¢; = ¢; para i # j, 4,5 € {1,...,n}, entdo

det(cy,...,cn) =0;

(dy) det(ci,...,cn) € uma fungao n-linear, isto €, é uma aplica¢ao linear em cada coordenada, as

outras sendo mantidas fizas; ou seja, se todos 0s c; com j # i estiverem fizos,

det(ct, ..., A¢i+ ¢y .oycn) = Mdet(er, ... ¢y oo en) +det(er, ... iy cn);

(d3) det(ey,...,en) =1, em que {e1,...,e,} € a base candénica do R".

E claro que a definicio de uma funcio satisfazendo as propriedades da Definicdo 2 pode ser
expressa em termos de matrizes: se A = (c1,¢2,...,¢,) for uma matriz n x n (com colunas
€1,C2,...,Cpn), entao det(A) = det(cy,ca,...,cy). Além disso, outras propriedades da funcao de-

terminante seguem imediatamente da Definicao 2, as quais se encontram no Lema I1.1.1.

Lema I.1.1. (Bueno [2006]) Uma fungao que satisfaz as propriedades (dy) e (dz) também satisfaz

as propriedades

(ds) det € uma funcao antissimétrica, isto €, se trocarmos c¢; por c;j, entio o valor de det é multi-

plicado por —1. Sendo mais preciso,

det(ci,...,Ciy.vosCjy .o 0n) = —det(cr, ..., ¢y, Ciy ey Cp);
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(ds) Se somarmos a um vetor ¢; um maltiplo do vetor cj, o valor de det néao se altera;
(dg) Seci,...,c, forem linearmente dependentes, entao det(cy,...,c,) = 0.

Uma matriz de blocos é uma matriz cujas entradas sdo matrizes. Para mais detalhes sobre esse
tipo de matrizes e como operé-las indicamos Horn e Johnson [2013| e Golub e Van Loan [1996]. O

Teorema 1.1.2 apresenta como calcular o determinante de uma matriz de blocos.

Teorema 1.1.2. (Horn e Johnson [2013]; Silvester [2000]) Seja M uma matriz de blocos dada

por

A B
¢ D

Se A e D forem matrizes quadradas, entao

det(A)det(D — CA™!B), se A~! existe
det(M) =

det(D)det(A — BD7IC), se D! existe.

Uma matriz quadrada S é uma matriz de permutacao se exatamente uma entrada em cada linha
e coluna é igual a 1 e todas as outras entradas s@o 0. A multiplicagdo por tais matrizes produz uma

permutacao das linhas ou colunas da matriz multiplicada.
Defini¢ao 3. (Horn e Johnson [2013]) Uma matriz A € M, € redutivel se existe uma matriz

permutacao S € M, tal que

T B C
ST AS = ,el<r<n-—1.

Onfr,r D
Caso contrdrio dizemos que A € irredutivel.

Na defini¢cao anterior, nao se exige que os blocos B, C' e D tenham entradas nao nulas. Quer-se
apenas que o bloco inferior esquerdo nulo de ordem (n — ) X r possa ser criado por uma sequéncia

de trocas de linhas e/ou colunas.

Definicao 4. Um escalar A € IR € chamado autovalor de A € M, se existe um vetor x € R"™ nao
nulo, tal que Ax = Ax. O vetor x € chamado de autovetor de A associado ao autovalor A. Quando

necessdrio, escrevemos X = A(A) para destacar que X\ é um autovalor associado a matriz A.
Tais autovalores sao indexados em ordem nao crescente e denotados por A\j(A) > ... > A\, (A).

Definigao 5. O polinémio caracteristico de A € M,, é definido por

Pa(N) = | AL, — Al= det(M, — A).
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Note que as raizes desse polinémio sdo os autovalores de A e, quando esta é simétrica, sao
todos reais. A multiplicidade algébrica de um autovalor A\;(A) é sua multiplicidade como raiz do
polinémio caracteristico. Quando a multiplicidade algébrica do autovalor \;(A) é s, denotamos tal

fato por /\Z(s)(A). O conjunto de autovalores de A, juntamente com as respectivas multiplicidades, é
chamado de espectro de A ou A-espectro e denotado por o(A). Ja a multiplicidade geométrica de
um autovalor \;(A) é a dimensao do subespago gerado pelos autovetores a ela associados.

O teorema abaixo estabelece uma relagao entre os autovalores das matrizes resultantes do pro-

duto de duas outras matrizes. Essa relagao é detalhada no Teorema 1.3.22 de Horn e Johnson [2013].

Teorema 1.1.3. (Horn e Johnson [2013]) Sejam A € My, ,(IR) e B € M, n(IR) com m < n.
Entao, os n autovalores de BA sdo os m autovalores de AB junto com n — m zeros; ou seja,

PBA()\) = )\n_mPAB()\).

O proximo lema permite obter uma cota inferior para o maior autovalor de uma matriz nao

negativa, em funcao das entradas dessa matriz.

Lema I.1.4. (Kolotilina [1993]; Chen e Wang [2010]) Sejam A = (a;j) wma matriz de ordem

n > 2 nao negativa, A\1(A) o maior autovalor de A e 6 = lgliél {aii}. Entao,
<i<n

40 L 9)2
)\1(A) > max M + ((1“4) + Z QaijQji ¢ - (Il)
i#]
Além disso, se A € irredutivel com n > 3, e pelo menos duas linhas (duas colunas) de A contém

mais de uma entrada nula fora da diagonal, o desigualdade € estrita.

Seja A € My, xp. Definimos S;(A) como a soma dos elementos da i-ésima linha de A, dada por
n

Si(A) = Zaij’ onde 1 < i < m. O Teorema 8.1.21 de Horn e Johnson [2013], referido nesta tese
j=1
como Teorema I.1.5, utiliza a funcéo 5; para estabelecer cotas inferiores e superiores para o maior

autovalor de uma matriz quadrada nao negativa.

Teorema 1.1.5. (Horn e Johnson [2013]) Seja A € M,, nao negativa. Entdo

min S;(A4) < A (A) < max S;(A).

1<i<n ~ 1<i<n

O Teorema 1.1.6, conhecido como o Teorema de Perron-Frobenius, desempenha um papel signi-
ficativo na TEG. Esse teorema estabelece que uma matriz nao negativa e irredutivel possui um raio
espectral positivo. Sua formalizagdo pode ser consultada em Horn e Johnson [2013|, no Teorema

8.4.4.
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Teorema 1.1.6 (Perron-Frobenius). (Horn e Johnson [2013]) Se A € M,, é uma matriz irredu-

tivel e nao negativa, entao
(i) A\i(A) > 0.
(ii) A1(A) € um autovalor simples de A.

(11i) Eziste um unico vetor positivo x, a menos de multiplica¢ao por escalar positivo tal que Az =

A(A)z.

Seja P um conjunto e m = { Py, ..., Py} uma particdo de P. Suponha que a matriz A tenha suas
linhas e colunas indexadas por P. A particdo de A com relacdo a m é considerada uma particao
equilibrada se cada submatriz A;;, formada pelas linhas cujos indices estao em P; e as respectivas
colunas cujos indices estao em Pj, tiver uma soma de linhas constante igual a ¢;;. Além disso, a
matriz N = [g;j]1<ij<k ¢ chamada de matriz quociente de A com relacao a w. O Teorema I.1.7

relaciona os autovalores de A com os da sua matriz quociente.

Teorema 1.1.7. (Francis et al. [2018]) Seja A uma matriz quadrada de ordem n e suponha que A
tenha uma particao equilibrada @ = {Py, Py, ..., Py}. Seja N a matriz quociente de A com relagao

a particio w. Entao, os autovalores de N sdo autovalores de A.

Um dos teoremas classicos da Algebra Linear e muito utilizado em TEG ¢é o Teorema de Weyl.
Neste contexto, as desigualdades de Weyl para os autovalores de matrizes simétricas de grafos
sao fundamentais. Essas desigualdades se encontram no Teorema I.1.8, mencionado nesta tese e

detalhadas em Horn e Johnson [2013], no Teorema 4.3.1.

Teorema 1.1.8 (Weyl). (Horn e Johnson [2013]) Sejam A, B € M, matrizes simétricas e os
espectros de A, de B, e de A+ B dados por o(A) = {A\1(A),..., \(A)}, o(B) = {\(B),..., \(B)}
ed(A+B)={\M(A+ B),...,\n(A+ B)}, respectivamente. Entao,

)\i+j71(A+ B) < Xi(A) + )\j(B), j=1...,n—i+1 (1.2)

para cada i =1,...,n, com igualdade para algum pari,j se e s se existir um vetor nao nulo = tal

que Az = \jx, Bx = \jz e (A+ B)x = \jpj1z. Além disso,

para cada it = 1,...,n, com igualdade para algum par i,j se e s6 se existir um vetor nao nulo x
tal que Ax = Nz, Bx = \jz e (A+ B)x = N\ipj_nz. Se A e B ndo tiverem um autovetor comum,

entao as desigualdades em (1.2) e (1.3) sao estritas.



21

Como resultado direto do Teorema 1.1.8, surge o seguinte corolario, disponivel em Horn e Johnson

[2013], no Corolario 4.3.15.

Corolario 1.1.9. (Horn e Johnson [2013]) Sejam A, B € M,, simétricas. Entao,

Ai(A) + An(B) < Mi(A+ B) < M\(A) + M\ (B), (L4)

comi=1,...,n. A igualdade na cota superior ocorre se, e somente se, existe um vetor nao nulo
x que € autovetor de A, B e A+ B com autovalores correspondentes \i(A), A\i(B) e \i(A+ B).
Analogamente, a igualdade na cota inferior ocorre se, e somente se, existe um vetor nao nulo x que

é autovetor de A, B e A+ B com autovalores correspondentes \i(A), An(B) e X\i(A+ B).

Os menores e os maiores autovalores de uma matriz simétrica A podem ser caracterizados como
TAx
as solugoes para problemas de minimo e de maximo envolvendo o quociente de Rayleigh, ——,
iz
como ¢é possivel ver no Teorema 1.1.10, cuja demonstragao pode ser encontrada em Horn e Johnson

[2013] no Teorema 4.2.2.

Teorema 1.1.10 (Rayleigh). (Horn e Johnson [2013]) Seja A € M, uma matriz simétrica,
T
xt Az

cujos autovalores sao ordenados de forma nao crescente. Entao Ap(A) < < M(A) para

todo vetor unitdario x € R", com a igualdade do lado esquerdo (direito) ocorrendo se e somente se

Az = M\, (A)x (respectivamente, Ax = M\ (A)x). Além disso,

T T
zt Ax )q(A):maxx Ax

An(A) = min nax

220 xTzx

O resultado a seguir é conhecido como Teorema do Entrelagamento e sua demonstragao pode
ser encontrada em Marcus e Minc [1964]|. As desigualdades nele presentes sdo conhecidas como

desigualdades de Cauchy e sao muito utilizadas em TEG.

Teorema 1.1.11 (Entrelagcamento). (Marcus e Minc [1964]) Sejam A uma matriz simétrica com
autovalores Ay > Ay > ... > A\, € B uma de suas matrizes principais. Se os autovalores de B sdo

VI >V > > Uy €nta0 Ay < < A (i=1,...,m).

1.2 Teoria dos Grafos

Um grafo finito consiste em um par de objetos constituidos por um conjunto finito nao vazio
V = V(@) e um subconjunto (possivelmente vazio) F = E(G) de pares ndo ordenados de elementos
de V. Normalmente escrito por G = (V, E), os elementos de V' sao os vértices de G e os elementos
de F sao suas arestas. Se u e v denotarem vértices de G, na maioria das vezes, usaremos uv em

vez de {u,v} para denotar a aresta que incide em u e em v. As cardinalidades dos conjuntos V'
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e E s@o denotadas, na devida ordem, por n = |V| e m = |E| onde a primeira indica a ordem do
grafo e a segunda seu tamanho. Um grafo G é simples quando nao tem mais de uma aresta entre
dois vértices e nenhuma aresta comega e termina no mesmo vértice. Em outras palavras, um grafo
simples é um grafo sem loops e sem arestas mualtiplas.

Se vjv; € E dizemos que v; é adjacente a v; (ou v; é adjacente a v;) e denotamos por v; ~ vj;
caso contrario, v; »~ vj. Para cada v € V, o conjunto dos vértices que sao vizinhos a v é denotado
por N, e |N,| a sua cardinalidade. Um subgrafo de um grafo G é um grafo H tal que V(H) C V(QG)
e E(H) C E(G). O subgrafo H do grafo G ¢ dito induzido quando dois vértices que pertencem
V(H) sao adjacentes em H se e somente se também sao adjacentes em G. Uma clique em G ¢ um
subconjunto de vértices adjacentes dois a dois. O nimero de clique, w(G), de G é definido como a
ordem da maior clique em G.

O grau de v € V, denotado por d(v), é o namero de vizinhos de v, ou seja, |N,|. O grau
minimo de G é §(G) := min{d(v) : v € V} e o grau maximo de G é A(G) := max{d(v) : v € V}.
Eventualmente, usamos d;, A e § para representar d(v;), A(G) e 6(G), respectivamente. Assumimos
que os vértices estao rotulados de forma que A =d; > dy > ... > d,, = J e a sequéncia de graus é
definida por d(G) = (dy,...,d,). A matriz de graus de G, denotada por D(G), é a matriz diagonal

que possui o grau do vértice v;, d(v;), na i-ésima posi¢ao. Denotamos por m; o grau médio dos

dj
.. . L. . Vj~U; -3 L 1. .

vértices adjacentes ao vértice v;, ou seja, m; = g e por d o grau médio do grafo, ou seja,

n (2

> di
- =l 2m ) e . . )
d=—— = —_ 0 grafo G é chamado de r-regular se cada vértice de G possui grau igual a r e é

n n

chamado de birregular se e somente se sua sequéncia de graus possui apenas dois valores diferentes.

Um passeio de comprimento k em G, de v; a vj, é uma sequéncia de seus vértices v; =
Ug, UL, U2, ..., U = vj tal que u;—qu; € £, 1 < ¢ < k. Um caminho é um passeio no qual os
vértices sao todos distintos. Um grafo G é conexo se G possui um vértice isolado ou para todo par
de seus vértices, existe um caminho que os liga. Denotamos o grafo caminho com n vértices por Py, o
grafo completo por K,,, o grafo estrela por Ki ,—1 e o grafo bipartido completo de ordem n = ny+ng
por K, n,. Um grafo G é chamado de bipartido semirregular, com pardmetros (ni,ng,ri,r2), se G
for bipartido de forma que V = V; U V5 onde ny = |Vi| e ng = |Va|, e os vértices na mesma parti¢ao
tém o mesmo grau, em outras palavras, os vértices de V; tém grau r; e os vértices de V5 tém grau
ro, tais que nir; = nore. Um grafo livre de tridngulo é um grafo tal que quaisquer trés vértices
nao formam um grafo K3. Sejam u e w vértices de um grafo conexo G. A distancia, d(u,w), é o
comprimento do caminho mais curto em G de u a w. O diametro de G, denotado por diam(G), é
a maior distancia entre dois vértices de G, isto é, diam(G) = max d(u,w).

u,weV(G)
Sejam G um grafo e k¥ > 3 um nimero inteiro. Um ciclo, em G, de comprimento k é uma
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sequéncia v1,ve, ..., v de vértices distintos tais que {v;v;41 : 1 < i < k—1} C E e e = vgv;.
O grafo ciclo de comprimento n, denotado por C,, é um grafo conexo 2-regular. A cintura de G,
9(G), é o comprimento do ciclo mais curto em G. Um grafo sem ciclos é chamado de floresta. Uma
floresta com uma tnica componente conexa é uma arvore.

Um subconjunto nao vazio I C V' é denominado independente se e somente se os seus elementos
nao sao adjacentes dois a dois. O nimero de independéncia de G, v(G), é a maior cardinalidade
entre todos os conjuntos independentes de G.

O primeiro e segundo indices de Zagreb, definidos por

Z(G) =) d*(vi) e
i=1

Zy(G) ==Y d(u)d(v),

weE(G)

respectivamente, foram introduzidos por Gutman e Trinajsti¢ [1972]. O primeiro indice geral de

Zagreb é definido por Z(p)(G) = Z dP(v;), parap € R, p # 0 e p # 1, e parece ter sido considerado
i=1
pela primeira vez por Li e Zhao [2004] e Li e Zheng [2005]. Para p = 2, temos Z?(G) = Z,(G)

e o estudo de seus limites e propriedades pode ser encontrado em Nikoli¢ et al. [2003]; Das [2004];
Cioaba [2006] e Das et al. [2015]. Para p = 3, temos Z®)(G) = F(G), chamado de indice topologico
“esquecido” ou indice F, cujo estudo aparece em Gutman e Trinajsti¢ [1972]; Furtula e Gutman
[2015]; Javaid et al. [2021]. Os dois proximos teoremas apresentam um limite inferior e superior,
respectivamente, para Z1(G) usando apenas A, §, m e n.

Teorema 1.2.1. (Das [2003]) Seja G um grafo simples com n vértices, m arestas, grau minimo 0

(2m — A — §)?

e grau mdzimo A. Entdo, para n >3, Z1(G) > A* 462 + 5
n —_—

. Além disso, a igqualdade

ocorre se, e somente se, do = -+ =dp_1.

Teorema 1.2.2. (Das [2003]) Seja G um grafo conexo com n vértices, m arestas e grau minimo
d. Entao, Z1(G) <2mn —n(n—1)0 +2m(d —1). Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,

G € um grafo estrela ou um grafo regular.

A proposigao a seguir, mostra uma cota inferir para o indice ' de um grafo G em funcao do

Z1(G).

Proposicao 1.2.3. (Furtula e Gutman [2015]) Seja G um grafo com m arestas, cujo primeiro

indice de Zagreb é Z1(G). Entao,
. Zi(G)?

F(G) o

A igualdade € atingida no caso em que G € regular.



24

O indice geral de Randi¢ é definido por R,(G) = Z (d(u)d(v))*, com a € R* e fol in-
uweE(G)
troduzido em Bollobas e Erdés [1998]. Um estudo sobre as cotas do indice de Randi¢ pode ser

encontrado em Zhou e Luo [2009] e nao é dificil observar que existe um relagdo entre esses indices
topologicos, por exemplo, R1(G) = Z3(G). O proximo teorema apresenta uma cota inferior para

R, (G) em fungao do ntumero de arestas e do grau médio do grafo G.

Teorema 1.2.4. (Zhou e Luo [2009]; Ili¢ e Stevanovi¢ [2011]; Elphick e Wocjan [2015])

Seja G um grafo com n vértices e m > 1 arestas. Entao, para a > 0,
)
R, >md "
com a igualdade se e somente se G € regular.

I1.2.1 Operagoes em grafos

O complemento de G, denotado por G = (V, E), é o grafo obtido de G com o mesmo conjunto
de vértices, V =V, e viv; € E se e somente se viv; ¢ E. O complemento bipartido de um
grafo bipartido conexo G com particoes Vi e Vo é um grafo bipartido, denotado por C~J, tal que
G possui arestas entre V; e Vo exatamente onde G ndo possui, ou seja, V(é) = V(K|V1|7‘V2|) e

E(G) = E(Kjv;|,jvs) — E(G). Na Figura 1.1 é possivel ver os grafos Pr e P;.

v v

1 Uy ! ) U1 Uy
U3 U3 Us

U4 v v
(o v Us 4 Vs 4
6
(o U Ug U7 Ve
(a) Grafo P;. (b) Grafo Ka,3. (c) Grafo Ps.

Figura I.1: Grafos P;, K43 e ﬁ;

Sejam G = (V, E) e H = (W, F) grafos disjuntos, ou seja, VNW = @. A unidode G e H ¢ o
grafo, denotado por G U H, de modo que GU H = (VUW, EU F). Uma coalescéncia de G e H,
denotada por G - H, é um grafo de ordem |V |+|W|—1 que resulta de identificar algum vértice de G
com algum vértice de H.

O join de G e H, denotado por GV H, é o grafo obtido de G U H pela adi¢do de arestas de
cada vértice de G a todo vértice de H, isto ¢, V(GVH)=VUW e E(GVH)=FEUFU {vw :
v eV ewe W}. Considere o grafo obtido por KV (n — s)K; e denotado por CSs,,—s. Esse grafo
¢ denominado de grafo split completo'. Considere agora o grafo obtido por C,, V K. Esse grafo é

denotado por W, e recebe o nome de grafo roda. Na Figura 1.2 é possivel observar o Wg =2 Cg V K.

Um grafo & dito Split completo se o conjunto dos seus vértices puder ser particionado em um conjunto independente
e uma clique, de modo que cada vértice no conjunto independente seja adjacente a cada vértice na clique
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V4 Us

Figura 1.2: Grafo roda Wy.

O grafo linha de G, denotado por I(G), é obtido da seguinte maneira: cada aresta em G é um
vértice em [(G) e, duas arestas que em G incidem num mesmo vértice originam uma aresta em {(G).

E possivel observar na Figura 1.3 um grafo G e seu grafo linha.

G I(G)

Figura 1.3: Grafo G e [(G).

Observagao 1.2.5. A caracterizaciao do grafo e de seu grafo linha € estabelecida pela condi¢ao de
que, se G é um grafo conexo com n vértices, entao I(G) é um grafo completo se e somente se G €

isomorfo a K1 pn—1 ou K3. Uma demonstracao para este fato pode ser encontrada em Yan [2002].

Na Proposigao 1.2.6 temos uma condigao suficiente para caracterizar grafos a partir de seu grafo

linha.

Proposigao 1.2.6. (Cvetkovic et al. [2004]) Se G € um grafo conezo e l(G) € regular, entio G

€ reqular ou semirreqular bipartido.

Observacgao 1.2.7. E importante destacar que € possivel obter relacoes entre o grau dos vértices
de G e de I(G), ou seja, se G um grafo nao vazio com m arestas e cujo conjunto de vértices €
V(G) = {v1,...,v,}. Entao:
1 n
e [(G) possui m vértices e 3 ZdQ(vi) — m arestas.
i=1

o O grau de um vértice e = v;v; em I(G) € d(e) = d(v;) + d(v;) — 2.

e 0(I(@)) > 20(G) — 2 com a igualdade se e somente se G possui dois vértices adjacentes de
grau 6(QG).
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o A(l(Q)) < 2A(G) — 2 com a igualdade ocorrendo se e somente se G possui dois vértices

adjacentes de grau A(G).
Uma fonte de consulta para esses resultados é Beineke e Bagga [2021].
A Proposigao 1.2.8 relaciona um subgrafo de um grafo e seus respectivos grafos linha.

Proposicao 1.2.8. (Beineke e Bagga [2021]) Se H € um subgrafo nao vazio de G, entio [(H)
é um subgrafo induzido de l(Q).

Agora vamos apresentar grafos obtidos de G por inser¢ao de vértices e/ou arestas, comegando
pelo grafo subdivisao de G, S(G), é o grafo obtido pela inser¢ao de um novo vértice em cada uma
das arestas de G. O grafo R(G) ¢ obtido a partir de G adicionando, para cada aresta uv € E, um
novo vértice cujos vizinhos sao u e v. Denotamos por & (G) o grafo obtido de G inserindo um novo
vértice em cada aresta de GG, unindo por arestas os pares de novos vértices que se encontram em
arestas adjacentes de G. O grafo total de G, denotado por T'(G), é o grafo cujos vértices sao os
vértices e as arestas de G, de modo que dois vértices de T'(G) s@o adjacentes se, e somente se, 0s
elementos correspondentes de G forem adjacentes ou incidentes. Um exemplo de cada um desses

grafos pode ser observado na Figura 1.4.

1

(2
V2 V4

Figura 1.4: Grafos G, S(G), R(G), £'(G) e T(G).

1.2.2 Familias de grafos

Algumas das familias de grafos exploradas neste trabalho sdo amplamente conhecidas na litera-

tura, e, por essa razao, foram previamente mencionadas. No entanto, dado que outras familias que
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serao referenciadas ao longo do texto podem nao ser familiares a todos os leitores, nesta segdo se

introduzem as respectivas defini¢oes.

Definigao 6. (Watanabe e Schwenk [1979]) Uma drvore € dita starlike se possui exatamente

um vértice de grau maior que dois.

Na Figura 1.5, apresentamos um exemplo de starlike.

(%
7 V6

V4 V3
Vo

V2
U1

Us

Figura [.5: Exemplo de uma arvore starlike.

Definigao 7. (Grossman et al. [1979]) Considere G = Ky, H = Kj 141. Seja G- H o grafo
obtido pela coalescéncia, identificando um vértice de grau 1 de H com o vértice de grau n de G.

Esse grafo, representado na Figura 1.6, é denominado de dupla estrela e é denotado por D(m,n).

U

V1

Figura 1.6: Grafo dupla estrela D(m,n).

Definicao 8. Considere G = Ky 41 ¢ H = K ;1 com m # n. O grafo obtido pela coalescéncia
de G e H (G- H), identificando dois vértices de grau 1, pode ser observado na Figura 1.7. FEsse

grafo é denominado vassoura dupla e é denotado por B(3,n,m).

U2 (%)

Un+1 Umn+1

Figura 1.7: Grafo vassoura dupla B(3,n,m).

Defini¢ao 9. (Zhang e Zhang [2009]) O grafo pineapple,denotado por K, é obtido pela adig¢ao

de q arestas pendentes a um vértice do grafo K,, onde g > 1 e p > 3.
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A Figura 1.8, apresenta um exemplo do grafo pineapple.

Figura [.8: Grafo pineapple Kél.

Definigao 10. (Brondani [2017]) Dados os inteiros nao negativos s el, o grafo dupla pipa (double
kite), denotado por DK (s;l), é o grafo obtido pela coalescéncia de um dos vértices pendentes do
caminho Piia com um vértice do grafo completo Kg e o outro vértice pendente do mesmo caminho

com um vértice de outro grafo completo K. Tais grafos tém ordem n = 2s + 1.

A Figura 1.9, apresenta dois exemplos do grafo dupla pipa.

Figura 1.9: Grafos dupla pipa.

Definigao 11. (Stankovié et al. [2009]; Freitas et al. [2010]) Seja KK! o grafo obtido de

duas copias do grafo completo K, pela adi¢cdo de | arestas entre um vértice de uma copia de K, a

[ vértices na outra copia de K, onde 1 <[ < n.

A Figura 1.10, apresenta o grafo KK;’

Figura 1.10: Grafo KK3.
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Defini¢ao 12. (Brondani et al. [2022]) Dados inteiros n el tais quen >3 e 1 <1 <n. Seja
H! o grafo obtido de duas copias do grafo completo K,, pela adi¢do | arestas entre | vértices de uma

copia de K, a seus correspondentes vértices na outra copia.

A Figura 1.11, exibe o grafo H2.

Figura 1.11: Grafo H2.

Observagao 1.2.9. Vale destacar que KK} =~ H! = DK(n,0).

Definicao 13. (Aouchiche et al. [2011]) Um grafo firefly, denotado por Fs,., € um grafo com
n = 2r+s—+2t+1 vértices que consiste em s arestas pendentes, v tridngulos e t caminhos pendentes
de comprimento 2, todos compartilhando um mesmo vértice. Além disso, % representa o conjunto

de todos os grafos firefly com n vértices.

A Figura .12, apresenta o grafo firefly F42 3.

Figura 1.12: Grafo F42 3.

Definigao 14. (Rényii e Sos [1966]) Um grafo friendship é aquele em que cada par de vértices

tem exatamente um vizinho em comum.
O grafo friendship é um caso particular do grafo Fg,; com s =0,t=0e r # 0.

Definigao 15. (Hosoya e Harary [1993]; Noy e Rib6 [2004]) Um grafo escada Ly, é constituido
por duas copias disjuntas do grafo P,, cada uma denominada “trilho”. Cada vértice em um trilho
estd conectado ao seu vértice correspondente no outro trilho por uma tunica aresta, resultando em
n arestas de interconexdo entre os trilhos. FEssa estrutura cria uma representacao visual de uma

escada. Este grafo possui 2n vértices e 3n — 2 arestas.



30

A Figura [.13, exibe o grafo escada Ls.

Figura 1.13: Grafo Ls.

Definigao 16. (Siddiqui et al. [2013]) Um grafo de Helm, denotado por H, €é um grafo simples
obtido de um grafo roda com n + 1 vértices adicionando uma aresta pendente a cada vértice de seu

ciclo C,,.

A Figura [.14, apresenta o grafo Hg.

Figura [.14: Grafo Hg.

1.3 Teoria Espectral dos Grafos

Nesta se¢ao sao apresentadas as defini¢oes de matriz de adjacéncia, matriz de incidéncia, matriz
Laplaciana e matriz Laplaciana sem sinal. Além disso, sao enunciados e referenciados resultados
relacionados a essas matrizes e seus autovalores, e que sao fundamentais para a compreensao deste
texto. Ademais, resultados que envolvem o polinémio caracteristico também sao apresentados nesta

secao.

1.3.1 Matriz de Adjacéncia

A matriz de adjacéncia de G, denotada por A = A(G) = [a;;], ¢ uma matriz quadrada e simétrica
de ordem n, tal que a;; = 1 se v; ~ v; e a;; = 0 caso contrario. O maior autovalor A\;(A) é chamado
raio espectral ou indice de G.

O Teorema [.3.1 caracteriza os grafos bipartidos em fung¢ao de seus autovalores e na sequéncia

a Proposigao 1.3.2 exibe algumas propriedades sobre o espectro de um grafo r-regular.
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Teorema 1.3.1. (Cvetkovié et al. [2010]) Um grafo G € bipartido se e so se o espectro da matriz

de adjacéncia for simétrico em relagcao & origem.

Proposicao 1.3.2. (Biggs [1974]; Cvetkovié et al. [2010]) Seja G um grafo r-reqular. Entdao
(i) r € um autovalor de A(G);
(ii) G € um grafo conexo se, e somente se, a multiplicidade algébrica de r é 1;

(1ii) todo autovalor A de A(G) satisfaz | A< r.

Exemplo 1. Na Figura I.15a temos um grafo bipartido com parti¢oes Vi = {v1,va,v3, 04} € Vo =
{vs,v6,v7} cujo espectro é o(A(G)) = {—2,6458; —1();0;1(3); 2, 6458} e na Figura I.15b temos um
grafo 4-reqular cujo espectro é o(A(H)) = {4,003, —2(2)}

Uy U1 U2
Vg Us
Vg U3
U3 U1
V7 Vs (7
(a) Grafo bipartido G. (b) Grafo regular H.

Figura 1.15: Grafos referidos no Exemplo 1.

A proposigao 1.3.3 exibe dois autovalores de A(G), quando G é um grafo semirregular bipartido.

Proposicao 1.3.3. (Runge [1976]; Cvetkovié¢ et al. [1980]) Seja G um grafo semirregular
bipartido com pardmetros inteiros positivos ni,ns,r1 € ro, tais que niy > mno. Entdo +./riry sdo

autovalores de A(G).

No Teorema 1.3.4 é apresentada uma relagao entre Pyq)) € Pag), quando G é um grafo
bipartido semirregular. Este resultado foi obtido por Cvetkovi¢ em 1971, e sua demonstracao se

encontra em Cvetkovi¢ et al. [2010].

Teorema 1.3.4. (Cvetkovié¢ [1971]) Seja G um grafo bipartido semirreqular com ny vértices

independentes de grau 71, ng vértices independentes de grau ro, com ni > ng. FEntado,

Pagay(N) = (A +2)° Pygy(Varaz) <> ,

onde o, =AX—r;+2parai=1,2 ¢  =niri —ni — ng.

A seguir, no Teorema 1.3.5, temos um resultado que relaciona as raizes do polindmio caracteris-

tico do grafo G, bipartido conexo r-regular, com seu complemento bipartido.
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Teorema 1.3.5. (Tamara e Zoran [2013]) Seja G um grafo bipartido conexo r-regular com 2n

vértices e G seja o seu complemento bipartido. Entao,

Pay(N) Py

A2 —72 A2 (p—r)?

Observe que, se G € um grafo regular bipartido desconexo, entdo o seu complemento bipartido nao

€ unicamente determinado, mas mesmo assim a relacao acima permanece inalterada.
Como consequéncia dos Teoremas 1.1.5 e 1.1.6 resulta o Lema 1.3.6.

Lema I.3.6. (Ellingham e Zha [2000]) Seja G um grafo conexo com n vértices. Sejam P(x)
uma fungao polinomial qualquer e S,(P(A(G))) a soma da linha de P(A(G)) correspondentes a
cada vértice v. Entao

min S, (P(4)) < PO(A(G)) < max S, (P(A)).

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, as somas das linhas de P(A(Q)) forem todas iguais.

A seguir enunciamos o Lema 1.3.7, cuja prova é também apresentada, uma vez que no artigo

original ela é feita no decorrer da demonstracao de um teorema.

Lema 1.3.7. (Hong et al. [2001]) Seja G um grafo com n vértices, m arestas e grau minimo 0.

Entdo, Sy(A%(G) — (6 — 1)A(G)) < 2m — (n — 1).

Demonstragio. Note-se que S,(A*(G)) é exatamente o ntimero de passeios de comprimento k em

G que comegam em v. Em particular, S,(A(G)) é d(v) e Sy(A%(G)) = Zd(u) Portanto,

u~v

Su(A%(G)) =) d(u)

u~v

=2m—d(v)— > du)

UV, UFEV
<2m —d(v) — (n—d(v) — 1)

=2m+ (6 — 1)d(v) — 6(n —1).
Dai,
S, (A%(GQ) — (6 — DA(G)) < 2m —é(n —1).
O

Os proximos trés resultados apresentam cotas para Aa2(A) e para A, (A4), que envolvem o nimero
de independéncia do grafo. Haemers [2021] explica sobre como o resultado presente no Teorema

[.3.10 foi obtido por Hoffman, mas nao publicado.
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Teorema 1.3.8. (Nikiforov [2006]) Seja G um grafo r-regular de ordem n e nimero de indepen-

déncia v(G), entao
2(n —1— )&
(G

A2 (A(G)) > =1+

Teorema 1.3.9. (Haemers [1980]) Seja G um grafo de ordem n com grau minimo 6 # 0 e nimero

de independéncia v(G), entao

Teorema 1.3.10. (Cvetkovi¢ et al. [2010]; Haemers [2021]) Se G é um grafo r-reqular de

ordem n com nimero de independéncia v(G), entao

Em seguida, sao apresentados alguns resultados diversos que também envolvem cotas para alguns

autovalores da matriz de adjacencia de um grafo.

Lema 1.3.11. (Csikvari [2022]) Seja G um grafo livre de tridngulos com n vértices. Entao,

M(A(G)
/\n(A(G)) < W

Teorema 1.3.12. (Tamara e Zoran [2013]) Seja G um grafo bipartido conexo r-regular com n

vértices. Entdao, A\2(A(G)) < g —r.

Corolario 1.3.13. (Tamara e Zoran [2013]) Seja G um grafo bipartido r-regular com n vértices.
Entao, M (A(G)) + M (A(G)) < g Além disso, M (A(G)) + A2(A(G)) = g se, e somente se, o

complemento bipartido de G € desconezo.

Teorema 1.3.14. (Ebrahimi B et al. [2008]) Se G é um grafo regular de ordem n, entdo
M(A(G)) + X2 (A(G)) < n—2. Além disso, M(A(G)) + A2(A(G)) = n — 2 se, e somente se, o

complemento de G possui uma componente que € um grafo bipartido.

Para finalizar, apresentamos um resultado sobre o espectro dos grafos linha.
Teorema 1.3.15. (Biggs [1974]) Sejam G um grafo com m arestas e N\i(A(l(G))), para todo
i€{l,...,m}, os autovalores da matriz de adjacéncia do grafo linha l(G). Entao \i(A(l(G)) > —2.
1.3.2 Matriz de Incidéncia, Laplaciana e Laplaciana sem sinal

A matriz de incidéncia de G, denotada por B = B(G) = [b;;], ¢ uma matriz de ordem n x m,

de modo que b;; = 1 se e; for uma aresta incidente em v; e b;; = 0 caso contrario. As matrizes
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Laplaciana e Laplaciana sem sinal de G s@o definidas por L = L(G) = D(G) — A(G) e Q = Q(G) =
A(G) + D(G), respectivamente.

Os dois primeiros Lemas, a seguir apresentados, sao classicos na literatura e envolvem a matriz
de incidéncia. Serao utiizados neste trabalho, principalmente em resultados que envolvem grafos

linha.

Lema 1.3.16. (Cvetkovi¢ et al. [2010]) Sejam G um grafo com m arestas e B(G) a matriz de
incidéncia de G. Entio, BT B = 21, + A(I(Q)).

Lema 1.3.17. (Cvetkovié et al. [2010]) Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Considere B

e D a matriz de incidéncia e a matriz de graus de G, respectivamente. Entio, BBT = D(G)+A(G).

As duas proximas proposigoes permitem caracterizar o grafo G, na primeira apenas pelo menor

autovalor da sua matriz Laplaciana sem sinal, e na segunda pela relagao entre Prq) e Pg(q)-

Proposicao 1.3.18. (Cvetkovié¢ et al. [1997]) O menor autovalor da matriz Laplaciana sem
sinal de um grafo conero € igual a 0 se e somente se o grafo € bipartido. Nesse caso 0 possui

multiplictdade algébrica igual a 1.

Proposicao 1.3.19. (Cvetkovié et al. [2007]) L(G) e Q(G) possuem o mesmo polindémio carac-

teristico se, e somente se, G € bipartido.
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Capitulo II Matriz A,

A ideia principal da TEG consiste em procurar e estudar propriedades intrinsecas de um grafo
através do espectro de diversas matrizes a ele associada. Como visto no Capitulo I, algumas dessas
matrizes provém de relagoes com outras, como a matriz Laplaciana e a Laplaciana sem sinal, sendo
esta introduzida por Cvetkovic [2005] e estudada extensivamente desde entao. Vale destacar que,
mesmo possuindo uma defini¢ao simples, o estudo sobre Q(G) revelou similaridades e diferengas
entre L(G) e A(G) como podemos ver em Lin et al. [2013] e Jahanbani e Sheikholeslami [2022].

Confluindo a esse raciocinio, Nikiforov [2017] propés o estudo da familia de matrizes A,(G)

definida pela combinagao linear convexa de A(G) e D(G), da seguinte forma:
An(G) :=aD(G)+ (1 — a)A(G), a€]0,1].

E imediato que A¢(G) = A(G), A1(G) = D(G) e 2A%(G) = Q(G). Desta forma, a familia de
matrizes A, (G) fundamenta também uma teoria unificada das matrizes A(G) e Q(G). Assim, A(G),
Q(G) e D(G) podem ser vistas sob um novo enfoque e continuam gerando situag¢oes e problemas
estudados por diversos pesquisadores. E importante destacar que a matriz A4 (G) é um subconjunto
das matrizes de adjacéncia generalizadas, referidas em van Dam e Haemers [2003] e da matriz de
adjacéncia universal definidas em Haemers e Omidi [2011].

Uma analise mais aprofundada sobre as cotas dos autovalores da referida matriz é abordada
neste capitulo. Neste contexto, conduz-se uma pesquisa bibliografica, explorando o estado da arte
relacionado a essa matriz. Além disso, é apresentada uma sintese de resultados significativos e

defini¢oes pertinentes associadas a ela.

I1.1 Conceitos Fundamentais

Nesta primeira segao sdo apresentados alguns resultados introdutérios sobre a matriz A,. Como
Aq(G) é uma matriz real e simétrica, a Proposigao II.1.1 decorre diretamento do principio de

Rayleigh.
Proposigao I1.1.1. (Nikiforov [2017]) Se a € [0,1] e G é um grafo de ordem n, entao

zT x zT x
A (Aq(G)) = max 2 Aa(G) An(Aq(G)) = min Aai(G)

II.1
T£0 xTx w40 Tz (IL.1)
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Além do mais, se x é um vetor unitdrio, entio \(Aq(G)) = 27 A (G)x se, e somente se, x € um
autovetor de \(Aa(G)), e A\n(Aa(G)) = 2T Ay (G)x se, e somente se, x € um autovetor \p,(Aa(G)).

O Lema II.1.2 mostra que, para grafos regulares, existe uma correspondéncia linear entre

Me(Aa(G)) e M (A(G)) para k =1,...,n e para todo « € [0, 1].
Lema II1.1.2. (Nikiforov [2017]) Sea € [0,1], k =1,...,n e G é um grafo r-regular de ordem n,
entao existe uma correspondéncia linear entre os autovalores de Ay (G) e A(G), da sequinte forma

Me(Aa(@)) = ar + (1 — a) M (A(GQ)) e M(Aa(G)) =7, Ya€0,1]. (I1.2)

O Proposigao I1.1.3 é uma adaptagdo do Teorema 1.1.6 para as matrizes A,.

Proposicao II.1.3. (Nikiforov [2017]) Sejam « € [0,1), G um grafo e x um autovetor nao
negativo associado a Ai(Aq(Q)).

(i) Se G é conexo, entao x € positivo e unico, a menos de multiplicagao por escalar positivo;

(ii) Se G é desconexo e P é o conjunto dos vértices com entradas positivas de x, entao o subgrafo

induzido por P é uma uniao de componentes H de G com A\ (Aq(H)) = M (Aa(G));

(1) Se G € conexo e p € um autovalor de Ay(G) com um autovetor nao negativo, entio p =

A1 (Aoc(G))7

(iv) Se G € conexo e H é um subgrafo proprio de G, entao A\i(Aa(H)) < M(Aa(G)).

I1.2 A,-espectro para algumas familias de grafos

Nesta se¢ao, apresentamos os espectros de algumas familias de grafos. Inicialmente, destacamos
os espectros exibidos por Nikiforov [2017], que sao empregados em alguns dos resultados desta tese.
Os A,-espectros que ele exibe incluem: do grafo completo (Proposigao 11.2.1), do grafo bipartido

completo (Proposigao 11.2.2) e do grafo estrela (Corolario 11.2.3).

Proposigao I1.2.1. (Nikiforov [2017]) Os autovalores de Ay(Ky) sao AM(Aa(Kyp)) =n—1 e
Me(Aa(Ky)) =an—1 para 2 < k <n.



37

Proposicao I1.2.2. (Nikiforov [2017]) Sejam a > b > 1. Se a € [0,1], os autovalores de

An(Kap) sao

M (Aa(Kap)) = 5 (aa+5) + v/a2(a + b + dab(1 — 2a))
Ain(Aa(Kap)) = 3 (aa+b) — v/a2(a + 5 + dab(1 — 2a))
Me(Aa(Kop)) = aa para 1 < k <'b,

Me(Aa(Kap)) = ab para b < k < a+b.

Corolario I1.2.3. (Nikiforov [2017]) Os autovalores de Ao (K1 pn—1)) s@o

an 4+ /a2n? +4(n—1)(1 — 2a)>

—Va?n2 +4(n—1)(1— 2a))

AM(Aa(K1p-1)) =

1
2
1
M(Aa(K1n-1)) = G

ara 1 < k <n.

’Bmf—\

)‘k(Aa(Kl,nfl))

Lin et al. [2018b| determinaram todos ou autovalores da matriz A, do grafo C'Ss,—s.

Proposicao I1.2.4. (Lin et al. [2018b]) O A,-espectro do grafo CSsp—s é€:

o(As(G)) Z{na _ 1(5—1)’ Sa(n—s—l)’

na+s—1—/(na+s—1)2—4sa(s — 1) + 4s(n — s)(1 — 2a)
2

na+5—1+\/(noz+s—1)2—45a(5—1)—|—45(n—s)(1—2a)}
2

)

Na Proposigao I1.2.5, Brondani et al. [2019] exibiram alguns autovalores do grafo firefly.

Proposigao I1.2.5. (Brondani et al. [2019]) Dados inteiros nao negativosr, s et, seja G = Fy .4

3o+ vbha? —8a+4 3o —vba? —8a+4

eac (0,1). Set> 2, entio 0; = 5 ely = 5 sao autovalores

de G, ambos com multiplicidade de no minimo t—1. Além disso, ser > 2 entdo a+1 € um autovalor

de G com multiplicidade de no minimo r — 1.

Seguindo a mesma notagao utilizada por Brondani et al. [2019], usamos nos proximos resultados
0, e 0, para representar as raizes do polinomio A\? — 3o\ + o + 2a — 1. Nos resultados a seguir, os

el
autores apresentam o espectro dos grafos da familia .7 ,,.
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Proposicao I1.2.6. (Brondani et al. [2019]) Seja G 2 Fg, 0. Ser>1ea € (0,1) entdo
PaayN) = —a— D" YN =3a+1)"(\2 — (2ar + a4+ 1)\ + (6a — 2)r)

Além disso, se x1 e xo denotam as raizes do fator de grau dois de PAQ(G)()\) entdo

—_

o <3da—-1<a+1<uzx, se()<a§§,

1
3a—1<xzy<a+1<u, se§<a<1.
Proposicao I1.2.7. (Brondani et al. [2019]) Seja G 2 Fo.2. Set>1 e a € (0,1) entio
Pac)(A) = (A =3aX +a® + 2a — 1) Th(N),

onde h(X) é um polindomio de grau 3 em \. Se x1, x2 e x3 sao as raizes de h(\) entdao xsz < O <

x2<91 <.

Proposicao 11.2.8. (Brondani et al. [2019]) Seja G = Fy,o. Ses>1,r>1ea € (0,1) entao
PacyN) =A—a) "A=3a+1)"(A—a—1)"""h(N),

onde h(X\) € um polindmio de grau 3 em \. Se x1, xo e x3 sao as raizes de h(\) entdo

1

r3<da—l<a<zy<a+l<z, se()<oz§§,

1 1

min{z3,3a — 1} < max{zs3,3a — 1} <a<zy<a+1<uz, se g <a<g,
1

r3<a<da—1l<zs<a+l<z, se§§a<1.

Proposicao I1.2.9. (Brondani et al. [2019]) Seja G = Fs0:2. Ses > 1,t>1ea € (0,1)
entao

PacyA) = (A=) 1 (A = 3ar + a+2a — 1) h(N),

onde h(\) é um polinomio de grau 4 em \. Além disso h(\) possui quatro raizes distintas 1,2, X3

e T4, tais que T4 < o < 13 < a < 19 < 01 < 271

Proposicao 11.2.10. (Brondani et al. [2019]) Seja G = Fy,;. Ser >1,t>1ea € (0,1)
entao

PacyN) =A=3a+1)"(A—a—1)""1 A =3aXr+a+20—1)"""h(N),

1Como ja definido anteriormente, esse grafo recebe o nome de grafo friendship e é um caso particular da familia
de grafos de Dutch windmill.
2Q0bserve que Fo0,+ € Fs 0+ sdo arvores starlike.
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onde h(X\) € um polindmio de grau 4 em \. Se x1,x2,x3 € x4 SGo raizes de h(N), entao

. 1
x4 < 03 < min{zs,3a — 1} < max{z3,3a -1} <O <zxa < a+1< 1, seO<0z<§,

1
Tp< b <3a—1<ay3<bh <axo<a+l<uz, se§<a<1.

Proposicao II.2.11. (Brondani et al. [2019]) Seja G = Fg,y. Ses > 1, r>1,t>1ce

a € (0,1) entao
PicyN) =A—a) ' A=3a+1)"(A—a—1)""" (A =3ar+ a+2a— 1) h(N),
onde h(X) € polindmio de grau 5 em A, cujas raizzes sao x1,Ta, T3, T4 € Ts tais que
x5 < Oy < x4 < min{e,3a — 1} < max{a,3a—1} <z3< b <zy<a+1<uz.

Além desse espectros, Brondani et al. [2022] exibiram alguns autovalores da matriz A, para as

familias de grafos K, H! e KK.
Teorema I1.2.12. (Brondani et al. [2022]) Se o € [0,1) entdo
PyxnN) = (A —ap+ 1P 2(A = )" f(N),
onde f(N) € um polinémio de grau 3 em \. Se x1, x2 e x3 sao raizes de f(\) entdo

1
r3<ap—1<a<zy <z, se Ogagﬁ

<a<l
1a

r3<a<ap—1<z <z, se

E, como consequéncia do teorema anterior, Brondani et al. [2022] exibem uma cota para Az (A4 (K})).

Corolario I1.2.13. (Brondani et al. [2022]) Se a € [0,1), entdo
max{a,ap — 1} < Ap(An(K}])) <p—1.
Teorema I1.2.14. (Brondani et al. [2022]) Se « € [0,1), entdo
Py (V) = (A —an+ 1) 722X —an)' 7' (A = an — 200+ 2)" Ay (A)ha(N),

onde h1(A) = A2 — (an+n— 1A+ an?—an— (1 —a)l e ha(\) = A2 — (an+n+2a—3)A+n(an —
D+ (a=1D[2a—1)l+n-2].
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Teorema 11.2.15. (Brondani et al. [2022]) Seja « € [0,1). Entao

Py xxy(N) = (A —an+ 1> (N —an—a+ 1) g(N)

onde

gA) =X —[@n+ L+ Da+2n — 4N + {[(n+2)l +n(n+ ] a® + (2n = 3)2n+ 1+ Da+ (n —3)* — (1 — 3)} A?
— {2nla3+2 [12+n(n—1)(n+l+1) —1] o’ + [—312+(n2 — 2n)0 + 2n° —7n2+2n+3] a—1"+(2n—3) +2n°
—6n+4} A +21(n° —n+ 1)’ + {2n— 7)1 + (n — Dn[(n — 3)l +n* = 1]} ® + [(7 — 3n)I® + (n — 2)(n — 1)!

—2n+1)(n—1*a+(n-2)%—(n—2)(n— 1)+ (n—1)°

1
Corolario I1.2.16. (Brondani et al. [2022]) Se a € <2, 1> ent@o Aon(Ao(KKL)) = an — 1.

A seguir, sao fornecidos os espectros de duas familias de grafos, os quais foram determinados
no ambito deste trabalho. Apesar de terem sido previamente apresentados por outros autores,
optamos por abordéa-los de maneira distinta. Na Proposicao 11.2.17, apresentamos o espectro de um
tipo especifico de grafo dupla pipa além dos autovetores correspondentes. Ja na Proposicao 11.2.18,

desceveremos o espectro de um grafo bipartido de ordem 2n e (n — 1)-regular.

Proposicao I1.2.17. Seja e; o i-ésimo vetor da base canoénica de R™. O espectro de A, (DK (n,0))
€:

o(Aa (DK (n,0))) = {Tl Yo Y5 Ty 0o 1(2n_4)}’

2727272

tal que

lena—l—n—l—\/(na+n—1)2—4(a—1)

ngna+n—1+\/(na+n—1)2—4(a—1)

Ts=n(a+1)+2a—-3—+/(na—n)2+ (2na+1)2n—3) —4a(n2 —an+1) —2) e

Ti=n(a+1)+2a—3—+/(na—n)2+ 2na+1)(2n —3) —4a(n? —a(n+1) — 2).

Além disso os autovetores sao:
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1 1a—|—n—2_ Ty at+n—2 Ty 1 .

Y a-1 20@—1) a-—1 2(a — 1) 2~ ’
n—1 n—1

1 ”717a—|—n—2_ To ’a—l—n—2_ To 1),

a—1 20 —1)" a-1 2(a—1)

n—1 n—1

] —a—n+2 T3 a+n—2 T3 1 1

— " a-1 2@—1) a-—1 2 — 1)~
n—1 n—1

] 1—a—n+2 Ty a+n—2 Ty 1 1

— a-1 20@—1) a-—1 2 — 1)~
n—1 n—1

e;—ey, Vi, 1<i<n-—1e

ej —enta, Vi, n+3<j<2n.

Demonstragao. Utilizando uma rotulagdo conveniente para os vértices de DK (n,0) podemos re-

presentar A, (DK (n,0)) da seguinte maneira:

o B s aenay Oeena 1 Omexeey
T | | |
A, (DK (n,0)) = ,(,1,_,?):](,%1){1,:,,,,,n?‘,,,,L,,,},_,a,,,,l,,,o,li(?ill,,,
 O%opa i tme 0 ma (oM
| | |
L O ke 0 Oy (=) Iy By |

onde Byp = Byy sao de ordem (n — 1) x (n — 1) definidas por:

(n—1)-a , se i=j
bij = ;
11—« , caso contréario.

Tomando uma partigdo equilibrada do conjunto de vértices de DK (n,0), obtemos a matriz

quociente de A, (DK (n,0)) com relacao a essa partigao dada por

a+(n—-2) 1l—-a 0 0

A l-a)(n—1) na 1l-a« 0
0 l-a na (1-a)(n-1)
I 0 0 1-a a+(n-—2).

Calculando os autovalores de M, obtemos:

;(na+n—1—\/(na+n—1)2—4(a—1)>7
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;(na—l—n—l—i—\/(na+n—1)2—4(a—1)>v

é(n(a+1)+2a—3—\/(na—n)2+(2na—|—1)(2n—3)—4a(n2—a(n+1)—2)> e

%(n(a+1)+2a737\/(nafn)2+(2na+1)(2n73)f4a(n270z(n+1)72)).

Pelo Teorema 1.1.7, estes também sao autovalores de A, (DK (n,0)).

Tomemos os vetores e; —er, Vi, 1 <1< n—-1ee —enr2, Vi, n+3 <5 < 2n. E
facil ver que e; — e e e; — ep12 s@o autovetores de A, (DK (n,0)) associados ao autovalor na — 1.
Portanto na — 1 é autovalor com multiplicidade algébrica no minimo 2n — 4. Vale ressaltar que
a multiplicidade de cada autovalor obtido através da matriz M ¢é igual a 1, o que implica que a
multiplicidade do autovalor (na — 1) é igual a 2n — 4. Os outros quatro autovetores foram obtidos

com o auxilio do Python e assim concluimos o resultado. O

Proposicao 11.2.18. Seja G um grafo bipartido de ordem 2n e (n — 1)-reqular com A, (G) = Aq.
Entao
o (Aa(Q)) = {(n —1)@a-1),n—1,a(n—2)+10D an— 1<"*1>} . (11.3)

Demonstragao. Seja G um grafo bipartido de ordem 2n e (n — 1)-regular. Sabemos que a matriz

de adjacéncia do grafo K, , ¢ dada por

Como G é (n — 1)-regular, a menos de rotulagdo, a matriz de adjacéncia de G pode ser obtida por

A(G) = A(Kp,n) — May, onde Moy, = [m;;] ortogonal, tal que

1, se i+75=2n+1

mij =
0, caso contrario
E facil ver que os vetores 1a, e va, = (1,...,1,—1,...,—1) sdo autovetores de A(K,, ) associados
~———

aos autovalores n e —n respectivamente. A?ém disso, 7clomo G ¢ bipartido, seus autovalores aparecem
aos pares, ou seja, se A é autovalor, —A também é. Podemos observar que Mo, - 19, = 1- 19, € que
My, - vo,, = —1 - v9,. Logo 1 e —1 sao autovalores de Mo,,.

Como M é ortogonal com suas linhas e suas colunas formadas por vetores ortogonais, conclui-se
que seu posto é 2n. Seja B = {la,,v2,v3,...,v2,} uma base ortogonal de autovetores de M. E
importante observar que {vg,...,v2,—1} € ker (A(K,, )), uma vez que A(K,, ) possui posto igual

a 2.
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A partir das Equagoes (I1.2) podemos concluir o espectro de A,(G). Assim, para k = 1,
temos A\ (Aa(G)) = a(n — 1)+ (1 —a)(n —1) = n—1. Para k = 2n, temos A\op(Aa(G)) =
an—1)4+ (1 —-a)(-n+1) = (n—1)2a —1). Para 2 < k < 2n — 1, temos dois casos a
considerar, pois dependem apenas do autovalor de M. Se o autovalor de M for 1, temos A\ (A4 (G)) =
an—1)+ (1 —-a)l = a(n—2)+ 1, com multiplicidade n — 1. Por outro lado, se o autovalor de M
for —1, temos A\t (An(G)) = a(n —1) 4+ (1 — a)(—1) = an — 1, com multiplicidade n — 1. O

Além destes resultados, vale destacar que Basunia et al. [2021] e Li e Wang [2019b] exibiram o

espectro de alguns grafos obtidos através de operacgoes, diferentes das referidas nesta tese.

I1.3 Polindmio Caracteristico

Nikiforov et al. [2017] apresentaram o polindémio caracteristico das arvores de Bethe generaliza-
das® e para isso eles precisaram introduzir algumas definicoes e notacées especificas. Seja By, uma
arvore de Bethe generalizada com k niveis e seja ng_;11 o ntimero de vértices do nivel j e dy_j1

seus graus para j € {1,...,k}. Em particular d; = 1 e ny = 1. Além disso, para j € {1,...,k—1},
s
seja m; = —2—. Entdo, para j € {1,...,k — 2} temos que n; = (dj+1 — 1)n;41 e, em particular,
nj+1
Ng—1 = dp = Mg_1.

Os polinémios Py(N), ..., Px()) sdo definidos por:

PN =1, P(\)=\—a,

Pi(A) = (A= adj)Pj1(A) — (1 — a)®m;j_1 Pj_5())
para j € {2,...,k}.
Teorema I1.3.1. (Nikiforov et al. [2017]) O polinémio caracteristico Py, (p,)(\) satisfaz
k-1
Paoion () = B [ O™+, (11.4)

=1

Em seu artigo, Liu e Liu [2018] calcularam os quatro primeiros coeficientes do polinémio carac-

teristico da matriz A, de G, onde tg representa o nimero de tridngulos de G.

Teorema I1.3.2. (Liu e Liu [2018]) Seja G um grafo com n vértices, m arestas e seja (di,da, ..., dy)

3Uma arvore de Bethe generalizada é uma arvore enraizada na qual os vértices do mesmo nivel tém o mesmo grau.
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sua sequéncia de graus. Suponha que Py (q)(A\) = Z caj(G))\”_j. Entao,
J

ca0(G) =1, ¢a1(G) = —2am, caa(G) = 20°m? — (1 — a)*m — %042 Zd%,

1

ca3(G) = -3 (6(1 —a)’tg — 6a(l —a)?*m? + 3a(l —a)? de +a? <4m3 - 3mz d? + de)) .

Em Tahir e Zhang [2018] é apresentada uma relagao entre o polindémio caracteristico de A,(G)

e o polindomio caracteristico de A,(G) para qualquer grafo. Sendo assim, como definido em Cui e

Tian [2012] e Hahn e Sabidussi [1997], considerando I'y;(x) = 17 (zI,, — M)~'1,,, temos o seguinte:

Teorema I1.3.3. (Tahir e Zhang [2018]) Para qualquer grafo G com n vértices, o PA&@)(/\) é
igual a

PAQ@)()\) = (=1)"Py c)(na =1 =21+ (1 —-a)l'y, (g (na—1-21)). (I1.5)
Em particular, a Proposigao I1.3.4 apresenta essa relagao para grafos regulares.
Proposicao I1.3.4. (Tahir e Zhang [2018]) Seja G um grafo r-regular com n vértices. Entao

nAFr+1—mn
aPAa(G)(”O‘_l_)‘)'

ProieyW ="

Se 7, A2(Aa(Q)), ..., M (Aa(G)) sdo os autovalores de An(G), entdo os autovalores de Ay(G) sio
n—r—1nae—1—X(Au(G)),...,na—1— X\, (A.(Q)).

No proximo resultado, Tahir e Zhang [2018] exibem o polinémio caracteristico de um grafo que

é obtido a partir da uniao e do join de trés grafos regulares.

Teorema I1.3.5. (Tahir e Zhang [2018]) Seja G; um grafo k;-regular com n; vértices, para
i =1,2,3. Entio Py, q)(A) do grafo G = G1V (G2UG3) é

Payc) (A —ang —ang) Py (c,) (A — ani) Pa, c5) (A — ana)
(A — k1 —ang —ang)(A — ks — any) (A — k3 — any) ’

Pa @A) =

onde f(A\) = (A — k1 — ang — ans) (A — ky — an1) (A — ks — any) + (A — kg — any) (1 — a)? nins.

Finalmente, no Lema I1.3.6, Chen et al. [2019] obtém o polindémio caracteristico da matriz A,
relativo ao grafo G = G1u : vGa, obtido de dois grafos disjuntos G1 e G2 pela unido por uma aresta

do vértice u € V(G1) com o vértice v € V(Ga).

Lema I1.3.6. (Chen et al. [2019]) Seja G = Giu : vGa, entdo

Paa@N) = Paac) N Panc) (V) = @ (Pay61) N Paa2), (V) + Paa@u (N Paa(az (V)
+ (20 = )Py (G1), (AN Pa @)y (V-
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II.4 Cotas para autovalores da matrix A,

A busca e a anélise de cotas para os autovalores de matrizes associadas a grafos constitui um
campo extensivamente estudado por pesquisadores. Nesta se¢do, realizamos uma revisao bibliogré-
fica para compilar e organizar cronologicamente diversas dessas cotas, visando melhor estruturar
esta tese e facilitar futuras pesquisas. As demonstragoes desses resultados sao omitidas, pois podem
ser encontradas nas referéncias mencionadas. No entanto, alguns comentérios sobre as técnicas uti-
lizadas em algumas demonstragoes sao fornecidos, reservando esses comentarios apenas para aquelas
cotas que sao utilizadas nas comparagoes do Capitulo IV.

Iniciamos este levantamento com as cotas propostas por Nikiforov [2017], afinal elas foram as
primeiras presentes na literatura relativas & matriz A,. Segundo o autor, “ndo é um exagero dizer

que as cotas baseadas nos graus sao as mais utilizadas na Teoria Espetral dos Grafos.”

Proposicao II.4.1. (Nikiforov [2017]) Seja G um grafo com n vértices e graus di > ... > d,.
Se k€ {1,...,n}, entio \y(Aa(G)) < dix. Em particular, A\1(Aa(G)) < A.

Lema I1.4.2. (Nikiforov [2017]) Seja G um grafo de ordem n com grau minimo 6. Entao,
M(Aa(G)) < ad. Sea€]0,1), entao \(Aa(G)) < ad.

Além disso, utilizando o Teorema 1.1.8 se obtém a proposigao abaixo que fornece cotas inferior

e superior para qualquer autovalor.

Proposicao I1.4.3. (Nikiforov [2017]) Se a € [0,1] e G um grafo, entao

ad + (1 = a)Ae(A(G)) < A(Aa(G)) < @A + (1 — a)Ar(A(G)),

paa todo 1 < k < n.

A cota inferior apresentada na Proposicao 11.4.4 generaliza um resultado de Lovasz e é, segundo

o autor, uma cota mais justa do que as anteriores. Esta cota foi obtida utilizando o Teorema I1.1.3.

Proposicao I1.4.4. (Nikiforov [2017]) Se G é um grafo com grau mdzimo A, entdo

M(Aa(G)) > (a(A +1)+/a2(A+ 1) +4A(1 — 2a)) . (11.6)

N | =

Se a€[0,1) e G € conexo, a igualdade ocorre se e somente se G = K a.

1
Corolario I1.4.5. (Nikiforov [2017]) Seja G grafo com grau mdzximo A. Se a € [0, 2} , entao

M(AQ(G) > a(A+1). Sea e [;7 1), entio M\ (Aa(G)) > alA + M.

Na sequéncia, sao apresentadas varias outras cotas que Nikiforov estabeleceu para o maior

autovalor, A\1(A4(G)).
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Proposicao I1.4.6. (Nikiforov [2017]) Seja G um grafo com grau mdzimo A, matriz de adja-
céncia A(G). As sequintes desigualdades ocorrem para A\ (Aq(G)):

M(4a(@) 2 M(A(G)), (IL.7)
A(Aa(G)) < oA + (1 - a)M(A(G)) (IL8)

Se a igualdade em (I1.7) ocorre, entao G possui uma componente A\1(A(G))-reqular. A igualdade

em (I1.8) ocorre se e somente se G possui uma componente A-regular.

Corolario I1.4.7. (Nikiforov [2017]) Seja G um grafo com Ay(G) = An. Se G possui n vértices

e m arestas, entao

1 2m
M(Aa) > | = Yo W) e M(dd) = —.
ueV(G)

A igualdade ocorre na seqgunda desigualdade se e somente se G € regular. Se o > 0, a igualdade

ocorre na primetra desiguladade se e somente se G € regular.

Proposigao I1.4.8. (Nikiforov [2017]) Se G é um grafo sem vértices isolados, entdo

AM(Aa(G)) < viren‘?()é) {ad; + (1 — a)m;} (I1.9)
M (A (G)) > viIenVi?G) {ad; + (1 — a)m;}. (I1.10)

1 .
Se o € <, 1] e G € conexo, as igualdades ocorrem se e somente se G € regular.

O Teorema I1.4.9 foi originalmente apresentado por Nikiforov sem os grafos extremais. Nos rees-
crevemos o referido teorema apresentando os grafos extremais. Esta versao revisada foi submetida a
revista Special Matrices. Para a obtengao desta cota, foi utilizada basicamete a expressao da matriz

AZ2(@G).

Teorema I1.4.9. (Nikiforov [2017]) Sejam G um grafo com n vértices e a € [0,1]. Entao,

min \/ode(vi) +(1—a) Y dv) p < M(Au(@)) < max \/adQ(vi) +(1-a) Y d)

(IL.11)

Além disso, as igualdades ocorrem se e somente se G € regular.

No mesmo ano, Nikiforov et al. [2017] obtiveram cotas para o maior autovalor da matriz A,
de algumas familias de grafos. Iniciamos pelo Teorema I1.4.10 que exibe uma cota superior para

M (Aa(T)), onde T é uma arvore de ordem n.
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Teorema I1.4.10. (Nikiforov et al. [2017]) Se T uma drvore de ordem n e o € [0, 1], entdo

M (Ao(T)) < an + y/a2n? + ;l(n —-1)(1 - 204)‘ (IL12)

A igualdade ocorre se e somente se T = Ky 1.

Além disso, no Teorema I1.4.11 é obtido que P, possui o menor raio espectral dentre todos os

grafos conexos de ordem n, e uma cota superior para este valor esta presente na Proposicao 11.4.12.

Teorema I1.4.11. (Nikiforov et al. [2017]) Se G € um grafo conexo de ordem n e a € [0,1],
entao A\ (Aq(G)) > M(Aa(Pp)). A igualdade ocorre se e somente se G = P,,.

Proposicao I1.4.12. (Nikiforov et al. [2017]) O maior autovalor de Ay (P,) satisfaz

1
2a+2(1a)cos( 7r1>, se 0§a<§;

M (Aa(P)) < n+

2a+2(1—a)cos<z>, se <a<l.
n

1

2
. 1

A igualdade ocorre se e somente se a« =0, o = 5 ova= 1.

Finalizando, nos proximos resultados, Nikiforov et al. [2017] exibem cotas superiores e inferiores
para A1 (Aq(G)) que utilizam os autovalores da matriz Laplaciana sem sinal (Q(G)) e da matriz de

adjacéncia (A(Q)).

Proposicao I1.4.13. (Nikiforov et al. [2017]) Sejam G um grafo com grau mdzimo A e «a €
[0,1].

(i) Se a € [O, ﬂ, entao
M (Aa(GQ)) < aM(Q(G)) + (1 —2a) A1 (A(GQ)). (I1.13)
Se G € conexo e nao reqular, a igualdade em (I1.13) ocorre se e somente se a« =0 ou a = %
iy 1 N
(ii) Se a € [2,1}, entdo
AM(AL(GQ) < (1 —a)M(Q(G)) + (2a — 1)A. (I1.14)

1
Se G € conezo e irregular, a igualdade em (I11.14) ocorre se e somente se a = g ouo= 1.
Proposigao I1.4.14. (Nikiforov et al. [2017]) Seja G um grafo com grau mdzimo A e « € [0, 1].

(i) Se a € [0, ;}, entao

A (Aa(G))

v

(1 - )M(Q(G)) + (2a — 1)A. (I1.15)
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Se G € conexo e irreqular, a igualdade em (11.15) ocorre se e somente se o = %
. 1 .
(ii) Se a € [2,1}, entdo
M (Ao (G)) > aM(Q(G)) + (1 — 2a) M1 (A(G)). (I1.16)

Se G € conexo e nao reqular, a igualdade em (I11.16) ocorre se e somente se o = 3

Chen et al. [2019] obtiveram cotas superiores e inferiores para A2(Ay(G)). Inicialmente, eles
mostram no Teorema I1.4.15 uma cota superior para o referido autovalor em termos do ntimero de

vértices (n) e do pardmetro a.

Teorema I1.4.15. (Chen et al. [2019]) Sejam G um grafo de ordem n e grau mdzimo A < n—1.
1
Se a € <2, 1), entao Ao(Aq(G)) < (n — 2)a. Se a igualdade ocorre, entao o complemento de G

tem no minimo uma componente isomorfa a K.

Prosseguindo, no Teorema I1.4.16, Chen et al. [2019] apresentam uma cota inferior para A2 (A4 (G))

que utiliza apenas o grau maximo, o segundo maior grau de G (Ag) e o parametro .

Teorema I1.4.16. (Chen et al. [2019]) Seja G um grafo conexo de ordem n e A < n — 1. Se

a € [0,1), entdo

A+ Ag) — /a2(A — A2)2 +4(1 — )2
2

Ao(Aa(Q)) > (IL.17)

1
Corolario I1.4.17. (Chen et al. [2019]) Seja G um grafo conexo de ordem n. Se a € [2, 1),

1
entao A2(Aq(G)) > a(Ag — 1). Se a igualdade ocorre, entio A = Ag e o = 7

1
Teorema I1.4.18. (Chen et al. [2019]) Seja G um grafo conexo de ordemn > 4. Se a € (2, 1),
entdo Aa(Aa(G)) > Ao(Aa(K1n-1)). A igualdade ocorre se e somente se G = Ky 5,_1.

Zhang e Zhu [2019] apresentaram cotas para o segundo maior autovalor da matriz A,.

Proposicao I1.4.19. (Zhang e Zhu [2019]) Seja G um grafo com n vértices. Se G 2 K,,, entdo
A2 (An(G)) > 0.

Proposicao I1.4.20. (Zhang e Zhu [2019]) Seja G um grafo nao isomorfo a K,, com m arestas

e numero de clique w. Entdo

szn:d? + (1 —a)*m
Xo(Aq(@)) < — = (11.18)

w—1

Como Coroléario imediato da Proposicao I11.4.20 propomos o seguinte corolario.
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Corolario 11.4.21. Seja G um grafo nao isomorfo a K, com m arestas e numero de clique w.

Entao

No(An(G)) < a?(2mn —n(n —1)5 +2m(6 — 1)) + 2m(1 — «)?

< o= 1) (I.19)

Demonstra¢do. A demonstracio segue imediatamente da Proposicao 11.4.20 e do Teorema 1.2.2. [

Note que dessa forma é possivel obter uma cota superior para A2(A,(G)) usando apenas o
nimero de vértices, o nimero de arestas, o grau minimo e o namero de clique.

O Teorema I1.4.22 foi proposto por Huang et al. [2020] e apresenta uma cota superior para
A (Aq(G)) em termos do nimero de vértices, do nimero de arestas e dos graus maximo e minimo
de G. Para obter esta cota, os autores utilizaram a espressdo da matriz A2(G) juntamente com o

Lema 1.3.6.

Teorema 11.4.22. (Huang et al. [2020]) Seja G um grafo de ordem n e tamanho m. Suponha

que o grau mdzimo e o grau minimo de G sejam A e ¢, respectivamente. Se a € [0, 1), entao

(1-a)(0—1)++/(1—-a)2(6 —1)2 +4(aA2+ (1 — a)(2m — (n — 1)6))
2

M(Aa(G)) < (11.20)

A igualdade ocorre se e somente se as sequintes afirmagoes ocorrem:

(1) para o =0, G é uma uniao disjunta de um grafo 6-reqular e um birreqular de ordem A +1 e

graus § ou A.

(2) para 0 < a < 1, G € um grafo A-regqular se G é conexo, e G é a uniao de um grafo completo

de ordem A + 1 e um grafo é-regular se G € desconezo.

Os proximos resultados, que foram propostos por Liu et al. [2020b], apresentam cotas superiores
para o menor autovalor, \,(A.(G)), em termos do nimero de vértices, dos graus dos vértices, do

didmetro de GG, da cintura de G e do parametro .

Proposicao I1.4.23. (Liu et al. [2020b]) Seja G um grafo de ordem n, com sequéncia de graus
d(G) = (d1 = A,ds,...,dy—1,d, = 0). Entao temos as sequintes afirmagoes:

. ald; +dj) — \/a2(d; — dj)? + 4(1 — a)?
(a) \(Aa(G)) < min { 5 },

viv; EE(G)

a(§+A) —/a2(A —0)2 +4(1 — a)?
2

03+ —1) ~ /a1 0P A0 )
2

Teorema II.4.24. (Liu et al. [2020b]) Seja G um grafo conexo de ordem n > 2 e didgmetro
diam(QG). Entao,

(b) An(Aa(G))

IN

sed >0,

(c) Mn(Aa(G)) ed >0

IN

a(3n + diam(G) — 3) — 2diam/(G)
diam(G) + 1

An(Aa(G)) < (I1.21)
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. 1
com a igualdade ocorrendo se e somente se G = K, coma =0 ou G = P, com a = 3

Teorema I1.4.25. (Liu et al. [2020b]) Seja G um grafo de ordemn em # 0. Entao, A, (Aa(G)) <
na — 1, com a igualdade ocorrendo se e somente se G = K, com a > 0 ou cada componente de G

€ um grafo completo com a = 0.
Teorema 11.4.26. (Liu et al. [2020b]) Seja G um grafo conexo de ordem n e cintura g. Entao,

(a) Se g > 6 € par, entao

—2
M(An(G)) < YBIFM =29 (11.22)
g
com a igualdade ocorrendo se e somente se G = Cy,, onde n € par.
(b) Se g >5 ¢é impar, entdo
—4)—2(g—2
An(Aa(G)) < At 30— ) =200 = 2) (11.23)

g

com a igualdade ocorrendo se e somente se G = Cy, onde n € impar, com o = 1 ou G €

isomorfo ao grafo de Petersen* com o = 1.

Proposicao I1.4.27. (Liu et al. [2020b]) Suponha G um grafo conexo com cintura igual a 4.

Entio A(Aa(G)) < W;“)O‘ _9

Wang et al. [2020] propuseram uma cota superior para o maior autovalor da matrix A, utilizando
apenas os graus dos vértices, como podemos ver no Teorema 11.4.28. A demonstragao deste teorema

utiliza a Proposigao I1.1.3 e a defini¢do de autovalor e autovetor.

Teorema 11.4.28. (Wang et al. [2020]) Para qualquer grafo G e « € [0,1). Entao,

M (Aa(C)) < max { a(d(u) + d(v) + /o2(d(u) -; d(0))2 + 4(1 — 2a)d(w)d(v) } | (11.24)

Se G € conexo, a igualdade ocorre se e somente se G € reqular ou bipartido semirreqular.

Alem disso, Wang et al. [2020] propuseram uma cota inferior para o menor autovalor da matriz

A, quando G é um grafo bipartido.

Teorema 11.4.29. (Wang et al. [2020]) Seja G um grafo bipartido sem vértices isolados e o €
[0,1). Entao,

5 (11.25)

M(An(@)) > min { a(d(u) + d(v)) — /a2(d(u) + d(0))2 + 4(1 — 2a)d(u)d(v) } |

10 grafo de Petersen é um grafo nao direcionado composto por 10 vértices e 15 arestas. Recebe esse nome em
homenagem ao matematico Julius Petersen, que o descreveu em 1898. Esse grafo possui a peculiaridade de possuir
ciclos de comprimento 5 e é composto por pentigonos regulares menores que sao inseridos em cada aresta de um
pentagono maior. Cada vértice estd conectado a exatamente trés outros vértices.
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1 . .
Se G € conexo e o # > a igualdade ocorre se e somente se G € regular ou semirreqular.

Liu et al. [2020a] apresentaram uma cota superior (Teorema I1.4.30) e duas cotas inferiores

(Teoremas 11.4.31 e 11.4.32) para A\;(Aq(G)).

Teorema I11.4.30. (Liu et al. [2020a]) Seja G um grafo de ordem n. Entao, A\p(An(G)) <
adp + (1 —a)(n—k),Vk, tal que 1 < k <mn. Se a igualdade ocorre e o € (0,1), entdo G possui um

subgrafo induzido H = K, 11 tal que dg(v;) = para todo v; € V(H).

Teorema I1.4.31. (Liu et al. [2020a]) Seja G um grafo. Entio \,(Ax(G)) > adp — (1 —

kEl|k
a) [2-‘ {2J,Vk, tal que 1 < k < n. Se a igualdade ocorre e o € (0,1), entdo G possui um
subgrafo induzido H = K[k L tal que dg(v;) = A para todo v; € V(H).
2| 2]

Teorema 11.4.32. (Liu et al. [2020a]) Seja G um grafo cujo nimero de clique é w. Entao,
Me(Aa(GQ)) > a(dy +1) =1, onde 1 <k <w ed, =min{dg(v;) : v; € V(Ky,)}.

Apos esses trés Teoremas, Liu et al. [2020a| apresentam cotas superiores para A1 (A, (G)) em
termos da ordem, do tamanho, do grau maximo (A), do grau minimo (6) e de outras propriedades
topolégicas do grafo, além de caracterizar os respectivos grafos extremais. Para obterem a cota do
Teorema I1.4.33, os autores dividiram a demosntraciao em dois casos: para o = 0 e para o # 0. Para
o primeiro caso, utilizaram uma cota ja existente para matriz de adjacéncia obtendo diretamente o

resultado. Para o segundo caso, utilizaram a defini¢ao de autovalor e autovetor.

Teorema I1.4.33. (Liu et al. [2020a]) Seja G um grafo conezo tal que o € [0, 1). Entao,

A(Aa(G)) € max {ad<vz~>+¢a2d2<w; +4<1—a>d<vz~>mi} (11.26)

viEV(G’)

com a igualdade ocorrendo se e somente se G é um grafo regular ou G é um grafo semirregular

bipartido com o = 0.
Para a cota do Corolério 11.4.34, os autores utilizaram basicamente o Teorema 11.4.33.

Corolario 1I1.4.34. (Liu et al. [2020a]) Seja G um grafo de ordem n com m arrestas, grau

mdzimo A, grau minimo § e o € [0,1). Entao,

_ oA+ Va2AZ +4(1—a)2m — (n—1)6 + (0 — DA).

AM(AL(Q)) < 5 (I1.27)

A iguladade ocorre se e somente se G € regular ou um grafo estrela com o = 0.

Como A <n — 1, a partir do Corolario 11.4.34, foi obtido, diretamente, o seguinte resultado
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Corolario 11.4.35. (Liu et al. [2020a]) Seja G um grafo conexo de ordem n com m arestas e

a € [0,1). Entao,

a(n—1)++/a2(n—1)2+4(1 —a)(2m —n + 1)'

M (4a(G)) < ;

(11.28)

A igualdade ocorre se e somente se G € um grafo completo ou um grafo estrela com o = 0.

No Teorema 11.4.36, Liu et al. [2020a] melhoram o resultado da Proposicao 11.4.8 apresentada
por Nikiforov [2017].

Teorema I1.4.36. (Liu et al. [2020a]) Seja G um grafo. Entao,

AM(A(G)) € max

11.29
T v EE(G) ( )

{Oé(dk +dp) + /a2 (dy — di)® + 401 — a)®mpmy }
5 .

Além disso, se G € regular, entdo G satisfaz a igualdade

Adaptando a técnica de demonstragao de um resultado sobre uma cota para o maior autovalor da

matriz Laplaciana sem sinal, Liu et al. [2020a| obtiveram no Teorema I1.4.37 o resultado apresentado.

Teorema I1.4.37. (Liu et al. [2020a]) Seja G um grafo conexo de ordem n. Entao,

M(Aa(@)) < max {adi+(1—a) dimi}. (I1.30)

’UiEV(G)
Além disso, se G € reqular entao a iqualdade € satisfeita.

Guo e Zhou [2020] apresentam uma cota superior para A1 (A4, ). Essa cota foi obtida diretamente

do Teorema 2.1, presente em Duan e Zhou [2013], sobre matrizes nao negativas.

Proposicao 11.4.38. (Guo e Zhou [2020]) Seja G um grafo de ordem n > 2 cuja sequencia de

graus é ordenada da seguinte forma A =dy > dy > ... > d,. Entao para a € [0,1) e 1<1<n,

-1
di+od—(1—a)+ |(d—ad+1—a)?+4(1—a)) (d—dy)
=1

A1 (Aa(G)) <

< 5 (11.31)

Se G € conexo a igualdade ocorre se e somente se G é reqular ou G é um grafo com di = ... =

di-y=n—1>dy=...=d,, para algum t € {2,...,1}.

A proxima cota, proposta por Guo e Zhou [2020], é uma cota superior para o maior autovalor
de arvores ou grafos uniciclicos. Este resultado é uma extensao do Teorema 1 obtido por Nikiforov

et al. [2017], sendo assim optamos por apresentar apenas este tultimo pois é o mais geral.
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Teorema I1.4.39. (Nikiforov et al. [2017]; Guo e Zhou [2020]) Seja G uma drvore ou um
grafo uniciclico com grau mdzimo A > 2 e a € [0,1], entao A\ (Aa(G)) < aA +2(1 — a)vVA —1,

com a igualdade ocorrendo para o € [0,1) se e somente se G € um ciclo.

Seguindo com os resultados obtidas por Guo e Zhou [2020], os trés proximos Teoremas sdo cotas
superiores para Aj(A4,) em termos do didmetro do grafo, da ordem do grafo, do grau maximo, do

grau minimo e do grau médio do grafo (d).

Teorema 11.4.40. (Guo e Zhou [2020]) Seja G um grafo conexo e irreqular com n vértices, grau

mdzimo A e diagmetro diam(G). Para o € [0,1), temos

2(1 - «)
(2diam(G) — a)n’

M(Aa(G) < A — (I11.32)

Teorema 11.4.41. (Guo e Zhou [2020]) Seja G um grafo conexo e irreqular com n vértices, grau

mdzimo A, grau minimo §, didmetro diam(G) e grau médio d. Para o € [0,1), temos

1
M(A.(G)) < A — diam(G)(n = 3) i (dim;(G)) . T (11.33)
1—a 1—a A—d

5

Teorema I1.4.42. (Guo e Zhou [2020]) Seja G um grafo irregular k-conexo® com n vértices, m

arestas e grau mdzrimo A. Para « € [0,1), temos

(1 - a)(nA — 2m)k?
(nA =2m)(n? — (A —k+2)(n—k)) + (1 — a)nk?’

M(Aa(GQ)) < A — (11.34)

Guo e Zhang [2022] adaptaram, para a matriz A,, um resultado presente em Liu et al. [2015] e
relativo & matriz Laplaciana sem sinal, tendo obtido o seguinte Teorema.

Teorema I1.4.43. (Guo e Zhang [2022]) Seja G um grafo conexo com n > 4 vértices, m arestas

1
e grau mdximo A. Se a € > 1), entao

—1
A (Aq(G)) < max {aA, (1—-a) (m . 5 >} + 2a. (I1.35)
. n—1
A igualdade ocorre se e somente se o = eG=2K,.
n+1

Pirzada [2022| obteve uma cota superior para A;(A,(G)) que envolve o namero de clique e o

grau maximo de G.

5Um grafo k-conexo é um grafo tal que a excluséo de até k — 1 vértices, juntamente com suas arestas incidentes,
nao resulta na desconexao do grafo. Em outras palavras, a conectividade do grafo permanece preservada mesmo apos
a remocdo de um nimero especifico de vértices e arestas.
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Teorema 11.4.44. (Pirzada [2022]) Seja G um grafo com nimero de clique w, nimero de arestas

m e grau mdzimo A. Se « € [0,1], entdo

M(Ax(G) < aA + (1 —a)y[2m <1 — i) (11.36)

Observagao 11.4.45. Além da cota obtida no teorema anterior, no Teorema 2 de Pirzada [2022]
hd um outra cota superior, sem grafo extremal, que estd descrita abaizo:

Seja G um grafo conexo de ordem n. Se « € [0, 1], entdo

M(AL(G)) < = max <0zd(vi) + \/a2d2(vi) +4m;(1 — a)(a+ (1 — a)mj)> . (I1.37)

1
2 1<i<n,
VU4

Apds alguns testes computacionais foi possivel perceber que a referida cota apresenta algumas

inconsisténcias, como podemos ver na Tabela I1.1.

G=P,
o 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
n =100 A1(Aq) | 1999 | 1.999 1.999 1.999 1.999 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0
(I1.37) 2.0 | 1.95203 | 1.9088 | 1.87162 | 1.84222 | 1.82288 | 1.81655 | 1.82694 | 1.8583 | 1.91489

Tabela II.1: Confirmagao da incoeréncia da cota apresentada por Pizarda.

Uma cota equivalente, e correta, foi exibida por Alhevaz et al. [2022] (Teorema 3.2) que € exibida

nesta tese no Teorema 11.4.51.

A seguir, sao apresentadas cotas superior e inferior para Ai(A,(G)) propostas por Alhevaz
et al. [2022]. Os autores nas demonstragoes dos teoremas utilizam o grau de um vértice, o grau
médio desse vértice e um parametro 3, o qual é o coeficiente de A\ (Ay(G)) na expressao quadratica
(A} (Aa(G)) 4+ BA1(Aa(G))) z . Além disso, usam a Proposigao 11.1.3 e a expressdo para a matriz
A2(G).

Teorema I1.4.46. (Alhevaz et al. [2022]) Seja G um grafo conexo de ordem n, com grau médio

do vértice v; dado por por m;, 1 € {1,...,n} e seja a € [0,1). Entao,

A (A0 (G)) < max

T 1<i<n

{ —B+ /B +4d;(ad; + (1 — a)m; + ) } (I1.38)

2

onde B > 0 é um pardmetro indeterminado. A igualdade ocorre se e somente se G é um grafo

regular.

Teorema 11.4.47. (Alhevaz et al. [2022]) Seja G um grafo conexo de ordem n, com grau médio
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do vértice v; dado por por m;, 1 € {1,...,n} e seja a € [0,1). Entao,

(I1.39)

A1 (Aa(G)) > min

T 1<i<n

{—54- VB% + 4di(ad; + (1 — a)m; +ﬁ)}
5 ;

onde B > 0 € um pardmetro indeterminado. A igualdade ocorre se e somente se G € um grafo

reqular.

Observagao I1.4.48. Pelo fato de Alhevaz et al. [2022] utilizar um pardmetro indeterminado (),
a substituicao desse pardmetro por um valor especifico em suas cotas, faz com que seja aberta uma
discussao sobre qual o melhor valor a ser utilizado. Sequndo os autores, dependendo do wvalor [,
geram-se cotas incompardveis. Além disso, se o pardmetro B for igual ao nimero de cobertura de
vértices ou de arestas® mimero de clique, nimero de independéncia, nimero de dominacdo, etc, é

possivel obter cotas que dependem desses pardmetros.

No proximo resultado, proposto por Alhevaz et al. [2022] é apresentada uma cota superior para

A (Aq(G)) em termos do nimero de vértices, do ntimero de arestas e do parametro .

Teorema 11.4.49. (Alhevaz et al. [2022]) Seja G um grafo de ordem n com m arestas, sem

1
vértices isolados e seja a € 3 1|. Entao

2m(1l — )
n—1

M(Aa(G)) < +an — 1. (I1.40)

1
Se a € <2, 1> e G € conero, a itgualdade ocorre se e somente se G = K.

O resultado seguinte, proposto por Alhevaz et al. [2022] exibe, também, uma cota superior para
A (Ao (G)) em termos do nimero de vértices, do ntimero de arestas, do grau maximo, do grau

minimo e do pardmetro a.

Teorema I1.4.50. (Alhevaz et al. [2022]) Seja G um grafo de ordem n com m arestas e seja

1
a € [2, 1} . Sejam A e 0, respectivamente, os graus mdzrimo e minimo de G. Entao

A
n—1

)\I(AQ(G))<2m(1—a) an —1

A+(1-aq) (1 - ) (A - 6). (IL.41)

n—1 n—1

Se a € <, 1> e G € conexo, a tgualdade ocorre se e somente se G = K.

50 namero de cobertura de vértices de um grafo é o menor nimero de vértices necessarios para cobrir todas as
arestas do grafo. Em outras palavras, é o tamanho minimo de um conjunto de vértices tal que cada aresta do grafo
incide em pelo menos um vértice desse conjunto. Ja o nimero de cobertura de arestas de um grafo é o menor nimero
de arestas que sdo necessarias para cobrir todos os vértices do grafo. Em outras palavras, é o tamanho minimo de
um conjunto de arestas tal que cada vértice do grafo é incidente em pelo menos uma aresta desse conjunto.
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O resultado a seguir fornece uma cota superior para A; (A, (G)), em termos do grau dos vértices e
de ntimeros reais positivos arbitrarios b;, os quais sao elementos da diagonal principal de uma matriz
diagonal. Em seguida, sdo enunciados corolarios que resultam da atribuicao de valores especificos a

b;.

Teorema I1.4.51. (Alhevaz et al. [2022]) Seja G um grafo conexo de ordem n e 0 < a < 1.
Seja d(G) = (dy,da, ... ,dyn) a sequéncia de graus de G. Entdao

4
ad; + \/oﬂd? + > bi(1 = a)(ad; + (1 — a)b))

i~

<
AM(AL(G)) < 11%1%%1 5 , (11.42)
1
onde b; € RT e b;- = b Z bj. Além disso, a igualdade ocorre se e somente se ady + (1— a)b’1 =
v~y
ady + (1 —a)by=...=ad, + (1 — a)bl,.

1
O primeiro caso particular resulta de tomar b; = d; e, consequentemente, b, = b Z bj =
(]

Vg

1 . . .
T E d; = m;. Assim, obtem-se o seguinte corolario.
i

jevi
Corolario I1.4.52. (Alhevaz et al. [2022]) Seja G um grafo conexo de ordem n, grau médio do

vértice d; dado por m;, i € {1,...,n}, e 0 < a < 1. Entao,

4(1 —
ad; + \/0426112 + (dia) Z dj(ad; + (1 — a)my)
< v~V
M(Aa(G)) < max 5 : (11.43)
A igualdade ocorre se e somente se ady + (1 —a)mi =ada + (1 —a)me = ... = ady, + (1 — a)my,.

1 1
Agora, tomando b; = v/d;, temos que b, = b Z b = ﬁ Z \/d; = m). Assim,

vVj~; V4

1
Corolario I1.4.53. (Alhevaz et al. [2022]) Seja G um grafo conexo de ordemn, m) = Nz Z Vdj,

v Vi~V

ie{l,...,n}, e0 < a< 1. Entao,

41 — )
ad; + \/azd? + v E | Vdj(ad; 4+ (1 — a)m?)
v v ~;
M(44(Q)) < Jnax 5 ;

(11.44)

A igualdade ocorre se e somente se ady + (1 —a)m) = ade + (1 —a)mb = ... = ad, + (1 — a)m/,.
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Finalmente, fazendo b; = 1, temos que b; = d;, obtendo assim a cota exibida no Teorema I1.4.33.

1 1
Por outro lado, se b; = m;, temos que b, = b Z bj = p— Z m; = m,;. Assim,
(2 (2

ViU, U~V
Corolario I1.4.54. (Alhevaz et al. [2022]) Seja G um grafo conexo de ordem n, grau médio do

vértice d; dado por m;, i € {1,...,n}, e0 < a < 1.

41 — o)
) 22 . : _ -
ad; + \/Oé d; + - Uéwv.m](ozd] + (1 — a)m;)
M (Aq(@)) < max ——

< max 5 , (I1.45)

1
Onde my; = — m;. A igualdade ocorre se e somente se ady + (1 —a)my = ads + (1 — a)mg =
J
m; S~
7 [

o= ady + (1 — a)my,.
A cota a seguir, apresentada por Cheng et al. [2022|, depende apenas do nimero de vértices, do
nimero de arestas, do grau maximo e do grau minimo do grafo. Para esta demonstracgao, os autores

utilizam o Lema 1.3.6 e a expressdo para A%(G).

Teorema I1.4.55. (Cheng et al. [2022]) Seja G um grafo conexo de ordem n e tamanho m com

grau mdzimo A e grau minimo §. Entdo,

M (Aa(G)) < aA+(1-a)(0 -1 +/(aA+(1-a)( —1))2 +4(1 — a)(2m — (n — 1)J)
«
(I1.46)

para o € [0,1). A igualdade ocorre se e somente se G é reqular, ou o = 0 e todo vértice de G possui

graun — 1 ou 4.

Para as cotas que iremos apresentar em seguida, e que sdo de autoria de Alhevaz et al. [2023],
é necessario definir alguns pardmetros por eles propostos. Iniciamos com os pardmetros w; e wg
que sao, respectivamente, o nimero méaximo de vizinhos comuns a um par de vértices adjacentes e
o nimero méximo de vizinhos comuns a um par de vértices ndo adjacentes do grafo G. Além disso,
um grafo G é considerado fortemente regular com parametros (n, A, wy, wy), se o namero de vértices
de G for n, cada vértice de G tiver o mesmo grau A, cada par escolhido de vértices adjacentes e
cada par escolhido de vértices distintos nao adjacentes tiver o mesmo niimero w; e ws de vizinhos
comuns, respectivamente.

No Teorema I1.4.56, é exibida uma cota superior para A (A.(G)) que utiliza o grau maximo (A),

0s parametros w; € wy e o maior autovalor da matriz Laplaciana sem sinal do grafo G, A\ (Q(G)).

Teorema I1.4.56. (Alhevaz et al. [2023]) Seja G um grafo com n vértices e grau mdzimo A.
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Entao,

1

AM(Aa(G)) <aA+ (1 - a)\/A + w1 A 4wy <n —1-X (QQ(G)>> : (I1.47)

onde o € [0,1). A igualdade ocorre se e somente se G € um grafo fortemente reqular com parametros

(TL, A? wy, w2)-

Além da cota anterior, Alhevaz et al. [2023] obtiveram outras cotas para A;(Aqy(G)), em termos
do grau méaximo (A), do segundo grau méaximo (Ag), dos graus dos vértices, do namero de vértices,
do ntmero de arestas e do pardmetro «, e que sao descritas a seguir. Ademais, também caracteri-
zaram os grafos extremais que atingem essas cotas.

Seja T' a classe de grafos conexos H = (V, E) tais que V(H) = {v1} U Vi U Vo, d(v1) = A,
Vi ={vk € Ny, d(vg) =6}, Va = {vg & Ny, ,d(vg) = Aa} e (Ag—0) (A —aA) = (1 —a)(A—Ag).
Denote por H,,_i a, o grafo conexo tal que A =n—1e Ay = §. Para demonstrar o Teorema I1.4.57

os autores utilizam a Proposicao I1.1.3 e a definigdo de autovalores e aotovetores.

Teorema I1.4.57. (Alhevaz et al. [2023]) Seja G um grafo conexo com n vértices e sejam

A=dy>Ay=dy>d3>...>d, os graus dos vértices de G. Entao,

M (A0 (G)) < max

vV~

{adi-l-dj-f-oz— L++/(adi+d; + a —1)* — dadid; + 4(1 _O‘)d"} (IL.48)
: |

Se a igualdade em (11.48) ocorre, entdo G € isomorfo a um grafo reqular ou G = Hy,—1 A, ou G €T

O Teorema I1.4.58 exibe uma cota inferior para A\ (As(G)) em termos do grau méaximo (A), o
segundo maior grau (Asz) e o parametro «. Para a demonstragao deste teorema ha a divisdo em
dois casos: se v » vy € se v1 ~ vy. Em ambos os casos é utilizada a submatriz principal da matriz

A, (G) correspondente aos dois vértices.

Teorema I1.4.58. (Alhevaz et al. [2023]) Seja G um grafo conexo com n > 3 vértices, grau

maximo A e sequndo grau mdzimo Ao. Entao,

a\ se vy % Vg,

M (Aa(@)) 2 (A + Ag) + /a2(A = Ay) +4(1 — a)?

2

(11.49)

se vy ~ Vg,

onde v1 e vy sG0 0s vértices que possuem o grau mdximo e o segundo maior grau em G, respectiva-

mente.

Analogamente ao Teorema 11.4.58, a demonstracao do Teorema I1.4.59 utiliza também a sub-

matriz principal da matriz A,(G) correspondente a dois vértices v; e v;.
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Teorema I1.4.59. (Alhevaz et al. [2023]) Seja G um grafo conexo com n vértices e vy, vj € V(G).

Entao,

M (Ao (G)) > max

VU

{a(di+dj) +v/a?(di — dj)? +4(1 —a>2} (11.50)

2
Corolario I1.4.60. (Alhevaz et al. [2023]) Seja G um grafo conexo com n vértices e seja o €
[0,1). Suponha que A e Ay sao respectivamente o grau mdzimo e o sequndo grau mdzimo de G. Se
0s vértices v1 e va sao tais que d(vy) = A, d(v2) = Ag e vy ~ va, entao M\ (Ax(G)) > a(A2—1)+1.

Se a igualdade ocorre, entao o =0 ou v # 0 e A = Ag.

O proximo resultado nos da uma cota inferior para A\;(Ay(G)) em termos do ntimero de vértices
n, do numero de arestas m e do parametro . A demonstracao deste resultado consiste em utilizar

a desigualdade 2m < A+ (n—1)Ag, onde Ay é o segundo maior grau do grafo, e o Teorema I11.4.58.

Teorema I1.4.61. (Alhevaz et al. [2023]) Seja G um grafo conexo com n > 3 vértices, m arestas

ea €0,1). Se os vértices v1 e vy sao tais que d(vy) = A, d(ve) = Ag e v1 ~ vy, entdo

M (Aa(G)) > %‘Tm t1-a (I151)

Se a igualdade ocorre em (I11.51), entao o = 0 e G possui um vértice de grau A e n — 1 vértices de

grau Ao ou o # 0 e G é um grafo regular.

No proximo teorema, Sahir e Nayeem [2023] apresentam uma cota superior para A1(A,) para
grafos com cintura igual a 5 em termos do grau méximo, do grau minimo, nimero de vértices e do

paramtro «.

Teorema I1.4.62. (Sahir e Nayeem [2023]) Para um grafo conexo G com n vértices, grau

minimo &, grau mdzimo A e cintura no minimo 5,

— o — 2 _ 4252 — T
A (Aq(G)) < L+a+20A+ /(1 —a—2aA) 24a6 +4(1— )A + 4(10)%(n — 1)

. (IL52)

A igualdade ocorre se e somente se G = Cs.

Nesse mesmo artigo, Sahir e Nayeem [2023| apresentam outras cotas para alguns grafos com

caracteristicas muito especificas.
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Capitulo IIT Polinémio caracteristico da matriz A, para algumas operagoes

em grafos

Neste capitulo sao apresentados resultados originais envolvendo o polinémio caracteristico as-
sociado & matriz A, para coalescéncia de dois grafos. Além disso, sdo também apresentados resul-
tados sobre o polindmio caracteristico associado & matriz A, para o grafo linha e para os grafos
S(G),R(@), Z(G) e T(G), quando G & um grafo regular. Sio mostrados também alguns resultados
envolvendo os autovalores de A, (G),, submatriz principal de A,(G) obtida pela remogao da linha
e da coluna associadas ao vértice u, quando G é um grafo bipartido completo, um grafo estrela ou

um grafo completo. Esses resultados estao publicados em Silva Junior et al. [2023b].

III.1 Espectro de submatrizes principais de alguns grafos

Nesta sec@o sao apresentados resultados referentes ao espectro das submatrizes principais dos

grafos Kqp, K1 -1 € K.

Proposigao II1.1.1. (Silva Junior et al. [2023b]) Seja G = K,p, a < b, e a € [0,1]. Entao
0(Aa(G)y) €

(i) {aa(n_l_a), ba(" 27V, % (a(a +b) +a2(a+b)? —4b(a? + (a — 1)(2a — 1))) ,

2
dade a.

1 (a(a +b) — Va2(a+b)2 —4b(a2 + (a — 1)(2a — 1)))} quando u pertence a particao de cardinali-

(i) {aa““% b1, 2 (ala+ ) + Vo (a + 02 — da(a? + (b~ DZa - 1)),

% (a(a +b) —Va2(a+b)? +4a(a® + (b—1)(2a — 1)))} quando u pertence & particao de cardinali-
dade b.

Demonstracao. Seja G = K, com a +b=mn e a < b. Portanto,

bal, (1 —a)Jaxp
(1 —a)Jpxa aady

Aa(G) =

Suponha, inicialmente, que A,(G), seja a submatriz principal de A,(G) obtida pela remogao da

linha e da respectiva coluna referentes ao vértice u pertencente & particao com cardinalidade a.
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Entao, temos

bal,— 1—a)J,_
A,(C) = 1 ( ) (@=1)xb
(1= a)Jpx(a—1) aad,,

Tomando uma parti¢ao equilibrada das linhas da matriz A, (G),, obtemos a sua matriz quociente

com relagao a essa particao dada por:

, ba b(l —«)
Aa(G)U =
(a—1)(1—a) ao

Entao,

Py c)n(N) = M — AL(G)u] = (A = ba)(X — acr) — b(a — 1)(a — 1)*

= A2 — (a+b)ar+ ab(2a — 1) + b(a — 1)?

=X —naX+b((a—1)*(1 - a) + a’a)

cujas raizes sao:

% (a(a+8) + VaZ(a + bZ —4h(a? + (a — D20~ 1))
e (ITL.1)
% (a(a+8) ~ VaZ(a + bZ —4h(a? + (a — )(2a 1))

Pelo Teorema 1.1.7, essas rafzes sao também raizes de Py, (q),-

Seja e; o i-ésimo vetor da base canonica de IR"~!. Tomemos os vetores €j —€q, J = a-+
1,...,n— 1. Podemos observar que e; — e, sdo autovetores da matriz A, (G),, cujo autovalor ¢ ac.
Por conseguinte, a multiplicidade algébrica de ac é de, pelo menos, n — 1 — a. Agora, tomemos o0s
vetores e; — e, i =2,...,a— 1. Podemos observar que e; — e; sao autovetores da matriz A,(G),
cujo autovalor é ba, com multiplicidade algébrica de, pelo menos, n — 2 — b.

Suponhamos, agora, que A, (G), é uma submatriz de A,(G) obtida pela remog¢ao da linha e da
respectiva coluna referentes ao vértice u pertencente a particdo com cardinalidade b. Entao temos

bal, 1—a)J -
A (G) = a (1 —a)Jax@p-1)

(1= a)Jp-1)xa aalp_y)

Tomando uma particao equilibrada das linhas da matriz A, (G)., obtemos a sua matriz quociente

com relagao a essa particao dada por:
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Entao,

Pay ()u(N) = AT = A4(G)ul = (A — aa) (A — ba) — alb — 1)(a — 1)?
=X\ — (a+ba\+ab2a — 1)+ a(a — 1)

=\ —nal+a ((a— 1?1 —b) + a2b)

cujas raizes sao

(a(a +b) +/a2(a + 0)2 — da(a? + (b— 1)(2a — 1)))

N

e (111.2)

% (afa+b) — v/a¥(a+ b)? —da(a? + (b~ 1)(2a— 1))

Seja e; o i-ésimo vetor da base canonica de IR"!. Tomemos os vetores €j —€qyl, J =0a+
2,...,n—1. E facil ver que ej — €q+1 a0 os autovetores da matriz A,(G), associados ao autovalor
ac. Portanto, a multiplicidade algébrica de aa é, no minimo, n — 2 — a. Considere os vetores
e;—e1, i =2,...,a. Podemos observar que e; — e; sdo os autovetores da matriz A, (G), associados

ao autovalor ba, cuja multiplicidade algébrica é, no minimo, n—1—b, obtendo assim o resultado. [
Como consequéncia da proposigao anterior, obtemos o espectro da matriz Aq (K1 n—1)u-

Corolario III.1.2. (Silva Junior et al. [2023b]) Sejam G = Ki,—1 e a € [0,1]. Entao
0(Aa(G)y) é:

(i) {a\" D} quando se removem de Ay(G), a linha e a coluna referentes ao vértice de graun —1.

1 1

(i1) {5 (om +Va2(n? —4) —22a—1)(n — 2)) '3 (om —Va2(n? —4)—22a—1)(n — 2)) ,Oc("_?’)} quando

se removem de Ao(G), a linha e a coluna referentes a um vértice de grau 1.

Proposicao II1.1.3. (Silva Junior et al. [2023b]) Sejam G = K, e a € [0,1]. Entao,
0(Aa(G)y) = {a+n —2,na — 102},

Demonstragao. Sejam G = K,, e a € [0,1]. Suponhamos que a matriz A,(G), seja a submatriz
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principal de A, (G) obtida removendo a linha e sua respectiva coluna referente ao vértice u. Entao,

-(n—l)a l-a ... 1-a |
4,(C), = l-aa (n—-1Da ... 1-«a
| 1-« la s (n=1a))

E simples verificar que o vetor 1,_1, cujas entradas sdo todas iguais a 1, é um autovetor associado
ao autovalor o + (n — 2).

Seja e; o i-ésimo vetor da base cano6nica de R"™! e considere os vetores e; — ey, para j =
2,...,n—1. Entao, e; — e; sao autovetores da matriz A,(G), associados ao autovalor na — 1, cuja

multiplicidade algébrica é, pelo menos, n — 2, e o resultado segue. O

IT11.2 Polindémios Caracteristicos

Nesta sec¢ao, apresentamos o polindmio caracteristico resultante da coalescéncia de dois grafos,
além dos polindmios caracteristicos dos grafos S(G), R(G), '(G) e T(G), considerando G como um
grafo regular. Também estabelecemos relagoes entre o polinémio caracteristico associado a matriz
A, para o grafo linha de um grafo G e a matriz A,(G), assim como entre o polindmio caracteristico
associado & matriz A, para o grafo linha de um grafo G e a matriz A(G).

Considere G, o grafo obtido a partir de G adicionando uma aresta pendente ao vértice u € V,

e Gy,

o grafo obtido a partir de G adicionando apenas uma aresta pendente em cada um dos

B

vértices v1,...,vs € V. Na Figura III.1 mostramos Gy, v, 05,06 quando G = Kg.
U7
V1 V2
V10 Us
[ °
Ve U3
v
5 Va
Vg

Figura II1.1: Gy, 03,0506 Onde G = Kg.

A Proposigao I11.2.1, devida a Chen et al. [2019], apresenta o polinémio caracteristico de um

grafo obtido adicionando um ntimero finito de arestas num mesmo vértice do grafo original.

Proposigao II1.2.1. (Chen et al. [2019]) Sejam H um grafo conexo com |V(H)|> 2, v € V(H)
ea € [0,1]. Seja G um grafo obtido a partir de H adicionando s arestas pendentes em v € V(H).
Entao,

PN = (A = @)° Pa,()(X) = s(@X = 2a + 1)(A = a)* " Pa, ), (N
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A partir da Proposicao I11.2.1 foi obtido o corolario abaixo que apresenta o polindémio caracte-

ristico da matriz A (Gy,,...0,)-

Corolario III.2.2. (Silva Junior et al. [2023b]) Sejam G um grafo com n vértices, 1 < s <mn

e a €(0,1]. Entao,

S

W) = A=) Py y(N) = (@A =20+ 1) Y (A= a)* 7 Pa, ), (V).

Jj=1

AAAAA

Demonstracdo. Vamos provar este resultado por indugao em s. Para s = 1, o resultado segue da
Proposicao I11.2.1. Suponha que o resultado seja vélido para s — 1, s > 3, ou seja,

s—1
Pap(Goyne )N = (A=) Py (N) = (@A =20+ 1) Y (A=) TPy (g, (V). (IT13)

J
j=1

Considere H = G, ... v, ,- A partir da Proposicao I11.2.1, temos que
PAa(HUS)(A) = ()\ - a)PAa(H) ()\) - (Oé)\ — 20+ 1)PAa(H)vS ()\) (HI4)

Substituindo (II1.3) em (II1.4), o resultado segue. O

Os Exemplos 2 e 3 sao aplicagoes de resultados obtidos anteriormente e neles exibimos o polind-

mio caracteristico da matriz A, para determinadas familias de grafos.

.. E fdcil ver

Exemplo 2. Sejam G = K,, 1 < s < n ea € [0,1]. Considere o grafo G, ... ..

que PAQ(G)W(A) = Pa,@), (A), V1 <i,j <n. Fazendo s = n e aplicando o Coroldrio III.2.2

vi

Juntamente com as Proposigoes I11.1.3 e I1.2.1, temos

PauiGors) = (A= 0O DA = an 4 1)
—(aA—2a+1) <%> A—a—n+2)(\—an+1)"2
)l
= (- an =12 o= ) - (BT o).

onde gA)=A—n+1)A—an+1) e f(AN)=(arA—2a+1)(A—a—-—n+1).

Exemplo 3. Sejam G = K11, 1 <s<n—-1eacl01]. Considere o grafo G,... ., obtido

s

de G adicionando apenas uma aresta pendente a cada vértice de grau 1. E fdcil ver que se d(v;) =

d(vj) =1 V1 <i,j <n—1, entdo temos Py, (q), (A) = Pa,(q),, (A). Tomando s =n —1, o grafo
i J

le,...,v

€ uma starlike tree. Aplicando os Coroldrios 111.1.2 e II1.2.2 juntamente com a Proposi¢ao

s
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11.2.8 temos
Pao(Goyn) = A= )" T A=) (A = c2)(A = )" ?
el
~(aA—2a41) (M) (A= a)" 3\ — e3) (A — ea)

== a)"_3 A=—a)"(A—c1)(A — ¢2)

— a1 =
] () T

)

—a—1

)l
= (A -y [(A —ar s+ (P e

onde f(A) = A2 —anA+ (n — 1)(2a — 1), g(A) = (—aX +2a — 1)(A2 —anA + (n — 2)(2a — 1) +

a?), ¢ = %(an—%— \/a2n2+4(n—1)(1—2a)), co = %(an— Vazn? +4(n —1)(1 —2a)>, c3 =

(an—i— Vaz(n? —4) —22a—1)(n — 2)) ecy = % (an —/a2(n?2 —4) —22a —1)(n — 2)) .

N =

No Teorema II1.2.3 é apresentado o polinémio caracteristico da matriz A, do grafo resultante

da coalescéncia de dois outros grafos.

Teorema II1.2.3. (Silva Junior et al. [2023b]) Considere G- H o grafo obtido pela coalescéncia
de G e H identificando os vértices u € V(G) e v € V(H). Entao,

P c-my(A) = Pacy(N)Pa, (), (N) + Pa(cye (N Pay () (A) = APa, ), (N Pa, a1y, (A)-

Demonstracao. Sabemos que

A (o) +du@)a o7 o
PAa(G'H)()‘) = ’)‘I_AO!(GH”: v )\I_Aa(G)u 0 )
o 0 AT — Ag(H),

onde v e p sao vetores cujas coordenadas nao nulas sao o — 1 para todos os vértices adjacentes a u

em G e a v em H, respectivamente. Como o determinante é uma fun¢ao multilinear nas colunas,
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temos que:
A= (dg(u) +dg(v)a VT ot
(M — An (G- H)| = v 0 0
p 0 M-A,(H),
A= (da(u) + du ())a 0 i
+ v M — AL (G),y 0
p 0 A — An(H),
A= (dg(u) +dg(w)a vT pT A= (dg(u) +dg(v)a vT 0
= v 0 0|+ v 0 0
p 0 0 P 0 Al — Aa( )v
A= (dg(u) + du (v))a 0 ot
+ v A — Ay (G)y 0
P 0 Al — Aa( )v
A= (dg(u) +du(v)a v7T 0
= v 0 0
p 0 A —Au(H)y
(I11.5)
A= (dg(u) + du(v))a 0 p"
+ v A — AL (G)y 0
p 0 M — An(H),
A — (dg(u) +du(v))a 0 0
Somando e subtraindo v M — Ay (G)y 0 em (IIL.5) e usando,
p 0 M — An(H),
novamente, a multilinearidade da funcao determinante, temos
A= (da() +dg(@)a 0 o
Ml — Ay (G- H)| = v M — Ay (G)y 0
p 0 M — An(H),
A= (dg(u) +da(v))a vl 0
+ v M — Ay (G)y 0 (I11.6)
p 0 A — Ao(H),
A — (dg(u) +du(v))a 0 0
- v M — An(G)y 0
p 0 M — A(H),
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Além disso, sabemos que:

A — (dg(u) +dg(v))a 0 ol

” A — Ao (G 0

p 0 M — An(H),
A= (da(u) +du(v)a p"

p M — Au(H)y

= |A — Au(G)y]

A—dg(v)a ol T

1% >\I_ Aa(H)v

—dg(u)a P
0 A — An(H),

= |A — Au(G)y] + A — Aa(G)y|

= PAQ(G)M ()\)PAQ(H) ()\) — adg(u)PAa(G)u (A)PAQ(H)U (/\), (IH.?)

v M — A,(G), 0 = (A = adg(u) — ady (v))Pa, ), (N Pa, ), (A)

(I1L.9)

Substituindo (II1.7), (IIL.8) e (IIL.9) em (IIL.6) temos

Pacmy(N) = Pay )y, (N Pa, ) (A) — ada(u)Pa, )y, (N Pa, ), (A)
+ Pa, (i), (M) Pa, ) (A) — adg (v) Pa, iy, (M) Pay ). (V)
— APA (@) N Pay (), (A) + ada(u) Pa,q), (N Pa, ), (M)

+ ady(v)Pa,c), (M) Pag ), (V)
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e, consequentemente,

P cam)(N) = Panc), N Pan(N) + Pay ), N Panc)(A) = APay ), (N Pan )y, (A)-

O

Nos exemplos a seguir sao aprensentadas aplicagoes do Teorema II1.2.3 e de outros resultados.
Inicialmente, o Exemplo 4 apresenta o polinémio caracteristico Py ( Kfn)()‘)' E importante ressaltar
que o Teorema I1.2.12 exibe esse mesmo polinémio utilizando uma outra técnica de demosntragao.

Em seguida, nos Exemplos 5, 6 e 7, sao apresentados os polinémios caracteristicos Py, D(mm))(/\),

P (BGBnm)N) € Pa,(k,, K,,) A

Exemplo 4. Seja K}, o grafo pineapple. Aplicando o Corolario I111.1.2, as Proposigoes 11.2.1, 11.2.3
e I11.1.3 no Teorema II1.2.3, temos

Pa (xn)y(A) = (A=m+1)(A—am + D™ YA —a)”
+A—a—-m+2)A—ma+1)"2A—c1)(A —c)(A — )"

“AMA—a-m+2)A—ma+1)"2(\ - a)"

=A=a)"TA=ma+1)"2{(A=m+ 1A —ma+1)(\—a)

+()\—a—m+2)()\—cl)()\—02)—/\()\—04—m+2)()\—a)]

=A—a)" TN =—ma+1"2f())

onde fA) = A—m~+1)A—ma+1)(A—a) —n(A—a—m+2)(Aa —2a+1),
= % (a(n+ 1) ++/a2(n+1)2 +4n(1 - 2@)) e

cy = % (a(n +1) — a2(n+1)2 + 4n(1 — 204)) .

Exemplo 5. Considere a dupla estrela D(m,n). Aplicando o Coroldrio II1.1.2, a Proposi¢ao I1.2.3

e o Teorema II1.2.3, temos

PAQ(D(m,n))(A) = ()\ - a)”()\ - Oz)m()\ — Cg)(A — 64) + (A — a)mil(/\ — 65)()\ - 66)()\ - a)nil()\ — C1)(A — Cz)

“AMA—a)"A =)™ (A —e5)(A — ¢)

=\- a)m+”_2 |:()\ — oz)?()\ —c3)A—ca)+ (A—c5)(A—cs)(A—c1)(A — ¢2)

—AMA—a)(A—c5)(A— ce):|

= (A=)

onde f(A) = M —a(m +n+ 4\ + [a®(mn + 2m + 20+ 5) + (2a — 1)(m +n + DA% + [a®(m +
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n+2)+22a—1)(m+1)(n+ DA+ (2a —1D[e?(m+1)(n + 1) + mn(a — 1)2],

o = % (an+1) + Va2n+ D2 + 4n(l — 20) )

o = % (a(n+1) = v/o2(n+ 12 + dn(1 - 20)) .
03—%<a(m+2 +V/a2(m+2)2+ 4(m + 1)( 1—2a)
C4—%<a(m+2 Va2(m +2)2 +4(m + 1)( 1—2a>
05—%<a(m+2)+\/042((m+2) 4)+2m1—2a>e
cﬁ—%(a(m+2)—\/oc2((m+2) 4)+2m1—2a>

Observagao II1.2.4. Tomando m = n no Exemplo 5, obtemos a dupla estrela equilibrada D(n,n).

Assim, temos

P (i) (N) = (A = a)*"2g(N),

onde g(A) = (=22 + XMan +3a —1) —2a% + a+n)(=A2 + AMan + a + 1) — 2na — a +n), cujas

raizes $ao

T = %(Oé(n—FB—l—\/aQ +3)2—2a(4a+n)—(2a—1)(4n+1)>7
’"2:%(0‘(”+3)—1+\/02(n+3)2—2a(4a+n)—(2a—1)(4n+1)),
7“3:%(04(?1—1—1)4-1—\/aQ(n+1)2—2n(3a+2)—(2a—1)) e
r4:%(a(n+1)+1+\/a2(n+1)2—2n(3a+2)—(2a—1)).

Obtendo o espectro do referido grafo. FEsse resultado encontra-se publicado em Silva Junior et al.

[2023b].

Exemplo 6. Considere B(3,n,m) o grafo obtido pela coalescéncia de G = Ky 11 ¢ H = Kj i1,
com m # n, por dois vértices de grau 1. Aplicando o Coroldrio I11.1.2, Proposi¢ao 11.2.3 e Teorema

I11.2.3 temos

PpBGam)(N) = (A= a)" "2 ((A = a)(A = e))(A = e2) (A = e7) (A — es)
+ (A= a)(A —c5)(A = cg)(A — e3) (A — ca)
—AMA=c5) (A —c6)(A — e7) (A — cs))
= (A =)™

onde f(N) =X —a(m+n+6)At+ (m+4)(n+4) —4a? + (2o — 1)(m +n + 2))A3
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B <a(4a2(m +2)(n+2) +4a® + (2a — 1)(4mn + 9m + 9n + 12))

5 > PEmE <a4(m+n—|—3)+3a3(2mn+

(4o — 1)(3mn + 2m + 2n)

3m+3n+4)f%(5m+5n+12)7 )Aa(2a1)2(2mn+m+n)+

20%(m +n +2), 2

o = % (a(n+2) + v/aZ(n + 2P + 4(n + 1)(1 - 20))

o = % (a(n+2) ~ v/aZ(n + 2P + 4(n + 1)(1 - 20))

o5 = % (am +2) + v/aZ(m + 22+ 4(m + (1~ 20))
= % (a(m +2)—a2(m+ 22+ 4m+ 1)(1— 2a)> :
o5 = % (a(n+2) + Va2((n+ 27 —4) + 2n(1 — 20))

o = % (a(n+2) ~ Va2((n+ 27 —4) + 2n(1 ~ 20))

or = % (a(m +2) + Va2((m + 22— 4) + 2m(1 — 20)) ¢
o5 = % (a(m +2) ~ Va2((m + 22— 4) + 2m(1 — 2a) ).

Caso m = n temos

P (Baan)A) = (A —a)*%g(N),

onde g(\) = % — 2a(n + 3)A* + (a?(n + 2)(n + 6) + 2(2a — 1)(n + 1))A3 + (=223 (n? + 4n + 5) —
(402n + 6a%2 + 2an — n)(2a2 4+ 6an + 8a — 3n — 4)
4

a2 — 1)(2n% + 9n + 6)) A2 + A —a(2a —

1)(n + 1)(2a2 4 2an — n).
Exemplo 7. Considere G = K, - K,,, com ny # ny. Pelas Proposi¢oes I1.2.1 e II1.1.3 temos que
0(Aa(Ky)) = {n—1,na— 1(”_1)} e 0(Aa(Kn)u) = {a+n—2,na — 1(”_2)}, respectivamente.

Seque do Teorema I11.2.3 que,

Puye)(A) = Pa (i, ) (M) Py (5,00 (A) + Pag i, )u (N Pag 5,,)(A) = APa (16, )0 (M) P (5,,), (A)
(II1.10)

onde cada um dos polindmios € dado por
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Substituindo esses polinomios em (II1.10) e apds algumas manipulagoes algébricas, obtemos
Py (5, Fny)(AN) = (A —ma+ D™M72(N —nga+ D)™ 2 [(A=n1 + 1) (A —ang + 1)(A —a —ng + 2)
-l—()\—a—m+2)()\—n2+1)()\—omz+1)—/\()\—a—n1+2)(/\—a—n2+2)].
(111.11)
Logo 0(Aa(G)) = {(A = n1a+ 1)™M=2 (X — nsa + 1)"272) 1y vy, r3}, onde 11,79, 73 sdo raizes do
polindémio
gqA)=A—-m+1)A—ani+1)(A—a—n2 +2) (I11.12)
+A—a—n+2)A—na+1)(A—ang+1) = AXA—a—n1 +2)(A—a—na +2).
Caso n1 = no = n temos que G = K,, - K,, e consequentemente

PicyN)=A—na+1)"*A—a-n+2)2A—n+1)(A—an+1)—AA—a—n+2)]. (II1.13)

Portanto
(2n—4) 1 n
0(Au(G)) =¢na—1 n+a—2 « n-g —1—5—1

VaZ(dn? —4dn+1) — a(4n? +2n —4) + n2 +4n — 4 1 n
- yaln—=-)+-—-1

2 2 2
+\/a2(4n2—4n—|—1)—a(4n2+2n—4)+n2+4n—4

2

(111.14)

Cabe ressaltar que Najiya e Chithra [2023] fazem a k-coalescencial entre dois grafos e como
exemplo particular, é feita a coalescencia entre dois grafos completos, cujo resultado é o mesmo que
o aqui obtido.

Os dois proximos resultados apresentam Py, ((q)) em fungao do Py, (g), do Pyq) e do Py(q),

quando G é um grafo regular.

Teorema II1.2.5. (Silva Junior et al. [2023b]) Sejam G um grafo r-reqular com n vértices e m

arestas tal que r > 2 e a € [0,1). Entao,

PAa(l(G))(A) - ()\ - 27"0[ ‘|‘ 2)m_nPAa(G) ()\ —7r + 2)

Pa,a@yN) = (A =2ra+2)"""(1 — a)" Py <

LConsidere os grafos conexos G1 e Gz, com n; e ng vértices e my e mo arestas, respectivamente, que possuem
um subgrafo completo induzido de ordem k com ni;n2 > k. O grafico obtido ao unir k vértices em kC5 arestas do
subgrafo completo induzido K} é chamado de k-coalescéncia, denotado por G1 -, Ga2. O grafico G1 -k G2 tem ordem
n1+nz —k com mi +ma —kC> arestas. Para maiores detalhes sugerimos Jog e Patil [2021] e Najiya e Chithra [2023].

A—r(a+1)+2
1 -« )
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Demonstracao. Sejam G um grafo r-regular com n vértices e m arestas e B sua matriz de incidéncia.

A partir do Lema 1.3.17, temos que

(1-a)BBT = (1—a)D(G) + (1 — )A(G) = (1 — @) D(G) + Aa(G) — aD(G) = (1 — 2a)D(G) + A (G).

(II1.15)
Por outro lado, A,(I(G)) = aD(I(G)) + (1 — o) A(I(G)).
Considerando as matrizes U e V definidas da seguinte forma:
A, —B I, B
U= e V= :
0 In (1—a)BT X,
Entao,
M, —-B I, B M, —(1—a)BBT 0
Uv = =
0 In| |(1—a)BT M\, (1 —-a)BT M,
I, B A, —B A, 0
VU = =
(1—a)BT X, | | 0 I, (1—a)ABT A, —(1-a)B'B
Como |UV|= |VU], temos
AN, — (1 — a)BBT |= N\, — (1 — )BT B|. (I11.16)

Por definicao
Paac)A) = [Mm — Aa(l(G))|= [Mm — aD(I(G)) — (1 — a) A(I(G))]
e usando o Lema [.3.16, temos

Pa, @)\ = [Mm — aD(U(G)) + (1 - a) (21, — B'B)|

=|A+2(1 —a)),, — (1 —a)BT'B —aD((Q))|
N——
2(r—1)Im

=|(A+2—2a—2ar +2a)I,, — (1 — )BT B

=|(\—2ra+2)I,, — (1—a)BTB|.
Aplicando a Equagao (II1.16), temos que

PaacyN) = (A —2ra+2)" (A — 2ra + 2)I, — (1 — a) BBT| (111.17)
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Finalmente, pela Equacao (I11.15), temos

Pa,a@)yA) = (A =2ra+2)"""|(A = 2ra + 2)I, — [(1 — 2)D(G) + Aa(G)]|

~( (A
=AN=2ra+2)"""(\=2ra+2)L, — (1 —2a)rl, — Aa(G)|
=A=2ra+2)"""|(A—r+2)I, — Ax(G)|

~( )

A—2ra+2 minPAa(G)()\ —r+ 2).

Pela equagao (I11.17), sabemos que

Pa,a@)A) = (A =2ra+2)"7"|(A = 2ra+2)I, — (1 — o)BBT|
=A=2ra+2)"""(\-2ra+2)I, — (1 — a)(A(G) +r1,)|

=A=2ra+2)""(AN=ra—r+2)I, — (1 — a)A(G)|
A—r(a+1)+ 2)

=(A=2ra+2)"""(1 - a)" Py ( T o

e o resultado segue. O

Corolario IT1.2.6. Sejam G um grafo r-reqular com n vértices e m arestas tal quer > 2 ea € [0, 1).

Entao,

—n n A—2ra+2
PAa(l(G))(A) = ()\ —2ro + 2) (1 - a) PQ(G) <> .

11—«

Demonstragao. O resultado segue da Equacao (I11.17), ou seja,

Pa,a@cyN) = (A =2ra+2)"""|(A = 2ra+2)I, — (1 - «)BBT|

m—n " A—2ra+2

O

Observacao III.2.7. Seja G um grafo r-regular com o(Q(G)) = {q1,.-.,qn} € m > n. Do

Coroldrio II1.2.6 temos que a(2r — ¢;) + ¢ — 2 para i = 1,...,n e (2ra — 2)™™" pertencem a

o (Aa(I(G)))-

Exemplo 8. Considere G = K,,. Da Proposicio I11.2.2 seque que 0(Aq(Ky,)) = {n—1,an—1=11,

Portanto, do Teorema II1.2.5, 0(Aa(I(K,))) = { 2n — 4,n(a+1) —4=D 2a(n —1) — 2(*C5)

Em particular, tomando n = 4 obtemos [(K4), que € o grafo octaédrico mostrado na Figura I11.2, e

consequentemente o(Aq(1(Ky4))) = {4,460 — 29},
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U1

\/

Ug
U9 us

Figura II1.2: Grafo Octaédrico (I(Ky)).

Exemplo 9. Podemos ver que [(K5) é um grafo de ordem 10 e 6-regular. Do Teorema III.2.5,
temos que o(Ao(l(K5))) = {6,5a + 13 8a — 200}, Além disso, sabemos que I(K5) € o grafo de
Petersen e, a partir da Proposicio I1.3.4 obtemos o(An(1(K3))) = {3,560 — 2 20 + 1)},

Corolario III.2.8. (Silva Junior et al. [2023b]) Se « € [0, 1], entao
o(Aa(l(Knp))) = {Qn —2,n(a+1) =222 2an — 2("272”+1)} .

Demonstra¢io. De Malathy e Desikan [2017]| e Cvetkovic et al. [2004] sabemos que o(L(K,, ) =
{2n,n7=2) 0}. Além disso, da Proposicio 1.3.19 temos que o(L(Knpn)) = 0(Q(Ky,n)). Portanto,

a partir do Corolario I11.2.6, obtemos o resultado. O

O Teorema I11.2.9 e o Corolario I11.2.10 apresentam Py )y quando G ¢ um grafo semirregular
bipartido. Nestes dois resultados, e apenas neles, usaremos mg e ng para denotar o ntmero de

arestas e o nimero de vértices do grafo G.

Teorema II1.2.9. (Silva Junior et al. [2023b]) Sejam G um grafo bipartido semirregular, com

pardmetros inteiros positivos ny, na, r1 e ro, tal que ny > no, e a € [0,1). Entao,

ni—no
a1
Pa. )N = 1 —a)(A—a(r +712) + 2)’ Py ) (vVaraz) (042) 7
Azarymrit2 A—ar —rp+2 norg — NiT1 + 2n
onde op = - , Qg = T a B=nmri—ney= : '

Demonstragao. Seja G um grafo bipartido semirregular com partigoes Vi e Va tais que |Vi|=ny e

|Va|= ng, onde ny > ny e n;+mng = n. Sabemos que para todo v € V1, d(v) = r1 e para todo u € Va,

d(u) = rg. Além disso, sabemos que A(I(G)) = ﬁ (Ao (I(G)) — aD(U(G))).
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n1r1 + Naro

Como m¢ = nyq) = ——5 . segue que
1 «
)‘Inz(c) - A(Z<G)) )‘Inuc) - 1 Aa<l(G)) + 1— D(Z<G))
(1 - a)AITLl(G) 1 [0
Moy — A(l(G) o T aAa(l(G)) + T aD(l(G)). (I11.18)
Passando ao determinante, obtemos que
(1 — )My g, 1 o
Moy = AUG) | = |12 — —— 4,(U(G) + - DA(G)) | &
(1= @)@ | ALy, — A(z(G))) - ‘(1 — )My, — Aa(l(@)) + aD(l(G))’ .

Como G é um grafo semirregular bipartido temos D(I(G)) = (r1 + ro — 2)1,

g © que implica

que

(A =a)A+a(r +r2 = 2))In, o — Aa(l(G))| =(1 — @)@ |Al, A(l(G))] -

uG)

Entao,

Paa@)((I —a)d+arr +r2 —2)) = (1 — )" Pyay(A) &

A—oa(r;+ry—2
PAQ(Z(G)) ()\) = (]_ - a)”l(G) PA(Z(G)) < (1 o )) . (11119)
Aplicando o Teorema 1.3.4 em (II1.19), obtemos
oy ni—n2
PaacyN) = (1= a)’ (A= alry +12) +2)° Py (varaz) (@) 7
A—arg —1r1+ 2 A—ary —rg+2
onde a1 = T , Qg = 7 , B =mniri —ny —ng = niry —n and v =
-« -«
— 2 — 2
nara nlrl; (n +1n2) _ [2r2 77,217"1 +on e o resultado segue. O

Corolario IT1.2.10. (Silva Junior et al. [2023b]) Sejam G um grafo bipartido semirregular com
pardmetros inteiros positivos n1,na, r1 e T2, tal queny > ngy ea € [0,1). Sejam A1 (A(G)), - .., Ay (A(G))

0s ny maiores autovalores de A(G). Entao,

n2
Pa )N = (A= a(ry +712) + 2PN = (r1 +12) +2)(1 = )" 2] " [ [(ara — A7) (111.20)
=2
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A—arg—1r1+2 A—ary —1ry+2 NoT9 — N1T1 + 2n
ondealz 1 , Qg = ,,B:nlrl—nefy: 5 .
-«

11—«
Demonstragcao. Seja G um grafo bipartido semirregular com parametros inteiros positivos ni, ns, 71
e 1y tais que ny > ny. Suponha que os ng maiores autovalores de A(G) sejam A1 (A(G)), ..., A, (A(G)).
Sabemos que A(G) = BOT i e, a partir do Teorema 1.3.3, segue que A\ (A(G)) = {/rir2. Além
disso, como o posto de B é no maximo ng, A(G) tem o autovalor 0 com multiplicidade pelo menos

n1 — no. Assim, a partir do Teorema I11.2.9, temos que:

n2

PAa(l(G))()‘) = (1 — Oé)’y()\ — Oé(?"l + 7"2) + Z)Ba?linQ H(a1a2 — )\22) (11121)
i=1
A—arg—1r1+ 2 A—ary —1r9+2 nare — Niry + 2n
onde a1 = & , Qg = o ,B=nir1 —ney= 5 )

Como ajag — )\% = qiag — 11712, temos

AN=(r1+7r2)+2)(AN—a(r +r2) + 2)‘

e (111.22)

a1 —1rry =

O resultado segue ao substituir (II11.22) em (II1.21). O

Os proximos teoremas apresentam os polindmios caracteristicos da matriz A, dos seguintes

grafos: S(G), R(G), Z(G) e T(G), quando G é um grafo r-regular.

Teorema II1.2.11. (Silva Junior et al. [2023b]) Seja G um grafo com n vértices e m arestas.

Se G é r-regular e a € [0,1), entdo

Pa,scy(N) = (A =20)"""(1 — )" Py, ) <)\2 —a(r 4212)_)\03 r(3a — 1))
e
Py s@)A) = (A =2a)™ (1 - a)QHPA(G) <>\2 —a(r+ 2()1)\j;“)(;12 +2a — 1)) |
Demonstragao. Sejam G um grafo r-regular com n vértices, m arestas e B sua matriz de incidéncia.
Sabemos que Aa(S(G)) = aD(5(G)) + (1 — ) A(S(G)). Como A(S(G)) = ](; LZT  temos

(A —2a)I,, —(1—a)BT

Py s(cnA) = [Mmin — Aa(S(G))|=
—(1-—a)B (A—an)l,
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Do Teorema 1.1.2, segue que

m (1 — 04)2 T
PAQ(S(G’))()‘) = ()\ - 204) ()\ - Oé’l")]n - N — 20 BB
=(A—=2a)"""|(A—ar)(A—2a)I, — (1 — )’BB"]. (IT1.23)

Pelo Lema 1.3.17 e pela Equagao (II1.23), temos

Pa,(s@anp(N) = (A =20)" (A = ar)(A = 20) = (1 = a)) I = (1 — @)* A(G)]

M —alr+2)A+7r(a®+2a—1)
(1-a)? )

= (A =2a2)""(1 = a)*" Py (
Além disso,

(1—a)’BBT = (1 —a)*rI, + (1 — a)?A(G) = (1 — a)*rI, + (1 — @)(Au(G) — arl,)

= (1 —3a+2a)rl, + (1 — a)As(G). (I11.24)
De (I11.23) e (II1.24) resulta
Pa,se)yN) = (A — 20)™ (A2 — (24 r)ar +7(3a — 1)1, — (1 — a) A (G)|

N —a(r+2)A+7r(3a — 1)>
(1-a)

=(A=2a0)"""(1 = )"Pa,c) (

e o resultado segue. O

Teorema II1.2.12. (Silva Junior et al. [2023b]) Seja G um grafo com n vértices e m arestas.

Se G é r-reqular e o € [0,1), entdo

N —a(r+2)A+r(=3a+1)
A—=3a+1

Paion(V) = (A — 20)™ (A — 3a + 1" Py (

A2 —2a(r + DA +r(3a? + 2a — 1))

Pau(iay) = (4= 20" (1= @)\~ 3a + 1) Pagey (220 TR

Demonstra¢do. Sejam G um grafo r-regular com n vértices, m arestas e B sua matriz de incidéncia.

T
Sabe-se que A,(R(G)) = aD(R(G)) 4+ (1 — a)A(R(G)). Como A(R(G)) = 0 B temos
B A(G)
(A —=2a)I, —(1 - )BT

P, rc)N) = [Mptm — Aa(R(G))|=

“(1-)B (A —2ar), — (1 - a)AG)|
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Do Teorema 1.1.2 segue que

(1—a)?BBT
A — 2«

=(A—2a)"""|(A=2a)((A—2ar)l, — (1 - a)A(G)) — (1 —a)®’BB"|. (I11.25)

PAQ(R(G))()\) = ()\ — Qa)m ()\ - 2a7“)In — (1 — Oé)A(G) -

Da equagao (II1.25) e do Lema 1.3.17, temos

Pa,(r@c)(A) = (A =2a)""" [(A = 2a)((A = 2ar)I,, — (1 — @) A(G)) — (1 — @)*(A(G) + r1,)|
= (A=2a)"7" |(A* = 2a(r + D)A + r(3a® + 200 — 1)), — ((1 — @)(A = 3o + 1)) A(G)|

A2 = 2a(r + DA +7r(3a? + 2a — 1)>
(1—a)A—3a+1) ’

=(A=20)"""((1 = a)(A = 3a+1))"Paq) <
Assim, ¢ possivel reescrever Py (g(q))(A) usando A, (G) da seguinte forma

(A —=2a)I, —(1 - )BT

P, rc)(A) = [Mptm — Aa(R(G))|= :
—(1—-a)B (A—ar)l, — Ay(G)

Portanto, segue do Teorema 1.1.2 que

—« 2 T
Paur@y) = 0= 20)" |~ an), — 4q(@) ~ LS DE
=(A=2a)"""|(A=2a)((A — ar)l, — Aa(G)) — (1 — a)*BBT|. (IT1.26)

Pelo Lema 1.3.17 e pela Equagao (II1.26), temos

Paricy(A) = (A =2a)"""|(\* = (r + 2)aX = 3ar + 1)L, — (A — 3a+ 1) A4 (G))|
A —a(r+2)A+7(=3a+ 1)>

=(A—2a)"""(A\ — H"P,
(A —2a) (A=3a+1)"Py, () < N30+l
e o resultado segue. O

Teorema II1.2.13. (Silva Junior et al. [2023b]) Seja G um grafo com n vértices e m arestas.

Se G € r-reqular e a € [0,1], entao

/\Q—ar)\—a2+2a(r+1)—2>

Pao@opN) = A= an)" A= (r+ Do+ D" Py, ey ( A—(r+1)a+1

Demonstra¢do. Sejam G um grafo r-regular com n vértices, m arestas e B sua matriz de incidén-

cia. Pela definicao, temos que Ao (2 (@) = aD(L(G)) + (1 — ) A(L(GQ)), onde A(L(R)) =
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0o B
BT A((Q))

, entao

A —ra)l, —(1—«o)B

P .
—(1—a)BT A, — AL(I(GQ))

Aa(@)(G))<)\) = [Mppm — Aa(@)<G))‘:

Pelo Teorema 1.1.2 temos

_a)2BT
= (A= ar)" (A = ar)(Mm = 4a(U(@))) = (1 = @)* BT B]. (111.27)

Aplicando o Lema 1.3.16, obtemos

(1-a)®’BTB = (1-a)?4A((G)) +2(1 — @)L, = (1 — a)(A.(I(GQ)) — 2a(r — 1) I,,,) + 2(1 — )?1,,

= (1 -a)A(I(@)) + (a® = 2a(r +1) + 2) 1. (I11.28)
Pelas Equagoes (II1.27) e (I11.28),
Py (o)) =A—ar)"" (W —ard—a®+2a(r+1) = 2)I, — (A — a(r + 1) + 1) 4, (I(G)))|

N —ard—a?+2a(r+1) —2
A—(r+1la+1 ’

= (A — CW“)n_m()\ - (7” + 1)@ + 1)mPAa(l(G)) (

Como consequéncia dos Teoremas 111.2.13 e II1.2.5, obtemos o Corolario 111.2.14

Corolario I11.2.14. (Silva Junior et al. [2023b]) Seja G um grafo com n vértices e m arestas.

Se G € r-regular e a € [0,1), entdo

AN+ (2=3ar)A+a?(2r2 = 1) = 2ra(l —a)\" " m
PaaayM = ( OO —a(r+ 1)1 1) ) A= (r+Da+1)
p M —(ar+r—2A-a?+ar’+ar—r
Aa(C) A—alr+1)+1
e
(N4 (2-3ar)A+a?(2rt = 1) — 2ra(l—a) """ m
PaciaayM = ( C—anO—a(r+ D)1 1) ) A=+ Da+1)

A2 — (2—r(2a+1))>\+T(a+1)(ra+a—1)—a2>.

(1 —a)" Py < 1—a)A—a(r+1)+1)

Os proximos resultados relacionam os autovalores de A, (7T'(G)) com os autovalores de A, (G) e
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A(G).

Teorema II1.2.15. (Silva Junior et al. [2023b]) Seja G um grafo r-regular (r > 1) com n
vértices e m arestas. Se os autovalores de Ay (G) sao M (Aa(G)), ..., M(Aa(G)) e € [0,1], entdo

Ao (T(Q)) possui m — n autovalores iguais a 2a(r + 1) — 2 e os outros 2n autovalores sao

% (2(a A Aa(@) = D) +r(at1) = /(o — Dlalr +2)2 — 2 —4(1 + )xi(Aa(G))))>

parat=1,...,n.

Demonstrag¢ao. Sejam G um grafo r-regular com n vértices, m arestas e B sua matriz de incidéncia.

Como Ay (T(G)) =aD(T(G)) + (1 —a)A(T(G)) e A(T(G)) = 4G b , temos
BT A((@))
(A —=2ra)l, — (1 — a)A(G) —(1—-«a)B
= [AMpem — A (T(G = .
Payr@nA) = Mot (T(@))] - a)BT O — 270} — (1 — )AL (I(C)
Pelos Lemas [.3.16 e 1.3.17 obtemos
(A —2ra)l, — (1 — a)(BBT —rl,) —(1-w)B
P rc)(A\) =
—(1—-a)BT (A —2ra)l,, — (1 —a)(BTB —2I,,)
(A =3ra+nr)l, — (1—a)BBT —(1—-«a)B
—(1 —a)BT (A —2ra+2—2a)l, — (1-a)B'B
B (A+7(1—3a)I, — (1 —a)BBT —(1-a)B
—((1=a)+A+7r(1-3a)B" + (1 —-a)B"BBT (A —2a(r+1)+2)I,
_ Fii Fio
Fao1 Fy

onde Fi; = (A +7(1 —3a))I, — (1 —a)BBT + T ;l__;;)(f_i_ D (—((1—a)+A+7(1 -3a))BT +

(1—-a)BTBBT), Fis =0, Foy = —(1 —a) + A+ 7r(1 — 3a))BT + (1 — a)BTBBT ¢ Fy =
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(A —2a(r +1) 4+ 2)1,,. Entao,

Pa, @A) = A +2—2a(r +1))™|(A+r(1 - 3a))I, — (1 — o) BBT

PR )] <_((1 —a) +A+r(l=30)B" + (1~ Q)BTBBT>

A+2—2a(r+1)

= (A +2=2a(r+ 1) (A +7(1 - 3a))L, — (1 —a)BBT)(A 4+ 2 — 2a(r + 1))

+(1—a) (—((1 —a)+A+7(1—-3a)BBT + (1 - a)BBTBBT)

= A +2—2a(r+1)" (A +7(1 —3a))I, — (1 —a)BBT)(A+2 — 2a(r + 1))

+(1-a) (-((1 —a) + A+ (1 =3a)), + (1 — a)BBT> BBT|. (I11.29)

Substituindo (I11.15) em (I11.29) temos

Pa, @y = A +2—=2a(r +1))"7" (A +2 = 2a(r + 1))((A — ar)l, — Aa(GQ))

@

+ (At ar—14+a)l, + Au(G))((r — 2ar)I, + Au(Q))

= (A+2—2a(r + 1)) A (G)? + (alr + 3) — 2\ + 1 — 3) Aa(G)

+ AN+ (—a(r+2) —r+2)A+ar(r+1) —r)1,|.

Se 0(Aa(G)) = {M(Ax(G)),. .., M (Aa(G))}, segue que

n

PAQ(T(G)) ()\) = (/\ + 2 — 20[(7“ + 1))mfn H <)\Z(AQ(G))2 + (Oé(?“ + 3) -2 +7r— 3))\Z(AQ(G))
=1

+)\2—|—(—a(r+2)—r+2))\+ar(r+1)—r)

=A+2—-2a(r+1)™" ﬁ ()\2 + (—a(r+2) =20 (4a(G)) =+ 2)A
i=1

+ X(Aa (@)% + (a(r +3) + 1 = 3)N(Aa(@) + ar(r +1) — r)

cujas raizes sao

% <2(a FA(Aa(@) = D)+ r(a+ 1) £/ (a—1)(alr +2)2 — 2 —4(1 + )\i(Aa(G))))>
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para i =1,...,n, obtendo assim o resultado. O

Teorema II1.2.16. (Silva Junior et al. [2023b]) Seja G um grafo r-regular (r > 1) com n
vértices e m arestas. Se os autovalores de A(G) sio M\ (A(G)), ..., \m(A(G)) e a € [0,1], entdo

Au(T(Q)) possui m —n autovalores iguais a 2a(r + 1) — 2 e os outros 2n autovalores sao:

% (~2(a — DOAG) ~ 1) +r(Ba+1) % (a — 1)V/IN(A(G)) + 72 + )

parat=1,...,n.

Demonstragao. Do Lema 1.3.17 e da Equagao (II1.29) temos que

Pa )N = (A+2=2a(r + 1)) "|(1 — a)?A(G)? + (1 — a)(=3a(r + 1) + 2A — r + 3) A(G)

+ (N = (rBa+1)+2(a—1))A+ 20 (a + 1) + (3% — 2a — 1)1,

Se 0(A(G)) = {M(A(G)), ..., \(A(G))}, conclui-se que

n

PAQ(T(G))(/\) = ()\ +2— 2a(r + 1))min H ((1 - a)Q)\Z(A(G))Q + (Oé — 1)(—3@(7‘ + 1) + 2A
=1

—r 4+ 3)N(AG) + X2 = (r(Ba+ 1)+ 2(a — 1)A + 2ar?(a + 1) + 7(3a% — 2a — 1))

=A+2-2a(r+1)m"

(2

+ (1 —a)?X(A(@)* = (a — 1)(Bra+3a + 7 — 3)N(A(G)) + 2ar(a + 1)

- ()\2 + ((a = 12X (A(G)) = 2) — r(3ar + 1)) A

+7(3a% — 200 — 1))

cujas raizes sao,

(—2(a —DN(AG)) = 1) + r(Ba+ 1) £ (. — 1)VAN(A(G)) + 72 + 4)

DN | =

para ¢ =1,...,n, obtendo assim o resultado. O
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Capitulo IV Cotas para os autovalores da matriz A,

Neste Capitulo apresentamos algumas cotas para o maior autovalor, para o segundo maior
autovalor e para o menor autovalor associado & matriz A,. Em cada segao subsequente, iniciamos
com as cotas inferiores, para entao avancarmos as superiores e quando possivel, exibiremos os grafos
extremais. Vale ressaltar que a maioria dos resultados apresentados neste capitulo estao publicados
em Silva Junior et al. [2023a). O resultados nao referenciados ja foram submetidos para a revista

Special Matrices.

IV.1 Cotas para A\ (4,(G))

A cota apresentada no Teorema IV.1.1 foi obtida através da aplicagdo direta do Lema 1.1.4 para

a matriz A, (G). Esse lema, cuja demonstragao pode ser vista em Kolotilina [1993|, tem como base
1

da demonstragao o Teorema I.1.6. Além disso, ao substituirmos a = 3 nesta cota, obtemos a mesma

cota para a matriz laplaciana sem sinal apresentada no Teorema 3.3 em Chen e Wang [2010].

Teorema IV.1.1. Sejam G um grafo de ordem n > 2, A e 6, respectivamente, o grau mdzimo e o

grau minimo de G e o € [0,1]. Entao

(A +6) +/a2(A —6)2 +4(1 — a)2A
2

M (Aa(G)) > (IV.1)

Se G € conexo, a igualdade ocorre se e somente se G = K1 1.

Demonstracao. Pelo Lema 1.1.4 temos que

Aa(G)ii + ad (Aa(G)“ — 015)2
M (46(G)) > max 5 + i + ) Aa(@)ijAa(G)ji
i#]
_alA+ad (@A — ab)? - -
= 5 + \ 1 + nax ; Aa(G)ijAa(G)ji

a(A+6) + aZ(A—5)2+41r£% ;AQ(G)ijAa(G)ji
7]

2
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Como A, (G) = aD(G) + (1 — a)A(G), segue que
ZAQ(G)ijAa(G)ﬂ = (1 - a)2 Z Q5 Qg
i#] i#]

e entao

(A +0) +/a2(A —06)2 +4(1 — a)2A

M(4a(G)) 2 S

Se G = Kj -1 temos que A =n —1 e d = 1, portanto a igualdade segue do Corolario I1.2.3.
Suponha agora que a igualdade em (IV.1) ocorra. Como G é conexo, A,(G) é irredutivel. Pela
condicao de igualdade presente no Lema 1.1.4, existe apenas uma linha(coluna) de A, (G) contendo
mais do que uma entrada nao nula fora da diagonal. Entao, existe apenas um vértice v com d(v) > 2.

Portanto, G = K1 5,—1. O

Observacao IV.1.2. Uma vez que a cota apresentada no Teorema IV.1.1 € baseada em cotas para
o maior autovalor da matriz Laplacina sem sinal, vale destacar que ao substituir o = 0 obtemos a

cota para o maior autovalor da matriz de adjacéncia apresentada por Favaron et al. [1993],

As cotas apresentadas nos Teorema IV.1.3 e IV.1.6 foram obtidas através de adaptagdes da cota
para a matriz de adjacéncia presente no Teorema 3.2 em Pintu Bhunia e Paul [2019] e utilizam

como base da demonstragao o Teorema I.1.10.

Teorema IV.1.3. (Silva Junior et al. [2023a]) Sejam « € [0,1] e G um grafo com m # 0

arestas, n > 3 vértices, A e & o maior e o menor grau dos vértices, respectivamente. Entao,

M (Aa(G)) > <A2 +62 4+ M) o 1o S ;. (IV.2)

n—2 2m m
viv;EE
-1
A igualdade ocorre se, e somente se, G € reqular ou existe v com a propriedade de que G =2 U GrU
k=1

K tal que Gy, € r-regular para todo 1 < k <[ —1.

Demonstracao. Pela Proposicdo I1.1.1 sabemos que existe um autovetor x € IR™ associado a

T
M (An(G)) que satisfaz A(A4(G)) = max 7 Aa(G)x

T Portanto, para todo y # kx, k € IR,
zeR* x'x

temos

A1 (Aa(G))

Y
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Tomando y = (v/d1,Vds,...,/dy), temos que

azn:d? +(1—a)y"AG))y azn:d? (1-a) Y 2\/did;
i=1 i=1

VU
= -

A1(4a(G)) 2m 2m 2m

v

Aplicando o Teorema 1.2.1, temos

A (Aa(G)) > Qi {N L2y

m

(2m — A — 5)2]

n—2

e ;10‘) Y Jdid;. (IV.3)

viv; €L

Para o estudo dos grafos extremais, comecemos por supor que G é um grafo r-regular. Logo,

A=d=rem= % Além disso, pelo Lema I1.1.2 temos que A1(A4(G)) = r. Entao,

o' (2m — A — §)? (1—a)
— |AZ 52 d; =
o [ + 60— + > Vdid;
vvjEE
)2 _ 200 _ 92
r2+r2+(nr r—r) (1 a)mr a 22+7‘(n 2) -y =
nr -2 m nr n—2
%7‘2[2+n—2]—i—(l—a)r:ar—i—(l—a)r:r.
-1 -1
Suponha, agora, que G = U G UK tal que Gy, é r-regular. Temos Z\V(Gk)H-l =n, A=r,
k=1 k=1
(n—1)r
0=0,m= e novamente pelo Lema II.1.2 temos que A;(A4(G)) = r. Portanto,
o' (2m — A — §)? (1—a)
— |A? 442 did; =
2m { ot n—2 * m Z J
vivj €L
o' 5 (n—1r—r)? 1l-a)
(n—l)r[r—i_ n—2 + m
2 2
a 5 7 (n—2) o' 9
B P Z2  y—ayr=—2 -1+ (1—a)=
=T [r A— }—i—( a)r (n—l)rr (n—=1)+1—-a)r

ar+(1—a)r=r.

Vamos agora provar que os grafos definidos anteriormente sao os tinicos que verificam a igualdade.

Para isso, consideremos que exista um grafo G que satisfaz

B 9 5 (2m— A —6)? a l-a —
M (Aa(@)) = <A FOt e z;E\/dZd].
Vivj
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Isso implica que = = (V/dy,...,v/d,) ¢ um autovetor de A,(G) associado a Ai(A(G)), isto &
Ao(G)x = A (As(G))x. Inicialmente, suponhamos que G é conexo. Logo, pela definigdo de auto-

vetor segue que
vivjEE

ad; + (1 — ) 7

= Mi(4a(G)),

para todo i = 1,...n. Portanto, para i e s arbitrarios, tais que i # s, temos

> Vad > Vi

Vv € :ads+(1_a)vsv16

di + (1 - EEEre— V4
ad + (1 - )™ h (1V.4)

sendo valida a igualdade (IV.4) para todo « € [0, 1].
Considere a fungao afim fis : [0,1] — IR definida por

Yo Vdd; D> /did; Yo Vdd; D /did;
vsv; €L viv; €L vsv; €L viv; €L

fis(a) = [ di —ds + . - di a— . + 7

Como a Equagao (IV.4) ocorre para todo « € [0, 1], temos que a funcao f;s = 0. Portanto,

D Vi ) dids

vsv; €L viv; €EE

dy a d; =0
(§
> Vdd; DV
o vsv; €L B viv; €L _
di —dg + o . —0,

consequentemete temos que d; = d;.
Como i e s sao arbitrarios e tomando d; = ds em (IV.4) temos que a identidade & verificada

para todo « € [0,1] o que implica que G é regular.
1 1
Agora, suponhamos que G é desconexo, ou seja, G = U Gy, tal que Z\V(Gkﬂ: n. Assim,

k=1 k=1
para cada componente temos

> Vdid;
Vv EE
adi + (1 —a) 252 — = A (Aa(Gh)),
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para todo i = 1,...,|V(Gy)|. Portanto, para i e s arbitrarios, tais que i # s temos
> Vdid, > Vdsd,
ad; + (1 — a)L =oads + (1 — oz)v e
d; ds

Utilizando uma justificativa semelhante & anterior, temos que d; = dg e entao G, Vk, é regular. Pelo
(2m — A — §)?

Teorema 1.2.1 temos que Z1(G) = A% 462+ —

ocorre se, e somente se, do = + -+ = dj,_1.
! I-1

Entao, G = U GrouG = U G UK tal que existe r com a propriedade de que Gy, é r-regular. [
k=1 k=1

Observagao IV.1.4. Ao substituir « = 0 na desigualdade (IV.2) obtemos a mesma cota para

matriz de adjacéncia presente em Pintu Bhunia e Paul [2019].

Corolario IV.1.5. Sejam a € [0,1] e G um grafo com m # 0 arestas, n > 3 vértices, A e § o

maior e o menor grau dos vértices, respectivamente. Entdo,

2m — A —6)%\ « -
A1 (A > (A% 452 (— — 4+ (1 — a)d. Iv.
oG > (a2 24 BRZE ) A1 (v 5)
A igualdade ocorre se, e somente se, G € regular.

1
Demonstracao. O resultado segue diretamente do Teorema IV.1.3 e tomando a = 5 Do Teo-
rema [.2.4. O

Teorema IV.1.6. Sejam a € [0,1] e G um grafo com m # 0 arestas, n > 3 vértices, A e § o grau

mdximo e minimo, respectivamente. Entdo,

(A% +62%)(n —2) + (2m — A — §)? 8m?
=) e m T = D@Em =)

AM(Aa(G)) > «

- 2m(n — 2) (IV-6)

A igualdade ocorre se G € um grafo regular.

Demonstracao. Sabemos pela Proposigdo I1.1.1 que existe um autovetor x € IR"™ associado ao

T
autovalor A;(A4(G)) que satisfaz A\ (A4 (G)) = max ©” Aa(G)z

T . Portanto para todo y # kx, onde
zeR” zlx

k € IR, temos

A1 (Aa(G))

v
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Tomando y = (d(v1),d(v2),...,d(vy)) = (d1,da,...,d,), temos

n

azn:d? +(1-ay AG)y oY & (1-0)2 ) did
=1

=1 Ui~Uj

_l’_

M (Aa(G)) >

> d > d > d
i=1 i=1 i=1
—aZl (1) :ag(g) +(1—a>2§1(§)
i=1 i=1
Segue da Proposicao 1.2.3 e do Teorema 1.2.4 que
Z2(@) 8m3 ,
2 Z1(G) 8m
Ag > 2m 1-— n?__ 21 l—a)—5——.
)\1( (G)) Z Q@ Zl(G) + ( Oé) Zl(G) «Q 2m + ( Oé) n221(G)

Usando os Lemas 1.2.1 e [.2.2 e ap6s alguma manipulacao algébrica o resultado segue.

Para provar a igualdade, suponha que G seja um grafo r-regular. Logo A =d=rem = %

Pelo Lema I1.1.2 temos que A\;(A4(G)) = r. Entao,

an((A+5)2—4m(A—|—5—m)+(A2+52)(n—2)) (1—a) 8m?3 _
2m n?(26m — (n — 1)(2m — nd))
nr nr nry 3
et Gt ) B ik N 5(3) )
27 n? (27"? —(n—1) (2? — m’))
2ra 2ria
ar — — —ar—+r=r

O

O Teorema IV.1.7 apresenta outra cota inferior de A\1(A,(G)). Esta cota é obtida de forma
semelhante & cota inferior para A;(A(G)), presente no Teorema 1 em Kumar [2010], e utiliza sub-
matrizes principais da matriz A,(G) para obter uma cota para o seu maior autovalor. Denotemos
por (A,)i, A; e D; o i-ésimo vetor coluna das matrizes A,(G), A(G) e D(G), respetivamente. Além

disso, definimos c;; = [Ny, N Ny, |.

Teorema IV.1.7. (Silva Junior et al. [2023a]) Seja G um grafo com n > 2 vértices e a € [0, 1].
Entao

, max ’
2 i<i 2

IV.7)

1(Aa > max { max

onde C1 = O(at) e Oy = O(at).
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Demonstra¢ao. Sabemos que Aj(M), para toda a matriz simétrica M, é maior ou igual ao maior
autovalor de qualquer submatriz principal de M. Além disso, é facil ver que qualquer submatriz

principal de ordem dois de A2(G) ¢ da forma

Entao,

(ATY);(AL):  (AT),;(AL); (aDT + (1 —a)AT)(aDi+ (1 —a)A;)  (aD] + (1 —a)AT)(aD; + (1 — @)A;)

[(AaT)i(Aa)i (Ai“)i(Aa)j] _ {(aD? +(1-a)AT)(@Di + (1~ a)A;)  (aDf + (1 - a)AT)(aD; + (1 - a)A]a} _
J

[QQDZ.TDZ- +a(l—a)DTA, + ATD,) + (1 — 2)?ATA; o?DTD; +a(l —a)(DTA; + ATD;) + (1 — a)2ATA;

(IV.8)
a’D]D; + (1 —a)(D] A + ATD;) + (1 - )?ATA; o’D]D;+a(l-a)(DTA; +ATD;)+(1- a)QA].TAJ]

Assim, temos duas situacoes a considerar. Primeiro, suponhamos que v; ~ v;. Logo, de (IV.8)

temos que
(Ad)i(Aa)i (AD)i(An);| _ a?df + (1 - a)?d; a(l —a)(d; +dj) + (1 — a)?cy;
(AD);(Aa)i (Ag);(Aq); a(l —a)(d; +dj) + (1 - a)%c; a’d} + (1 — a)?d; |

Como A1 (AZ(G)) > A1(B) segue-se

M(A(G) 2 = [o2(d + B) + (1= )i+ dy) + /Oy

onde Cy = o*(d? — d?)2 + 4cij(a —1)3(cij(a — 1) = 2a(d; + d;j)) + (d;i — d;)?(a* — 4a3 + 202 +
1) + 2042(04 — 1)2(di + dj)(dg — Qdidj + 2d; + d? + 2dj)

Agora, suponhamos que v; » v;. Assim, segue de (IV.8) que

5 (AL)i(Aw)i  (AD)i(Aq); _ |+ (1= )%, (1—a)?cy
(AD)j(As)i (AD);(AL); (1—a)’ey o?d3 + (1 — «)?d;

Entao,

M(A(C) = [+ ) + (1= 02(ds+ ) +/Co

onde Cy = a*(d? — d?)2 + 4012]-(@ — D)4 (d; — dj)*(1 — 4a) + a?(d; — d;)?(a?(2d; + 2d; + 1) — da(d; +
d;j 4+ 1)+ 2(d; + d;) + 6), obtendo assim a desigualdade desejada. O

A cota apresentada no Teorema IV.1.8 foi alcangada pela adaptagdo das cotas superiores de
matriz de adjacéncia presentes em Stanley [1987] e Yuan [1988]. Para a demonstragao desta cota,

utilizamos a definigdo de autovalor e autovetor junto com a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
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Teorema IV.1.8. (Silva Junior et al. [2023a]) Se G é um grafo conexo com n vértices, m

arestas, grau mdzimo A, grau minimo § e a € [0, 1], entdo

M(A(G)) < Va2(2mn —n(n —1)6 +2m(5 — 1)) + 2m(1 — )2 4+ 6(a26 + (1 — a)2)(A —n +1).
(Iv.9)

Demonstragao. Denote por (Ay); a i-¢sima linha da matriz A,(G). Da Proposicao I1.1.3, seja
X = (z1,...,2,) 0 autovetor positivo unitario associado a A1 (A4(G)). Denote X’ o vetor obtido
de X substituindo z; por 0 se v; nao é adjacente a v;. Como Ay(G)X = A\ (Aq(G))X, temos que
M (An(G))z; = (A0)iX = (An)i X°.

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

M (Aa(G))2? = [(A)i X' P< [(AiPIX P= (0 + (1 —a)?d) [1- Y 22|, (1v.10)

7
Vi*v

Tomando a Desigualdade (IV.10) para todo 4, temos

A(A(G)) < aQi Zd - Z (die® + (1 —a)yd) [ > a7 . (IV.11)
=1 =1

Notemos que

n

D (die® + (1 —a)’d;) (vZ] ) —a22d2<z x> 1—a2idz<z x>

=1 eZN ’U]’ﬁ’l) i1=1 'UJW'U
n n
>a2522<2x> 1—a25z<2x>
i=1 \Vj™Vi i=1 \V;j>®Vi
n n

= a?? Z(n —d; —Da?+ (1 - )% Z(n —d; — 1)a?

i=1 i=1

=a?**(n—1)+ (1 —a)?(n — 1) 2522da:— —a)%Zdixf.

Assim, substituindo (IV.12) em (IV.11), temos

(A <a22d2 a)2Zdi—5(n—1)(a25+(1—a))+a2522dz +( 25de
=1

=1

< a? de +2m(l —a)? +6(a?0 + (1 — a)*) (A —n+1).

i=1

Pelo Teorema 1.2.2 temos

A (AL (@) < a?(2mn —n(n —1)6 +2m(6 — 1)) + 2m(1 — a)* + §(a?5 + (1 — a)*)(A —n +1).
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Logo,

M (A (@) < VVa2(2mn —n(n — 1)5 +2m(6 — 1)) +2m(1 — )2 4+ 6(a26 + (1 — a)2)(A —n+ 1) (IV.13)

obtendo assim o resultado. O

A cota superior obtida no Teorema IV.1.9 é baseada na cota superior para matriz de adjacéncia
presente no Teorema 2.3 em Hong et al. [2001] e no Teorema 4.1 em Nikiforov [2002]. A demonstracao
desta cota utiliza basicamente expressoes que envolvem a soma das linhas de uma matriz e os

Lemas 1.3.6 e 1.3.7

Teorema IV.1.9. (Silva Junior et al. [2023a]) Sejam G um grafo com n vértices, m # 0 arestas,

grau mdximo A, grau minimo § e a € [0,1]. Entdo

M(Aa(G)) < (5 14121 4@A? — a6 —1)0+ (1 —a)(2m —d(n— 1))) . (IV.14)

A igualdade ocorre se, e somente se, G € regular.

Demonstrag¢ao. Seja M uma matriz qualquer associada a um grafo G e S,(M) a soma da linha de

M correspondente ao vértice v. E facil ver que
Su(A%(G) = (0 = 1) Au(G)) = S,(AL(G)) = (8 = 1)Su(Aa(@)).

De Nikiforov [2017], temos

e portanto,

Su(A2(G) = (6 — 1) Aa(@)) = aSu(D*(GQ)) + (1 — @)5,(A*(G)) — a(8 — 1)S,(D(G)) — (1 — a)(§ — 1)Su(A(G))
= aS.(D*(@)) — a(d — DS.(D(G)) + (1 - a) 8. (A*(G) — (6 — ) A(G)).

Pelo Lema [.3.7, temos

Su(A2(G) = (6 = 1) 4a(G)) < aS,(DX(@)) — a(d = 1)S,(D(G)) + (1 — a)(2m — 5(n — 1)).
(IV.15)

A Desigualdade (IV.15), ¢é verificada para todos os vértices v € V(G) e para a € [0,1]. Assim,
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segue do Lema 1.3.6 que

M (4a(G)) = (6 = DAi(Aa(G)) < ad*(v) — a(d — 1)d(v) + (1 = a)(2m — §(n — 1))

<aA? —a(6 —1)5+ (1 —a)@2m —d(n—1)) (IV.16)

Resolvendo a inequagao quadratica acima, obtemos

1

M(AL(G)) < (5 14012 1+ 4(aA? — a6 —1)d + (1 — a)(2m — o(n — 1))) .

N |

Agora, suponha que G seja um grafo r-regular. Pelo Lema I1.1.2 temos que A (A44(G)) =7 e

ComodzA:rem:%segueque%<(5—1+\/(5—1)2+4(aA2—a(5—1)5+(1—a)(2m—5(n—1))) =

r = M(Aa(G)). Agora, suponhamos que a igualdade se verifica. Entao, todas as desigualdades

acima tém de ser igualdades. Pelo Lema 1.3.7 temos que

Y. dlu)=(n—dw)-1)3,
URD, UFEV
para todo v € V(G). Logo, ou d(v) =n—1ou d(u) = ¢, para todo u € V(G) e u » v, o que implica
que ou G é um grafo regular ou G é um grafo birregular em que cada vértice tem grau d ou n — 1.

Como a segunda nao pode ocorrer devido & Desigualdade (IV.16) obtemos o resultado. O

Observagao IV.1.10. Do Teorema IV.1.9 temos que a igualdade em (IV.14) ocorre se e somente

se G € regular. Tomando este grafo extremal e o aplicando na Desigualdade (IV.9), obtemos

?(2mn —n(n—1)6+2m(6 — 1)) +2m(l —a)? + 6?6+ (1 —a)?) (A —n+1) =
A+ 2 + 1)+ (1 = 2a)(r? + 1) > r2
Dessa forma, temos que para os grafos requlares a cota superior obtida em (IV.9) € maior, e conse-

quentemente pior, do que a cota superior obtida em (IV.14).

A cota superior obtida no Teorema IV.1.11 é baseada na cota superior para matriz de adjacéncia
presente no Teorema 2 em Cao [1998|. A demonstragao desta cota utiliza expressoes que envolvem

a soma das linhas de uma matriz e o Lema 1.3.6.

Teorema IV.1.11. Sejam G um grafo com n vértices, m # 0 arestas, A seu grau mdzimo, § seu

grau minimo e « € [0, 1]. Entao,

M(AL(G)) < VaA?+ (1 —a)(A6 —1)—d(n — 1)+ 2m). (IV.17)

Além disso, a igualdade ocorre se e somente se G € um grafo regular.
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Demonstragao. Seja S,(M) a soma da linha de M correspondente a cada vértice v. Como A, (G) =

aD(G) + (1 — a)A(G), temos que S,(A4(G)) = d(v) e So(A(G)D(G)) = S,(A*(G)) = Zd(u) =
2m — d(v) — Z d(u). Entao,

uU*v

UFV

Su(A2(G)) = Sy ((aD(G) + (1 — @) A(G))?) = Sy (aD(G)Aa(G) + a(l — @) A(G)D(G) + (1 — @)*A*(@))
= a8, (D(G)Aa(G)) + a(l —a)S, (A(G)D(G)) + (1 — a)*S, (A*(@))
=ad’(v) +a(l —a) | 2m—d(v) =Y d(u) | + (1 -a)? | 2m—d@v) =Y d(u)

Uu*v U*v

UFv UFAV

= ad?(v) + (1 —a) | 2m —d(v) — Z d(u)

u#v
< ad*(v) + (1 — a)(2m — d(v) — (n — d(v) — 1)6)
= ad*(v) + (1 — a)(2m + (6 — 1)d(v) — 6(n — 1))

<aA?+(1—a)2m+ (6 —1)A —6(n—1))
Portanto, para todo v € V', temos
SU(Ai(G)) <aA?+(1- a)2m+ (6 — 1)A = d(n—1)).

Pelo Lema 1.3.6,
M(AL(G) <aA?+ (1 —a)2m+ (0 —1)A = d(n—1))

Resolvendo a inequagao quadratica, obtemos o resultado.

Suponha inicialmente que G seja um grafo r-regular, assim

VaAT T (1 —a)(AGB —1)—d(n—1) + 2m) = \/ar2 r(1-a) (r(r 1) —r(n—1)+ 2%)

:\/arz+(1—a)(r2—r—rn+r—l—nr):7“

Suponha, agora, qua a igiualdade em (IV.17) ocorra. Isso implica que todas as desigualdades
apresentadas anteriormente na demosntra¢ao sejam igualdades. Portanto, d(v) = A para todo

v € V, 0 que implica que G é um grafo regular. O

No Capitulo V, as cotas apresentadas nesta se¢do sdo analisadas em comparag¢oes umas com as
outras, bem como com outras cotas encontradas na literatura, devidamente separadas de acordo

com os critérios estabelecidos.
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IV.2 Cotas para A\ (4,(G))

Nesta segao, apresentamos algumas cotas para o segundo maior autovalor de A,(G). Os dois
ultimos resultados dizem respeito a cotas da soma dos dois maiores autovalores da matriz A (G).

Todos os resultados apresentados dizem respeito a classes particulares de grafos.

Proposicao IV.2.1. (Silva Junior et al. [2023a]) Sejam G um grafo r-reqular com n vértices,

numero de independéncia v(G) e a € [0,1]. Entao,

n—1—rG
A (Au(G)) > ar+ (1 — ) (1 + 2(W(G)17»LW(G))1 ) . (IV.18)

A igualdade € obtida se G = K.
Demonstrag¢ao. Do Teorema 1.1.8 sabemos que

A2(Aa(G)) = A2(aD(G) + (1 = ) A(G)) = adn(D(G)) + (1 = ) A2(A(G)) = ar + (1 — @) A2 (A(G))

e do Teorema 1.3.8 o resultado segue.

Agora, suponhamos que G = K,,. Entao 7(G) =1, r = n — 1 e, consequentemente,

—1 =G
ar+(1—a)(—1+2(n L-7) )—an—l

(G~
e da Proposicao 11.2.1 a igualdade é obtida. O

A proposicao abaixo estabelece uma relagdo entre os autovalores de um grafo bipartido e os
autovalores de seu complemento bipartido. Este resultado foi fundamentado em estudos anteriores

descritos em Alazemi et al. [2019].

Proposicao IV.2.2. (Silva Junior et al. [2023a]) Considere G um grafo bipartido conexo com
n vértices. Sejam Ky, (1 < p < q) o grafo bipartido completo cujas parti¢oes sao as mesmas que

as de G, G o complemento bipartido de G e a € [0,1]. Entdo,

g — A3 (Aa(@)) < A\j(Aa(@)) < ga — Ao jin(Aa(@))

para j =1,2.

Demonstracao. Sabemos que Ay (G) + Ay(G) = Aa(Kp q). Segue do Teorema 1.1.8 que

/\j(Aa(G)) + )‘i—j-&-n(Aa(é)) < )‘i(Aoc(Kp,q))a l<i<js<n (Iv.19)
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N(Aa(EKpg)) < A(Aa(G) + My (Aa(@), 1<j<i<n. (1V.20)

Das Desigualdades (IV.19) e (IV.20), temos

A (Aa(@)) < Mi(Aa(Kpg)) — Aizjin(Aa(G)) (1v.21)

N(Aa(EKpg)) = Mo (Aa(@) < Ay (Aa(@)) (1V.22)

Segue da Proposigao 11.2.2 que A\y(An(Kp4)) = ag e tomando ¢ = 2 nas Desigualdades (IV.21) e
(IV.22), obtemos
A(Aa(@)) < qa = Aa—jin(Aa(G)).

ga = A3—j(Aa(@)) < Xj(4a(G)).

Entao,

g0 — A3—(4a(G)) < Xj(4a(G)) < qa — Ao—jin(Aa(G)), j=1,2
e assim obtemos o resultado. O

Corolario IV.2.3. (Silva Junior et al. [2023a]) Sejam G um grafo bipartido conezxo e r-reqular

com n vértices e o € [0, 1], entdo

A(Aa(@) < —(a+1) —r. (IV.23)

n
2
Demonstragao. Sejam G um grafo bipartido conexo e r-regular, tal que V' = V; U V,, onde |Vi|=p

e|Val=q(p<q)e G o seu complemento bipartido. Pela da Proposicio IV.2.2, sabemos que
Aj(4a(G)) < qa — /\2fj+n(Aa(é))a J=12

Tomando 7 = 2, temos

A2(Aa(G)) < qa = Ma(Aa(G))

n
Como G é um grafo bipartido r-regular, segue que ¢ = —. Além disso, sabemos que o grafo
G também & bipartido e <g — r)—regular, o que implica que )q(Aa(é)) = g —re (g — r) >
~An(Aa(G)). Consequentemente o resultado segue. O

A cota superior obtida pelo Corolario IV.2.3 pode ser melhorada, como podemos ver na Pro-

posicao IV.2.4. Esta proposigao foi baseada no Teorema 3.1 em Stani¢ e Koledin [2013|, que exibe
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uma cota superior para o segundo maior autovalor da matriz de adjacéncia de um grafo bipartido

r-regular.
Proposicao IV.2.4. (Silva Junior et al. [2023a]) Seja G um grafo bipartido conezxo e r-reqular
com n vértices e a € [0, 1]. Entao

Ao(Aa(G)) < a (2r - g) + g — (IV.24)

Demonstra¢ao. Como G é bipartido e r-regular, do Teorema 1.3.1 e da Proposicao 1.3.2 segue que
M(A(G)) = 7 e M(A(G)) = —r sdo autovalores de A(G). Além disso, temos que G é (g — r>—

regular e bipartido, entdao A (A(G)) = % —7 e M(AQ)) = —g + 7 sao autovalores de A(G). Do

Lema II.1.2 segue que

M(Aa(@)) = ar+ (1 — a) e (A(G)), paral <k <n (IV.25)
Me(Aa(G)) = a (g - r) + (1 - )M(AG)), para 1 < k < n. (IV..26)

Como, Ai(Aa(G)) = 7 e A (4a(G)) = g — r, segue das Equagoes (IV.25) e (IV.26) que
An(Aa(@)) = (20 — 1) € Ay (Aa(G)) = (g - r) (2ac — 1). Por outro lado, subtraindo a Equacao
(IV.26) da (IV.25) e usando o Teorema 1.3.5 temos que A\;(Aq(G)) = M (Aa(Q)), VE, 2 <k <n-—1
obtendo

n

M(Aa(G)) = a <2r - 5) + A (Aa () (IV.27)

Tomando k = 2 e considerando A1 (A (G)) > Aa(Aa(G)), temos que

2

A2(A4(G)) <« (27“ - —) + g =3 1—a)+r2a—1) (IV.28)

e o resultado segue. O

Observagao IV.2.5. Vule ressaltar que se G é um grafo reqular, conexo e bipartido, e a reqularidade

n
é 5 ent@o as cotas superiores mostradas nas equagoes (IV.23) e (IV.24) sao iguais.

Os proxios resultados, Proposicaoes I1V.2.6 e IV.2.7, foram baseadas no Corolario 3.2 presente

em Ebrahimi B et al. [2008] e no Corolario 3.1 presente em Stani¢ e Koledin [2013].

Proposicao IV.2.6. (Silva Junior et al. [2023a]) Sejam G um grafo r-regular de ordem mn.
FEntao
M (Aa(GQ)) + X2(An(Q)) < 2ra+ (1 — a)(n —2).

A igualdade ocorre se, e somente se, G possui uma componente conexa que € um grafo bipartido.
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Demonstracao. Seja G um grafo r-regular de ordem n. Através do Teorema 1.3.14 e do Lema I1.1.2,

temos
M (Ao (G)) + X2 (Aa(G)) =2ar + (1 — a)(M(A(G)) + M2 (A(G))) < 2ar + (1 — a)(n—2). (IV.29)
A igualdade ocorre se, e somente se, G possui uma componente conexa que é um grafo bipartido, e

o resultado segue. O

Proposicao IV.2.7. (Silva Junior et al. [2023a]) Seja G um grafo bipartido r-regular de ordem
neac[0,1). Entao, \(Aa(Q)) + X2(Aa(G)) < 2ra+(1—a)5. A igualdade ocorre se, e somente

se, G € desconexo.

Demonstragao. Seja G um grafo bipartido r-regular. Pelo Lema I1.1.2; temos A1 (A (G)) = r. Além

disso, pela Proposigao 1V.2.4, temos

M(An(G)) + Aa(An(G)) < 7+ (21" - g) + g —r=a(2r- g) + g —2ra + (1 —oz)g.

Agora, suponhamos que A1 (Aq(G)) + Aa(Aa(G)) = 2ra+ (1—a)2. Como G é r-regular, temos que
M(Aa(@) = ar + (1 — )M (A(G)) e Aao(Aa(G)) = ar + (1 — a) Ao (A(G))
e, consequentemente,
M(Aa(@)) + X(4a(G)) = 2ar + (1 — @) (M(A(G)) + X (A(G))).

Assim,

M(A(G)) + X (AG)) = g

e segue do Corolario 1.3.13 que G ¢ desconexo.

Agora, suponha que G é desconexo. Do Corolario 1.3.13, temos A (A(G)) + A2(A(G)) = z.
Como G é r-regular, temos
A (Aa(G)) + A2(Aa(G)) = 2ar + (1 — ) (A (A(G)) + X2(A(G))) = 2ar + (1 — Oé)g-
e o resultado segue. O

IV.3 Cotas para \,(A4,(G))

Para finalizar este capitulo, apresentamos duas cotas para o menor autovalor de A, (G).
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Proposicao IV.3.1. (Silva Junior et al. [2023a]) Sejam G um grafo com n vértices, grau

minimo ¢ # 0, grau mdzimo A, nimero de independéncia v(G) e a € [0,1]. Entao,

1(G)&°

M (4a(G)) < @A + (1_Q)A1(A(G))(7(G) — (IV.30)
Em particular, se G € um grafo r-regular, temos
Mn(Aa(G)) < ar+ (1 — a)y('YG(?)_rn (IV.31)

n

2
A igualdade ocorre se G = Ky, ou, quando n € par, G = U Ky, ou G = K% U K%.

i=1
Demonstragao. Através do Coroléario 1.1.9 e do Teorema 1.3.9, obtemos a cota (IV.30) e, a partir
do Corolario 1.1.9 e do Teorema 1.3.10, conclui-se a cota (IV.31). Inicialmente, suponhamos que

G = K,. Entdo, v(G) = 1 e, a partir da Proposi¢ao I1.2.1, temos que A, (A4(G)) = an — 1.

=

(@)r
Portanto, ar + (1 — a) ————— =an — 1.
1(G) —n
2
Agora, suponha que n é par e G = U Ks. Sabemos que v(G) = g, r=1, M(A4.(G)) =2a—1
i=1
WG _ ) ~
e, consequentemente, ar+ (1 _Q)W = 2a— 1. Por fim, suponha que n é pare G = K% UK%.
y —n
G
Nesse caso, 7(G) =2, r = g— le M (An(G)) = ga— 1. Portanto, ar+ (1 _a)v(’yC(?))—rn = ozg -1,
e o resultado segue. O

Proposicao IV.3.2. (Silva Junior et al. [2023a]) Seja G um grafo sem triangulos com n vértices

e numero de independéncia v(G). Entao,

Demonstragio. Através do Corolario 1.1.9, temos que A\, (A4(G)) < aA + (1 — a)\(A(G)) e,

aplicando o Teorema 1.3.11, o resultado segue. O
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Capitulo V Comparacgao entre as cotas do maior autovalor da matriz A,

A determinagao de cotas para os autovalores de matrizes associadas a um grafo G tem sido
tema de interesse em diversas areas, como por exemplo na TEG, Mateméatica Aplicada (Gutman e
Polansky [1986]), Ciéncia da Computacao (Spielman [2007b]), Fisica (Estrada [2011]) e Engenharia
(Estrada e Hatano [2006]). Obter cotas para os autovalores de matrizes associadas a grafos com
grafos extremais é um desafio, pois sua elaboragao requer a aplicagéo de técnicas de demonstragao e
métodos computacionais. Muitos autores tém contribuido para esse campo, desenvolvendo técnicas
inovadoras e algoritmos para melhorar a precisao das cotas. No entanto, a questao fundamental que
surge é: o que define uma boa cota?

A resposta a essa pergunta ndo é trivial, uma vez que as cotas produzidas podem apresentar
particularidades, tornando-as, muitas vezes, incomparéveis entre si. Uma “boa cota” esté relacionada
aos diferentes contextos nos quais os grafos sao aplicados. Em algumas situagoes, a prioridade
pode ser a precisao numérica, enquanto em outras, a importancia recai sobre a interpretagao ou a
obtencao de grafos extremais para essas cotas. Em outros casos, a rapidez na obtencao das cotas
pode prevalecer sobre a precisao.

Portanto, a busca por cotas eficazes para os autovalores das matrizes associadas a um grafo G
é um desafio continuo. Por ser um processo complexo em alguns casos, vale destacar a importancia
da pesquisa e do desenvolvimento de novos métodos para a obtengao de cotas que se adequem as
necessidades de cada aplicagao.

No decorrer deste capitulo, utilizamos predominantemente a biblioteca Networkx! do Python
para construir grande parte dos teste apresentados. Além disso, implementamos manualmente
algumas rotinas para a construgao de familias de grafos nao existentes no Networkx. Para as cotas
do maior autovalor da matriz A, variamos o nimero de vértices e os valores de « em nossas anélises,
explorando assim o comportamento dessas cotas em varios cenarios. Desta forma, todos os testes
realizados neste capitulo envolveram as seguintes familias de grafos: P, Cy, Ky, Kin—1 € Kp, ny,
juntamente com todas as familias de grafos mencionadas na Subsecao [.2.2. Dada a diversidade de
grafos, optamos por destacar apenas os resultados mais relevantes, ou seja, aqueles que apresentam

de forma clara a relacao entre as cotas que desejamos comparar.

'NetworkX é um pacote Python para a criacio, manipulacio e estudo da estrutura, dindmica e funcdes de redes
complexas. Para mais informagoes sugerimos consultar Hagberg et al. [2008].
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As comparagoes entre as diferentes cotas sao apresentadas de maneira organizada, seja por meio
de tabelas ou graficos. Além disso, optamos por representar as diferencas entre os valores exatos
dos autovalores e as cotas analisadas utilizando graficos, destacando visualmente como esses valores
se comportam variando o namero de vértices.

E relevante salientar que duas cotas para um autovalor de um grafo nesta tese sdo denominadas
como incomparaveis quando nao é possivel determinar com certeza qual cota é maior ou menor em
relagdo a outra para um mesmo grafo. Em outras palavras, se nao hé garantia de que uma cota
seja superior ou inferior em relagao a outra.

Além disso, ao compararmos as cotas entre diferentes familias de grafos, é possivel estabelecer
uma relagdo de ordem entre algumas cotas, enquanto em outras situagoes, as cotas podem ser
incomparaveis devido as diferentes relagoes de ordem que surgem entre as distintas familias de

grafos.

V.1 Comparacao entre as novas cotas obtidas na tese

Nesta se¢ao, apresentamos as comparagoes entre as cotas inferiores e entre as cotas superiores

do maior autovalor da matriz A, obtidas no Capitulo IV.

V.1.1 Cotas inferiores

Para realizarmos as comparagoes entre as cotas inferiores, primeiramente separamos aquelas que
possuem os mesmos grafos extremais com as que nao os possuem, visto que as que possuem grafos
extremais distintos, como por exemplo as cotas dos Teoremas IV.1.1 e IV.1.3, do Teorema IV.1.1 e
do Corolério IV.1.5 e dos Teoremas IV.1.1 e IV.1.6, sdo incomparaveis.

Os resultados computacionais com diferentes tipos de familias de grafos sugeriram que a cota
do Teorema IV.1.3 é melhor que a cota do Teorema IV.1.6. Isso nos levou a uma comparagao entre

essas duas cotas, conforme descrito na Proposicao V.1.1.

Proposicao V.1.1. Sejam « € [0,1] e G um grafo com m # 0 arestas, n > 3 vértices, A e § o
grau maxrimo e minimo, respectivamente. FEntao, a cota do Teorema IV.1.3 € melhor que a cota do

Teorema IV.1.6

Demonstracao. Tendo em consideragao a forma de obtengao da cota do Corolario IV.1.5, sabemos
que ela é pior do que a cota do Teorema IV.1.3. Para mostrar esse resultado, basta provarmos que
a cota do Teorema IV.1.6 é pior do que a cota do referido corolario. Para isto, precisamos mostrar

a seguinte desigualdade

— 8m3

d

T R2@m+ (n= D@m= ns) =
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onde d ¢é o grau médio. De fato,

— 8m3

_ 4
d- n2(26m + (n — 1)(2m — nd)) d (1 C0d+ (n— 1)(d—5)> '

Como, §d + (n —1)(d — 8) > dd + d(d — §), temos que

B 7 B 7
< 5d+(n—1)(d—5)> ( 5d+d(d—5)>

concluindo assim o resultado. O

Conforme mostrado na Proposi¢ao V.1.1, a cota fornecida pelo Teorema IV.1.3 é superior (me-
lhor) a do Corolario IV.1.5, pela forma como esta foi obtida. Por sua vez, a estimativa do Corolario
IV.1.5 é melhor que a do Teorema IV.1.6. Apds testes computacionais, observamos que o tempo
necessario para o calculo usando essas tltimas cotas é menor do que para a cota do Teorema IV.1.3.
Isso é evidenciado na Figura V.1 para o grafo completo, sugerindo que em algumas circunstancias,
o uso dessas cotas pode ser mais vantajoso.

Tempo gasto para obter as cotas inferiores para o grafo K,

Tempo(s)

001 e o o o -

60 80 100 120 140
Numeros de vertices

—e— TeoIV.L3 Cor IV.L5 == TeoIV.L6

Figura V.1: O grafico representa o tempo necessario para calcular A\;(Aqs(Ky)) para valores de «
no intervalo [0,0.9], comegando com a = 0, com incrementos de 0.1, & medida que o ntumero de
vértices n do grafo K, aumenta.

Faremos agora a comparacao entre as cotas que possuem grafos extremais e as que nao tém. Os
primeiros testes foram realizados para as cotas dos Teoremas IV.1.1 e IV.1.7, utilizando o grafo P,.

Os resultados obtidos estao apresentados na Tabela V.1.
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Comparacao das cotas inferiores para G = Py,

o 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

A(An) 1.999 | 1.999 | 1.999 | 1.999 | 1.999 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0

n =100 | Teo. IV.1.1 | 1.414 | 1.424 | 1.436 | 1.451 | 1.472 1.5 1.54 1.6 1.69 1.822
Teo. IV.1.7 | 1.732 | 1.572 | 1.442 | 1.476 | 1.523 | 1.581 | 1.649 | 1.726 | 1.811 | 1.903

A(Aq) 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0

n=>500 | Teo. IV.1.1 | 1.414 | 1.424 | 1.436 | 1.451 | 1.472 1.5 1.54 1.6 1.69 1.822
Teo. IV.1.7 | 1.732 | 1.572 | 1.442 | 1.476 | 1.523 | 1.581 | 1.649 | 1.726 | 1.811 | 1.903

A1(Aq) 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0

n = 1000 | Teo. IV.1.1 | 1.414 | 1.424 | 1.436 | 1.451 | 1.472 1.5 1.54 1.6 1.69 1.822
Teo. IV.1.7 | 1.732 | 1.572 | 1.442 | 1.476 | 1.523 | 1.581 | 1.649 | 1.726 | 1.811 | 1.903

Tabela V.1: Comparacao de cotas inferiores dos Teoremas IV.1.7 e IV.1.1 para o grafo P,.

Podemos observar que os valores obtidos pela cota do Teorema IV.1.7 sao sempre maiores que

os valores obtidos pela cota do Teoremas IV.1.1. Como o grafo estrela é extremal para o Teorema

IV.1.1, podemos concluir que essas duas cotas sao incomparaveis.

Para a comparagido entre as cotas dos Teoremas IV.1.3 e IV.1.7 utilizamos o grafo W,,, cujos

resultados se encontram na Tabela V.2. Nela, observamos que independentemento do niimero de

vértices, os valores obtidos usando a cota do Teorema IV.1.7 sdo sempre maiores do que os valores

obtidos pela cota do Teorema IV.1.3, exceto para o = 0. Como a cota do Teorema IV.1.3 possui

como extremal o grafo regular, podemos concluir que essas duas cotas sao também incomparaveis.

Atendendo a Proposicdo V.1.1, também a cota do Teorema IV.1.7 é incomparével com as cotas do

Corolario IV.1.5 e do Teorema IV.1.6.

Comparagao das cotas inferiores para G = W,

a 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
A1 (4q) 11.0 15.767 22.866 31.369 40.535 | 50.021 59.678 69.434 79.252 89.111
n =100 | Teo.IV.1.3 | 10.117 | 11.805 13.493 15.182 16.87 18.558 20.247 21.935 23.623 25.312
Teo. IV.1.7 7.28 13.033 21.307 30.505 40.05 49.752 59.535 69.365 79.225 89.106
A1 (4q) 23.361 | 57.231 102.969 | 151.341 | 200.507 | 250.004 | 299.669 | 349.43 399.25 | 449.111
n =>500 | Teo. IV.1.3 | 20.846 | 31.461 42.076 52.692 63.307 | 73.923 84.538 95.154 105.769 | 116.385
Teo. IV.1.7 | 15.906 53.674 | 101.378 | 150.514 | 200.05 | 249.75 | 299.534 | 349.364 | 399.225 | 449.106
A1 (4q) 32.623 | 107.572 | 202.984 | 301.337 | 400.503 | 500.002 | 599.668 | 699.429 | 799.25 | 899.111
n = 1000 | Teo. IV.1.3 | 28.872 | 51.185 73.498 95.811 | 118.123 | 140.436 | 162.749 | 185.062 | 207.374 | 229.687
Teo. IV.1.7 | 22.428 | 103.802 | 201.389 | 300.515 | 400.05 | 499.75 | 599.533 | 699.364 | 799.225 | 899.106

Tabela V.2: Comparagao de cotas inferiores dos Teoremas IV.1.3 e IV.1.7 para o grafo W,.

Na Tabela V.3 encontra-se um resumo das comparacoes realizadas entre as cotas inferiores.

A notagao I indica que as cotas sdo incomparaveis, enquanto, em outros casos, uma seta aponta

sempre para a cota que origina os melhores resultados.
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Teo. IV.1.1 | Teo. IV.1.3 | Cor. IV.1.5 | Teo. IV.1.6 | Teo. IV.1.7
Teo. IV.1.1 I I I I
Teo. IV.1.3 I — +— I
Cor. IV.1.5 1 T — I
Teo. IV.1.6 I T 0 I
Teo. IV.1.7 I I I I

Tabela V.3: Comparagao entre as cotas inferiores.

V.1.2 Cotas superiores

As comparagoes nesta subsecao seguem os mesmos critérios da anterior. A primeira comparagao
realizada foi entre as cotas dos Teoremas IV.1.9 e IV.1.11. Apos testes computacionais, constatou-se

que sob certas condigOes essas cotas sao iguais, conforme demonstrado na Proposigao V.1.2.

Proposigao V.1.2. Sejam G um grafo com n vértices, m # 0 arestas, grau mdzimo A, grau

minimo 6 =1 e a € [0,1]. Entao as cotas presentes nos Teoremas IV.1.9 e IV.1.11 sao iguais.

Demonstragao. Substituindo 6 = 1 nas desigualdades (IV.14) e (IV.17) obtemos em ambas a desi-

gualdade

M(A(G)) < VaA? + (1 —a)2m —n+ 1), (V.1)

concluindo assim o resultado. O

Agora fagamos uma comparagao entre os Teoremas IV.1.8, IV.1.9 e IV.1.11 usando a estrela
K1 1. Neste caso, pela Proposicao V.1.2 as cotas dos Teoremas IV.1.9 e IV.1.11 sao iguais. Pela
Tabela V.4 podemos observar que, para o # 0, a cota do Teorema IV.1.8 é melhor que as cotas
dos Teoremas IV.1.9 e IV.1.11. Por outro lado, as duas altimas cotas tém o grafo regular como

extremal, o que permite concluir que elas sdo incomparaveis com a cota do Teorema IV.1.8.

Comparagao das cotas superiores para G = Ky n_1

e 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
M (Aq) 9.95 15.208 22.625 31.267 40.489 50.0 59.668 69.43 79.25 89.111
n =100 | Teo. IV.1.8 | 14.071 16.105 22.863 31.433 40.685 50.244 59.964 69.777 | 79.649 89.56
Teo. IV.1.9 9.95 32.699 45.16 54.86 63.086 70.356 76.943 83.008 88.66 93.972
Teo. IV.1.11 9.95 32.699 45.16 54.86 63.086 70.356 76.943 83.008 88.66 93.972
M (Aq) 22.338 | 57.003 | 102.909 | 151.319 | 200.498 250.0 299.667 | 349.429 | 399.25 | 449.111
n =>500 | Teo.IV.1.8 | 31.591 | 57.475 | 103.047 | 151.473 | 200.697 | 250.249 | 299.966 | 349.778 | 399.65 | 449.561
Teo. IV.1.9 | 22.338 | 159.214 | 224.052 | 273.952 | 316.069 353.2 386.782 | 417.673 | 446.431 | 473.446
Teo. IV.1.11 | 22.338 | 159.214 | 224.052 | 273.952 | 316.069 353.2 386.782 | 417.673 | 446.431 | 473.446
M (Aq) 31.607 | 107.439 | 202.953 | 301.326 | 400.499 500.0 599.667 | 699.429 | 799.25 | 899.111
n =1000 | Teo.IV.1.8 | 44.699 | 107.742 | 203.073 | 301.478 | 400.698 | 500.249 | 599.966 | 699.778 | 799.65 | 899.561
Teo. IV.1.9 | 31.607 | 317.331 | 447.66 | 547.813 | 632.297 | 706.753 | 774.08 | 836.003 | 893.645 | 947.787
Teo. IV.1.11 | 31.607 | 317.331 | 447.66 | 547.813 | 632.297 | 706.753 | 774.08 | 836.003 | 893.645 | 947.787

Tabela V.4: Comparagao das cotas superiores para o grafo estrela aumentando o nimero de vértices.

Para continuar analisando o comportamento das cotas provenientes dos Teoremas IV.1.9eIV.1.11,

escolhemos outra classe de grafos: o grafo friendship, Fp, 0, no qual § # 1. Na Tabela V.5, ob-
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servamos que a proximidade, em relagao a A (A, (G), dos valores obtidos pelas duas cotas, varia

dependendo do pardmetro a e da quantidade de vértices. Logo essas cotas sao incomparaveis.

Comparagao das cotas superiores para G = Fg ;o

o 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

n =101 A1(Aq) 10.512 15.59 22.943 31.616 40.911 50.51 60.273 70.132 80.051 90.011
(r = 50) Teo. IV.1.9 10.512 | 33.516 46.105 55.904 64.214 71.558 78.211 84.338 90.047 95.413

Teo. IV.1.11 | 14.142 | 34.351 46.476 56.036 64.187 71.414 77.974 84.024 89.666 94.974
n = 501 A1 (Aq) 22.866 | 57.217 | 103.139 151.63 | 200.902 | 250.502 | 300.268 | 350.129 | 400.05 | 450.011
(r = 250) Teo. IV.1.9 | 22.866 | 160.031 | 224.999 | 274.999 | 317.201 | 354.406 | 388.055 | 419.008 | 447.824 | 474.893

Teo. IV.1.11 | 31.623 | 160.935 | 225.389 | 275.136 | 317.175 | 354.26 | 387.814 | 418.688 | 447.437 | 474.447
n = 1001 M (Aq) 32.127 | 107.605 | 203.169 | 301.632 | 400.901 | 500.501 | 600.267 | 700.129 | 800.05 | 900.011
(r = 500) Teo. IV.1.9 | 32.127 | 318.148 | 448.607 | 548.861 | 633.429 | 707.96 | 775.354 | 837.339 | 895.038 | 949.235

Teo. IV.1.11 | 44.721 | 319.061 | 448.999 | 548.999 | 633.404 | 707.814 | 775.113 | 837.019 | 894.651 | 948.789

Tabela V.5: Comparacao das cotas superiores para o grafo friendship aumentando o ntmero de
vértices.

Na Tabela V.6, apresentamos um resumo das comparagoes entre as cotas superiores, utilizando

a mesma notagao do quadro resumo apresentado na Tabela V.3.

Resumo comparativo considerando § # 1

Teo. IV.1.8 | Teo. IV.1.9 | Teo. IV.1.11
Teo. IV.1.8 I 1
Teo. IV.1.9 1 I
Teo. IV.1.11 1 1

Tabela V.6: Comparacao entre as cotas superiores.

V.2 Comparacgao entre as novas cotas e algumas cotas existentes na literatura

Nesta secao, iremos comparar as cotas apresentadas no Capitulo IV com algumas das cotas
existentes na literatura. O critério para selecionar as cotas para as comparagoes é optar por aquelas
que envolvem parametros semelhantes aos utilizados em nossas cotas. Além disso, organizamos as
cotas em grupos, considerando aquelas que compartilham os mesmos grafos extremais. E importante
ressaltar que as cotas que nao possuem grafos extremais serdo incluidas em todos os grupos de
comparagao. Optamos, também, por apresentar os resultados recorrendo a graficos, em que para a

variagao dos valores de « se calculam as diferengas entre A\ (A, (G)) e os valores dados pelas cotas.

V.2.1 Cotas inferiores

Comegamos a analise entre as cotas da Proposigao I1.4.4 e dos Teoremas IV.1.1, IV.1.7 e 11.4.59.
Cabe observar que as cotas da Proposicao I1.4.4 e do Teorema IV.1.1 tém o mesmo grafo extremal.
Na Figura V.2 se encontram os gréficos referentes ao grafo P,. A escolha deste grafo foi devida
a necessidade de evidenciar a existéncia de uma familia de grafos onde a cota dos Teoremas IV.1.7

e I1.4.59 supere total ou parcialmente as cotas do Teorema IV.1.1 e da Proposigao 11.4.4.
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Diferenca entre A1(A.(P,)) e a cota inferior.
n=100 n=500 n=1000

1.0 1.0 1.0

0.8 q 0.8 § 0.8 4

o
o
e
o
o
)
L

Diferenca
Diferenca
Diferenca

0.4 0.4 4 0.4 4

0.2 0.2 4 0.2

T T T T T T T u T T T T T T T T T T T T T T T T T u T T T T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Valores de a Valores de a Valores de a

Teo IV.1.1 —o— Teor1V.1.7 =% Propll4.4 Teo 11.4.59

Figura V.2: Diferenca entre A\;(Ay(P,)) e as cotas inferiores para crescentes valores de n e a.

Pelos graficos presentes na Figura V.2 é possivel concluir que, para o grafo P,, a cota dada
pelo Teorema IV.1.7 é melhor do que as cotas dadas pela Proposigao 11.4.4 e pelo Teorema IV.1.1
(sendo que ambas originam o mesmo valor) e do que a cota dada pelo Teorema I1.4.59. Além
disso, o grafico referente ao Teorema I11.4.59 intersecta os graficos referentes & Proposicao 11.4.4 e
ao Teorema IV.1.1, ndo sendo possivel, para esta familia de grafos, dizer qual destas trés cotas é
a melhor, podendo afirmar que estas trés cotas sao incomparaveis. No entanto, quanto as cotas
referentes aos Teoremas IV.1.7 e 11.4.59 nada podemos garantir, o que leva a procurar comparar
estas duas cotas utilizando outros grafos.

A partir dos resultados obtidos por todos os testes feitos, foi possivel observar alguns fatos que

originaram resultados que apresentamos a seguir.

Proposicao V.2.1. Sejam G um grafo de ordem n > 2, A o grau mdzimo, 6 =1 e a € [0,1).

Entao as cotas apresentadas no Teorema IV.1.1 e na Proposicao I1.4.4 sao iguais.

Demonstragao. Tomando 6 = 1 em (IV.1) temos

M (Aa(G)) > a(A+1)++/a2(A - 1)2 +4(1 — a)?A

2
(A4 1)+ Va2A? — 2Aa? + a2 + 4A — 8aA + 4a?A
B 2
Ca(A+ 1)+ Va2(A+1)2+4A(1 - 2a)
B 2
e o resultado segue. O

Para grafos regulares, obtemos a seguinte Proposi¢ao V.2.2.
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Proposicao V.2.2. Se G é um grafo r-reqular e o € [0,1], entao a cota inferior obtida no Teo-

rema IV.1.1 é melhor que a cota inferior da Proposicio I1.4.4.

Demonstra¢ao. Dado que r € N* e o € [0, 1], temos

<’I“% fr%) a(l—a)>0

9 3 9 1 3 1
—a‘rz2 +a‘rz4+arz —arz >0
9 3 91 3 1oa?r? ot o? o?r? a?’r o
—a‘rz+ar2 +arz2 —ar2 + +—=+———2ra+r—-————-——+2ra—r >0
2 4 4 2 4
53 o1 3 1oa?r? ol a? o2r? a?r a?
—arz+a’rz2 +ar?z —ar? + + "+ —2ra+r>+ +—+——-2ra+r
2 4 4 2 4
1 2 2
2ra+2(1 —a)r2 —a(r+1) - Va2(r +1)2 + 4r(1 - 2a)
2 - 2
Assim,
1
2ra+2(1 —a)rz —a(r +1) - Vaz(r +1)2 + 4r(1 - 2a)
2 - 2 ’
Como
1 1
2ra+2(1 —a)r2 < 2ra+2(1 —a)rz —a(r+1)
2 - 2 ’
entao o resultado segue. O

Apods alguns testes computacionais com familias de grafos nao regulares e/ou com ¢ > 1,
verificou-se que os resultados obtidos pela cota do Teorema IV.1.1, sdo sempre melhores ou iguais aos
resultados obtidos pela cota do Teorema I1.4.4. No entanto, a anélise algébrica desse fato resultante
desses testes computacionais implica em resolver uma equacao que envolve expressoes complexas,
conforme as definicoes que sao apresentadas abaixo.

Consideremos as fungoes f, g : [0, 1] — IR definidas por:

_r(A+d)+ Vr2(A =82+ 4(1 — z)2A

f(@) ;

_2(A+1)+ VaH(A +1)? +4A(1 - 22)

g9(z) 5 ,

onde 2 < § < A. Seja h(z) = f(z) — g(z). O objetivo é mostrar que h(z) > 0 para todo z € [0, 1].

1
Se por um lado temos h(0) = h(1) = 0, por outro lado, queremos verificar que h (2> > 0. Como
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A>5+1ed>1temos que 2A — 6 — 1 > 0. Assim,

h(i): i(A—5)2+A—(;(A—6)+1) >0

== N

(A—6)2+A—%(A—6)2+A—6—120@
%(A_a)hAzi(A_é)?—Awﬂ,

ou seja,

Portanto,

1
o que implica que h (2) > 0.

Como h ¢é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0,1), cuja derivada ¢

_1 2(A —5)* —4A(z — 1) 2(A+1)2 —4A

W) =5 [(5_ RV R T R e T 1

temos pelo Teorema de Rolle que existe pelo menos um «ag € (0,1) tal que h'(ag) = 0. Se esse ponto
critico for tinico, ele é um ponto de maximo e a funcao h é nao negativa no intervalo.

Resolver a equagao h/(x) = 0 em (0, 1) nao é tarefa simples. Recorrendo a meios computacionais,
ao variar os valores de A e 4, obtivemos sempre um tnico valor para ag € (0, 1), tal que h'(ag) = 0.
Assim, constata-se que nesses casos, a equacgao apresenta uma tnica solucao no referido intervalo,

como podemos ver na Figura V.3.
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Derivada de h em relacao a x para diferentes valores de (A, 5)

Valores de (A &) 100 Valores de (4 6) 15 Valores de (4 &)
04 — B=345=2) — =256=3 — B=56=4)
B=48=2) 075 n=505=3) B=605=4)
— =58=2 — b=66=3) 1o — B=7.6=4
02 — =66=7 030 — B=76=3 — b=86=2)
B=7.6=2) n=86=3) 05 B=96=4)
oh — wm=-gs=2 0> — 1=96=3) — B=10,5=2)
X 00 B=98=2 B=10,6=3
n=106=2 0 00
_ 0.25
-0.2
-05
0.50
0.4 075 10
0o 02 04 06 08 10 0o 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
20 Valores de (A &) Valores de (4 6) 4 Valores de (4 &)
— B=646=5) — =766 — B=806=7
15 A=78=5) 2 A=86=6) 3 B=95=7)
— 1=86=5 — 1=9.6=6) — B=10.6=7
10 — B=946=5 — A=10,5=6) , — 8=9,6=8)
B=10,6=5) 1 B=10,6=8)
oh,, — b=10,6=9
ax 1
00 0
0
05
1
-1
10
2
15
0o 02 04 06 08 10 0o 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
x x x

Figura V.3: Gréaficos da funcéo h/(z) considerando diferentes valores de A e 4.

Na Tabela V.7 apresentamos a solugdo numeérica do zero da fungao h'(z) no intervalo (0, 1) para
os diferentes valores de A e §. Com isso, é possivel intuir que f(z) > g(z), para todo z € (0,1) e
consequentemente obtemos que a cota do Teorema IV.1.1 é melhor que a cota do Teorema I1.4.4.

Sendo assim, apresentamos a seguinte conjectura.

A 3 4 5 6 7 8 9

2 0,487 [ 0,421 | 0,381 | 0,353 | 0,332 | 0,315 | 0,301
3 0,467 | 0,411 | 0,375 | 0,349 | 0,329 | 0,313
1 0,453 | 0,404 | 0,371 | 0,346 | 0,327
5 0,441 | 0,397 | 0,336 | 0,343
6 0,432 | 0,391 | 0,362
7 0,423 | 0,386
8 0,416

Tabela V.7: Solu¢ao numérica para encontrar a raiz da fungao h'(z) no intervalo (0, 1) para diferentes
valores de A e §.

Conjectura 1. Sejam G um grafo e o € [0,1). Entao, a cota do Teorema IV.1.1 é melhor que a

cota do Teorema I1.4.4.

Agora, analisamos as cotas inferiores dos Teoremas IV.1.3, 11.4.9, 11.4.47 e 11.4.61, cujo grafo
extremal é regular, além das cotas dos Teoremas IV.1.7 e I1.4.59 que nao possuem grafo extremal.
Inicialmente consideremos o grafo Kp,_1 e observando a Figura V.4, torna-se evidente que as
cotas provenientes deste dois tltimos teoremas superam as restantes cotas e, apesar da cota do
Teorema IV.1.7 ser melhor, apresentam comportamentos bastante semelhantes, e que seus valores

mostram uma melhoria significativa com o aumento do valor de n.
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Diferenca entre A;1(A;(K1,n-1)) e a cota inferior.

n=100 n=>500 n=1000
500 1000 4

80 -
400

60 1
300 600 1

2004 / w00 /

100 4 200

Diferenca

Diferenca
&
8
Diferenca

e e ——— ——
o — 0] S —~—t—oo— 0 "—t——p—a
0:0 0.‘1 0.‘2 0.‘3 014 0.‘5 0.‘6 0:7 0:3 0.“3 0.‘0 0:1 0:2 0:3 O.“I O.‘S 0.‘6 0.‘7 0.‘3 0:9 0.‘0 0.‘1 0.‘2 0.‘3 0.‘4 O.‘S 0.‘6 0.‘7 0:3 0.‘9
Valores de a Valores de a Valores de a
—e— TeoIV.1.3 —eo— TeoIV.1.7 Prop 11.4.9 Teo IL.4.47 Teo 11.4.59 Teo IL.4.61

Figura V.4: Diferenca entre \j(Aq(K1,,—1)) € as cotas inferiores para crescentes valores de n e de
.

Além disso, podemos concluir que as cotas dos Teoremas 1V.1.3, 11.4.9, 11.4.47 e 11.4.61 s&o
incomparaveis entre si e também quando comparadas com a cota do Teoremas IV.1.7 e I1.4.59.
Também é notério que o grafico do Teorema I1.4.61 intercepta os graficos das cotas dos Teore-
mas I1V.1.3, 11.4.9 e 11.4.47, ndo havendo como definir, para esta familia de grafo, qual cota é a
melhor.

Dentre todos os testes computacionais realizados, percebemos que a cota do Teorema 11.4.9 é
sempre maior que a cota do Teorema 11.4.47, quando 8 = A , o que nos levou a Proposigdo V.2.4.

Para a demonstragao da referida proposicao, precisamos inicialmente do Lema V.2.3.

Lema V.2.3. Sejam G um grafo conexo de ordem n, com grau médio do vértice v; dado por por

mi, 1 € {1,...,n} ea €[0,1). Entao,

: 2 (1 L5
min \/adZ—F(l a)Zd] 5> 0.

v~y

Demonstra¢ao. Sabemos que,

vj~;

' 2 - % — 6> mi 2 — ¢ —0=
mnin \/adz—i-(l a)ZdJ 5_131613{\/ad2+(1 a)édz} )

min {\/ad? + dd; — aédi} — ¢ = min {\/adi(di —9) —|—5d,} — 4.

v; EV v; EV
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Como d; > d temos que

mm{\/ad (d; —5)+5d}—52min{\/<571¢}—5:0,

v; eV v, €V
concluindo assim o resultado. O

Proposigao V.2.4. Sejam G um grafo conexo de ordem m, com grau médio do vértice v; dado
por por m;, i € {1,...,n} e a € [0,1). Entao, a cota do Teorema I1.4.9 é melhor que a cota do
Teorema I1.4.47.

Demonstracao. Consideremos que

v EV 1<i<n 2

-A A? 4 4d; i 1- i+ A
2 = min \/ad?+(1_a)zdj e G — min{ + /A% + 4d;(ad; + (1 — a)m; + )}7

Vg

que sdo as cotas dos Teoremas 11.4.9 e 11.4.47, respectivamente. Queremos mostrar que 4 > €.

Efetuando algumas manipulagoes algébricas, temos

_ 2 . . _ .
v i { A+ /A +4dl(a2dl+(1 a)mﬁ—A)}

~A+ A2+4(ad2 (1-a) Y dj)+4d;A)

vj~;

2

2

1<i<n

A\’ FADA 4D AN~ 4DD)
2

= min
1<i<n

' { “A /A2 +427 1 adin)
= min

~A+ /(A +29)? - 4A(2 - 9)
S .

Pelo Lema V.2.3 temos que ¥ — é > 0 e portanto

“A /(A +22)° - 4A(2 - 9) A 84292 avatag
2 - 2 2 ’

obtendo o resultado, O

Na analise computacional realizada, observamos que em todos os testes a cota do Teorema IV.1.3

produz resultados iguais ou superiores & cota do Teorema 11.4.9. Na Figura V.5, apresentamos
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graficos que mostram a diferenca entre essas cotas para diversas familias de grafos, com variacoes

no numero de vértices em cada uma delas. Com base nesses dados, propomos a seguinte conjectura:

Conjectura 2. Sejam G um grafo com m # 0 arestas, n > 3 vértices, A e § o maior e o menor
grau dos vértices, respectivamente e a € [0,1]. Entao, a cota do Teorema IV.1.3 é maior ou igual

do que a cota do Teorema I1.4.9.

Diferenca entre as cotas dos Teoremas IV.1.3 e 11.4.9

) |
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0.24 4
8020 08
c 022 4
5
0.18
& 0.20
a o7
016 0.18 4
06
014 0.16
012 T T T T T ; i i ; i — 014 = T T T T T
0a 02 o4 06 08 10 00 0.2 04 06 08 10 0.0 02 oa 06 0s 10
Ladder Graph Star Graph Wheel Graph
100 N2 de vértices 100 N2 de vértices 1 ne de vertices
—— 40 Vertices —— 20 Vertices —— 20 Vertices
0495 200 Vertices 100 Vertices 100 Vertices
—— 400 Vertices 80 { —— 200 Vertices 40 1 —— 200 Vertices
090
m 4
g ” *
0.as
2
£ 0 0 1
[=E: 1]
075 el 101
0.70 0 0
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0a 0z 04 0.6 08 10 0.0 02 04 06 08 10 0a 0z 04 06 08 10
Helm Graph Friendship Graph Pineapple Graph
*® Ne de vértices N2 de vértices N2 de vértices
—— 39 Vertices 1pg |~ 41 Vertices 175 4 \ —— 25 Vertices
0 199 Vertices 201 Vertices 125 Vertices
—— 399 Vertices —— 401 Vertices 150 —— 250 Vertices
100
Fa]
125
5 80
c 20
[ 100
=
.."_' 60 —
a® 75 B — =
40
10 50 J
20
5 >
.—————-—4—-_-_-—4—‘ 0
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
oa 0z 04 06 08 1a 0.0 0z 04 06 08 10 oa 0z 04 06 08 1a
o a o

Figura V.5: Diferenca entre cotas dos Teoremas IV.1.3 e I11.4.9 em diferentes familias de grafos, para

diferentes valores de n e a.

Também observamos em todos os testes computacionais que a cota do Teorema I'V.1.7 produziu
resultados iguais ou superiores & cota do Teorema I1.4.59. Na Figura V.6, sdo apresentados graficos
que mostram a diferenga entre essas cotas para diversas familias de grafos, variando o valor de n e

Q.
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Diferenca entre as cotas dos Teoremas IV.1.7 e 11.4.59
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Figura V.6: Diferenca entre cotas dos Teoremas IV.1.7 e 11.4.59

para diferentes valores de n e a.

em diferentes familias de grafos,

Com base nesses resultados, propomos a seguinte conjectura:

Conjectura 3. Sejam G um grafo com n > 2 vértices e o € [0,1]. Entao a cota do Teorema IV.1.7

€ mator ou igual a cota do Teorema I1.4.59

V.2.2 Cotas superiores

Nesta subsecao sdao comparadas as cotas dos Teoremas IV.1.9, IV.1.11, 11.4.22, 11.4.33 e

[1.4.55 e do Corolario 11.4.34. Iniciamos com a Proposicao V.2.5 que garante a igualdade de trés

cotas quando § = 1.
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Proposigao V.2.5. Sejam G um grafo com n vértices, m # 0 arestas, grauv mdzimo A, grau
minimo § =1 e a € [0,1). Entao as cotas presentes nos Teoremas IV.1.9, IV.1.11 e I11.4.22 sao

1gUais.

Demonstracao. Pela Proposi¢ao V.1.2 garantimos que as cotas dos Teoremas 1V.1.9, IV.1.11 sao
iguais. Assim basta verificarmos que obtemos a mesma a cota para o Teorema 11.4.22 quando

substituimos § = 1. Assim, ao fazer a substituicdo obtemos

M(A(G)) < VaA?2 + (1 —a)2m —n+ 1),

concluindo o resultado. O
A Proposi¢ao V.2.6 garante a igualdade entre duas outras cotas quando § = 1.

Proposicao V.2.6. Sejam G um grafo de ordem n com m arrestas, grau mdximo A, grau minimo

0=1ea€0,1). Entio as cotas do Teoremas II.4.55 e do Coroldrio 11.4.34 sao iguais.

Demonstracao. Substituindo inicialmente § = 1 na cota do Corolario 11.4.34, obtemos

- aA +/a2A2 +4(1 —a)(2m —n + 1)
— 2 .

)\1 (Aa (G))

Por outro lado, ao substituir § = 1 na cota do Teoremas I1.4.55 obtemos o mesmo resultado,

concluindo o resultado. O

Observacao V.2.7. E importante destacar que as cotas dos Teoremas IV.1.9, IV.1.11, II.4.22,
11.4.55 e do Coroldrio 11.4.34 representam a mesma cota para a matriz de adjacéncia quando 6 = 1,
ou seja, M\ (A(G)) < v2m —n+1. A referida cota superior para \i(A(G)) foi obtida por Yuan
[1988].

Para darmos continuidade a anélise do comportamento das cotas dos Teoremas IV.1.9, 1V.1.11,
[1.4.22, 11.4.33 e 11.4.55, além do Corolario I1.4.34 optamos por escolher um grafo que nao tenha
§ = 1 e que ndo seja extremal dessas cotas. Sendo assim escolhemos o grafo KK!, cujo valor de
1 ¢ 60% do valor de s. O valor de 60% foi escolhido aleatoriamente, mantendo a propor¢ao com o

aumento no nimero de vértices.
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Diferenca entre a cota superior e Al(Aa(KK;)).

s=50, /=30 (n=100) s=250, /=150 (n=>500) 5=500, /=300 (n=1000)
300

140 4

120 1

100 1

200 A

80 1

"
&

Diferenca
Diferenca
Diferenca

-
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Figura V.7: Diferenca entre as cotas superiores e A\ (A, (KK')) para crescentes valores de n e de a.

Na Figura V.7, podemos observar que a cota do Teorema I1.4.55 é melhor do que as demais e
que a cota do Teorema I1.4.22 é melhor que as cotas dos Teoremas IV.1.9 e IV.1.11. Além disso,
podemos concluir que a cota do Teorema I1.4.22 é incomparével com as cotas do Teorema 11.4.33 e
do Corolario 11.4.34. O mesmo tipo de argumento é possivel utilizar para a cota do Teorema IV.1.9
com a cota do Teorema I1.4.33 e do Corolario 11.4.34, afinal os gréaficos correspondentes também se
interceptam. Vale destacar também que a cota do Teorema I1.4.33 e do Corolario 11.4.34 é melhor
que a cota do Teorema IV.1.11.

Dando prosseguimento as anélises, foi escolhido o grafo L, pela necessidade de evidenciar uma
familia de grafos cujos resultados fossem diferentes dos resultados obtidos para o grafo KK.. Na
Figura V.8 é notdria que a cota do Teorema I1.4.33 é a melhor dentre todas as cotas e se observarmos
as Figuras V.7 e V.8 podemos concluir que as cotas dos Teoremas I1.4.33 e [1.4.55 sao incomparéaveis.
O mesmo acontece com as cotas do Corolario 11.4.34 e do Teorema I1.4.55.

Seguindo com a analise da Figura V.8, temos que a cota do Teorema IV.1.11 é melhor que a cota
dos Teoremas I1.4.22 e I11.4.55 e do Corolario 11.4.34 e observando novamente as Figuras V.7 e V.8
concluimos que estas ultimas sdo incomparaveis com a primeira. Ao prosseguir com as comparagcoes,
analisando a Figura V.8, observa-se que a cota do Teorema IV.1.9 supera a do Teorema I1.4.55 para
os maiores valores de n, enquanto seus graficos interceptam o da cota do Corolério 11.4.34, tornando
dificil determinar qual cota é a melhor. Portanto, a cota do Teorema IV.1.9 é incomparavel com as

cotas do Teorema 11.4.55 e do Corolario 11.4.34.
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Diferenca entre a cota superior e A;(Aq(Lp)).
n=20 n=50 n=100
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o
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Figura V.8: Diferenca entre as cotas superiores e Aj(Aq(Ly,)) para crescentes valores de n e de a.

Apos alguns testes computacionais envolvendo as cotas dos Teoremas 11.4.33 e IV.1.11 foi possivel

obter o seguinte resultado.

Proposigao V.2.8. Sejam G um grafo com n vértices, m # 0 arestas, A seu grau mdzrimo, § seu
grau minimo e o € [0,1). Entao, a cota do Teoremas 11.4.33 € igual ou menor do que a cota do

Teorema IV.1.11.

Demonstracao. Consideremos inicialmente a cota do Teorema 11.4.33, temos que

ad; + \/a%zf +4(l—0a) Y d;

V4

ad; + \/042(1? +4(1 — a)dymy
2 = max = max
v EV(Q) 2 v EV(G) 2

Agora, com relagdo & cota do Teorema IV.1.11, fagamos

€ =\aA2+ (1—a)(A0 —1) —d(n— 1) +2m).

Logo,
€? —al? = (1—a)(A6 —1) —8(n—1) +2m).
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Para mostrar o resultado, precisamos concluir que 2 < %. Sabemos,

adi + |2d? +4(1—a) | 2m —d; — Z d;
v,
% = max
WEV(G) 2
ad; + \[a2d? + 4(1 - ) (2m — d; — (n — d; — 1)9)
< max
v, €V(Q) 2
ad; + \/ozzd% +4(1—a)(2m+di(6 —1) —d(n—1))
= max
v, €V(G) 2

aA + Va2A2 + 467 — 4aN? oA+ /A2(a? — da +4) + 462 — 4A?

2 2
- QA+ \/A2(a — 2)2 + 462 < QA + /A2(a — 2)2 + V467
- 2 - 2
alA+ Ala —2) + 2%

= 5 =aA-A+F<LE,

concluindo assim o resultado. O

Observando os resuldados de diversos testes computacionais, percebemos que os valores resul-
tantes da cota do Teorema I1.4.22 eram sempre menores do que os valores obtidos pela cota do

Teorema IV.1.9. Para provar esse fato, precisamos inicialmente do lema a seguir.

Lema V.2.9. Sejam G um grafo com n vértices, m # 0 arestas, grau mdximo A e grau minimo &,

tais que A > §, e a € [0, 1]. Entao,

§—14/(0 —1)2+4(aA2 —a(d —1)d + (1 —a)(2m — d(n — 1))

5 —§>0.
Demonstracdo. Sabemos que
§—1+/0-1)2+4(aA2—a(0—1)5+ (1 —a)(2m —(n — 1)) s
—(6+ 1)+ /(6 — 1)2 + 4(aA? —2a52 tad+2m(l—a)+ (=6+ad)(n—-1)
—(6+1)+ /(6 - 1)2+4(aA2—a523—&5+2m(1—a)+—5n+5+na5—a6) _
—(6+1)+/(0 = 1)2 + 4(a(A2 - §2) +22m(1 —a)—on(l—a)) +45 _
2

—(6+ 1)+ /(0 +1)2+4(a(A2 = 62) + (1 — a)(2m — én))
2

>0,
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pois como 2m — on > 0 e A% —§2 > 0 segue que /(5 + 1)2 + 4(a(A2 — §2) + (1 — a)(2m — on)) >

6 + 1, concluindo assim o resultado. O

Proposigao V.2.10. Sejam G um grafo com n vértices, m # 0 arestas, grau mdzrimo A e grau
minimo ¢, tais que A >0, e a € [0,1]. Entao a cota do Teorema I1.4.22 é melhor do que a cota do

Teorema IV.1.9.

Demonstracao. Chamemos inicialmente a cota do Teorema I11.4.22 por %, ou seja,

(1-a)(0—1)++/(1—a)2(6 —1)2 +4(aA2+ (1 — a)(2m — (n — 1)4))

€ = 5 (V.2)
e a cota do Teorema IV.1.9 por Z, ou seja,
g §—1+4++/(6—1)2+4(aA2 - a(;S — 16+ (1 —a)2m —6(n — 1))' v3)
Reescrevendo a Igualdade (V.3), temos
(22 — (0 — 1)) +4ad6(6 —1) = (6 — 1)* + 4(aA? + (1 — a)(2m — 5(n — 1))). (V.4)

Substituindo (V.4) em (V.2) obtemos

(1—a)0—1)++/—2a( —1)2+a2(6 —1)2+ (22 — (6 — 1))2 +4ad(0 — 1)

2

(1—a)(6—1)++/—2a(6 —1)2+a2(6 —1)2+ 422 — 420 — 1) + (6 — 1)2 +4a6(6 — 1) _

5 _
(1-a)0—1)++/(1—a)?(0—1)24+422—-49(5 — 1) +4ad(6 — 1) _

. _

(1—a)(6—1)+ \/(29 —(1=a)(6—1))>—42(5 — 1) +4a6(6 — 1) + 42(1 — a)(5 — 1)

; _
(1= a)(6— 1)+ /(22 — (1 —a) (6 - 1))* — 4a(6 — 1)(7 — 5)

2

Pelo Lema V.2.9, temos que Z — § > 0, portanto

(1= a)6— 1)+ /22 — (1 —a) (6 — 1))’ — 4a(6 — 1)(7 — 5)
> <
1-a) -1+ /@7~ (1 —a)5 1)
2
l1-a)(0-1)+22-(1—-a)(d—-1)
2

=9,

concluindo assim o resultado. O
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A Figura V.9 diz respeito a comparagao das cotas dos Teoremas IV.1.8, 11.4.33, 11.4.55 e
Corolario I1.4.34 considerando o grafo Ki,_1. Analisando os respectivos graficos torna-se evidente
a impossibilidade de comparar a cota do Teorema IV.1.8 com as demais. Cabe destacar que para este
grafo, hé de fato uma igualdade entre as cotas dos Teoremas 11.4.33 e 11.4.55 e do Corolario 11.4.34.
A igualdade dos dois tultimos vem da Proposi¢ao V.2.6, enquanto que para a cota do Teorema I1.4.33
basta utilizar as informagoes do grafo estrela considerando v; o vértice de grau maximo, uma vez que

o méaximo para esta cota é atingido nesse vértice, como podemos observar na proposi¢ao a seguir.

Diferenca entre a cota superior e A1(A;(Ky, h-1)).
n=100 n=>500 n=1000

12 4

10 4

Diferenca
~N
h
Diferenca
Diferenca

0.0 01 02 0.3 04 05 06 07 0.8 0.9 00 01 0.2 03 04 05 086 0.7 08 09 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Valores de o Valores de o Valores de a
Teo IV.1.8 Teo 11.4.33 -~ CorlIl4.34 —+— Teo I1.4.55

Figura V.9: Diferenca entre as cotas superiores e A\ (Aq(K1,-1)) para crescentes valores de n e de
a.

Proposicao V.2.11. Sejam G um grafo conexo de ordem n e tamanho m com grau mdximo A =
n—1 e grau minimo 6 = 1 e a € [0,1). Se o mdzimo da cota do Teorema I1.4.33 ocorrer num

vértice v; € V(Q), de grau mdzimo, entao as cotas dos Teoremas I1.4.33 e I1.4.55 sao iguais.

Demonstracao. De fato, substituondo as informacoes dadas na cota do Teorema I1.4.55 obtemos

a(n—1)+/a2(n —1)2+4(1 —a)2m —n +1)
2

Por outro lado, ao substituirmos na cota do Teorema I1.4.33, obtemos

a(n—1)+\/a2(n—1)2+4(1—a)Zdj an—1)+ |a?(n—1)2+4(1—-«) Z di—n+1

VjU; v, €V (G)

2 B 2
aln—1)++/a2(n—12+4(1—-a)2m —n+1)
2

Obtendo assim o resultado. O
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Como a cota do Teorema I1.4.22 nao foi incluida nos testes feitos anteriormente, vamos utili-
zar novamente o grafo Ki,_1 para evidenciar a variacao das cotas presentes nesse teorema e no
Teorema IV.1.8. Os graficos presentes na Figura V.10 mostram que esta segunda cota é significa-
tivamente melhor em quase todo o intervalo de variagdo de . Esse fato as torna incomparéveis, o
que é reforcado quando se tem em atencao que a cota do Teorema I1.4.22 admite o grafo regular
como extremal.

Diferenca entre a cota superior e A1(Ax(K1,n-1))-
n=100 n=>500 n=1000

120 1

100 A 200 4

15 4 80 +

150 4

60

Diferenca
Diferenca
Diferenca
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Valores de a Valores de a Valores de a

Teo IV.1.8 Teo IL.4.22

Figura V.10: Diferenca entre as cotas superiores e )q(Aa(Kl,n,l)) para crescentes valores de n e
de a.

Ao considerar as outras cotas superiores selecionadas para comparagao, especificamente as cotas
dos Teoremas 11.4.9, 11.4.28, 11.4.36, 11.4.46 e 11.4.57, podemos observar na Figura V.11 que a cota
estabelecida pelo Teorema 11.4.57 se destaca como a melhor. Tal fato é devido a que W,, € um dos
grafos extremais dessa cota. No entanto, destaca-se a dificuldade em determinar qual é a melhor
cota. Apesar das cotas dos Teoremas 11.4.28 e 11.4.36 terem, para n grande e o proximo de 1, um
comportamento semelhante e préoximo dos valores da cota do Teorema I1.4.57, concluimos que a
cota estabelecida pelo Teorema IV.1.8 é incomparavel com as restantes, acontecendo o mesmo com

a cota apresentada pelo Teorema IV.1.9.
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Diferenca entre a cota superior e A1 (A, (W,)).
n=10 n=>50 n=100
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Figura V.11: Diferenga entre as cotas superiores e A1 (A (Wy,)) para crescentes valores de n e de a.

Considerando os gréficos apresentados na Figura V.11, pode-se observar que a cota estabelecida
pelo Teorema IV.1.11 em relagao a essa familia W,,, é incomparavel com a cota do Teoremas IV.1.8,
IV.1.9, 11.4.36, sendo apenas superior a cota do Teorema 11.4.46, igual a cota do Teorema I1.4.9 e

inferior as outras restantes. A partir desses testes temos a Observacao V.2.12.

Observagao V.2.12. As cotas dos Teoremas 11.4.9 e IV.1.11 sao de fato iguais para a familia de

grafos Wy, pois ao substituir A =n—1, m =2n —2 e 6 = 3 na inequagao (IV.17), obtemos

M(Aa(Wy) < Vealn —1)24 (1 —a)(3n — 3).

Por outro lado, o mdximo da cota do Teorema I1.4.9 é obtido no vértice v; cujo grau é n—1. Assim,

v, €V

M (A (W),)) < max \/ad2(vi) +(1—-a) Z d(vj) p = Va(n —1)2 + (1 —a)(3n — 3).

vy

Prosseguindo o estudo, visando esclarecer alguns pontos, escolhemos o grafo KK', cujo valor
de I &€ 60% do valor de s. O valor de 60% foi escolhido aleatoriamente, mantendo proporg¢ao com o

aumento no numero de vértices.
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Diferenca entre a cota superior e Al(Aa(KK;)).
s=30, /=18 (n=60)
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s=100, /=60 (n=200)
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Figura V.12: Diferenca entre as cotas superiores e Aj (A, (K K')) para crescentes valores de n e de

[

Nos gréficos da Figura V.12, observamos que a cota do Teorema IV.1.11 é superior a cota do

Teorema 11.4.57. Como W,, é o grafo extremal da cota do Teorema I1.4.57 concluimos que as

referidas cotas s@o incomparaveis. Por outro lado, como os graficos da cota do Teorema I11.4.28 e

da cota do Teorema IV.1.11 se interceptam, podemos concluir que essas cotas sao incomparaveis.

Além disso, sdo incomparaveis com a cota do Teorema 11.4.57, as cotas dos Teoremas 11.4.9, 11.4.28

e 11.4.46.
Diferenca entre a cota superior e A;(A4(L,)).
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Figura V.13: Diferenca entre as cotas superiores e A1 (A, (Ly,)) para crescentes valores de n e de .

Na Figura V.13, sao apresentados os graficos das cotas referentes aos Teoremas 11.4.46 ¢ IV.1.11,

quando se considera o grafo escada e podemos concluir que a cota do primeiro teorema supera a do
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segundo teorema. Além disso, observando as Figuras V.12 e V.13 conclui-se a incomparabilidade
entre elas.
Apos alguns testes computacionais envolvendo as cotas dos Teoremas 11.4.9 e IV.1.11 foi possivel

estabelecer o seguinte resultado.

Proposigao V.2.13. Sejam G um grafo com n vértices, m # 0 arestas, A seu grau mdximo, §
seu grau minimo e o € [0,1]. Entdo, a cota do Teoremas 11.4.9 € igual ou menor do que a cota
do Teorema IV.1.11. Além disso, se a igualdade das cotas dos referidos teoremas ocorrer, entio o

mdzrimo da cota do Teoremas 11.4.9 € alcan¢ado quando d; = A.

Demonstracao. Considerando a cota do Teorema IV.1.11, facamos

€ =\aA2+ (1—a)(A0 —1) —d(n— 1)+ 2m).

Dai temos

2~ aA? = (1—a)(AG — 1) —6(n—1) + 2m).

Agora, tomemos a cota do Teorema I1.4.9 e fazendo algumas manipulacées algébricas, temos

max \/ad?—i—(l—oc)Zdj = max ad? + (1 — ) 2m—di—Zdj

v; €V (G)

o v,
2 _ d—(n—d —
< vzren‘?(XG) {\/adi +(1-a)@2m—d; — (n—d; 1)5)}

obtendo o resultado. Suponha agora que

v; €V (G)

ma \/adi? +(1—a) Y d; = VaAT+ (1 —a) (B0 —1) = d(n—1) + 2m)

Vg

UZ‘EV(G)

vj~;

e que max \/ad? +(1—a) Z d; » seja atingido no vértice v; € V(G). Assim, temos que

aN’ + (1-a)(A@G 1) =d(n—1)+2m) =ad + (1-a) » _ d;

Vg

para todo a € [0, 1]. Considerando ambos os membros da igualdade anterior como polindémios em



a e levando em conta a igualdade de polindémios, temos que

A’ —d} = ) di+ A —1) = d(n—1)+2m =0

vj~;

AG—1)—d(n—1)+2m— Y d;=0.

VU4

Segue da equacao (V.6) que

A@G—1)=d(n—1)+ Y dj+d; =0.

’UjoOUi

Como Z d; > 6(n — 1 — d;) e substituindo na igualdade anterior, temos

VU5

0>AWB—1)—=6(n—1)+66(n—1—d;)+d;.
Apo6s algumas manipulagoes algébricas, obtemos

0>(0—1)(A—d;)
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Como ¢ > 1 e A > d;, devemos obrigatoriamente ter que (6 —1)(A —d;) = 0. Portanto, isso implica

que 6 = 1 ou d; = A. Para que as duas Equagoes, (V.5) e (V.6), sejam satisfeitas precisamos ter

d; = A, concluindo assim o resultado.

O

Observacao V.2.14. E importante ressaltar que a igualdade na Proposi¢io V.2.13 ndo se verifica

sob o sequinte enunciado: se o mdzrimo da cota do Teorema I1.4.9 € alcancado quando d; = A,

entao a tgualdade das cotas dos Teoremas I1.4.9 e IV.1.11 ocorre. Um exemplo que ilustra essa

situacao € apresentado abaizo. Ao substituirmos as informagées do grafo exibido na Figura V.14a

nas cotas dos Teoremas I1.4.9 e IV.1.11, obtemos as respectivas funcoes em o dadas por v/17a + 8

e v/ 1ba + 10.
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(a) Exemplo ilustrativo da néo reciproci- (b) Grafico das cotas para o grafo da Fi-
dade da igualdade na Proposigao V.2.13. gura V.14a, referidas na Proposicao V.2.13.

Figura V.14: Contraexemplo para a Proposicao V.2.13 sobre a igualdade das cotas.

E importante ressaltar que caso o mdzximo da cota dos Teoremas I11.4.9 ocorra em um vértice v;,

tal que d; = A =n — 1, temos a igualdade das duas cotas.
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Capitulo VI Resultados da matriz A, para grafos linha

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sobre a matriz A, de um grafo linha. Iniciamos,
na Secao VI.1 com um breve apanhado histérico sobre a evolugao do estudo dos grafos linha,
adaptado do livro escrito por Beineke e Bagga [2021]. Na Segao VI.2 apresentamos alguns resultados

sobre cotas para os autovalores da matriz A, de um grafo linha.

VI.1 Um pouco de histéria

A Teoria dos Grafos tem evoluido desde o livro fundamental de Konig [1936] até os intme-
ros volumes disponiveis atualmente, abrangendo tanto obras gerais quanto especializadas. Nesse
contexto, uma area de relevancia é a dos grafos linha. E dificil precisar a sua origem exata pois
provavelmente a ideia de direcionar o foco de estudo para as arestas de um grafo, em detrimento
dos vértices, surgiu em momentos distintos.

Um avango notavel ocorreu em 1880, quando o fisico matematico escocés P. G. Tait transformou
o problema das quatro cores, originalmente sobre a coloracdo dos vértices de um grafo, em um
problema equivalente de colorir as arestas de um grafo diferente. Esse trabalho pioneiro pode ser
encontrado Tait [1880], e representa um marco importante na histoéria da Teoria dos Grafos. Outro
avango significativo na coloragao das arestas dos grafos ocorreu no artigo de Konig [1916], mas
pensa-se que foi o trabalho de Hassler Whitney sobre isomorfismos de arestas, publicado nos artigos
Whitney [1932] e Whitney [1933], que desempenhou o papel de catalisador para o estudo de grafos
linha, conforme conhecemos hoje.

Até onde se sabe, um artigo posterior sobre grafos linha foi escrito em hungaro e surgiu uma
década depois, em 1943. O autor, Krausz [1943], incluiu uma caracteriza¢ao dos grafos que sao
grafos linha, sendo esta sua unica publicacdo conhecida. Um periodo ainda mais longo se passou
antes de outro marco, quando Harary e Norman [1960| apresentaram os digrafos linha. Nessa época,
a Teoria dos Grafos ja havia se consolidado como um campo independente de pesquisa, despertando
interesse nos grafos linha e nos digrafos linha. Dentre os marcos dessa jornada, destacam-se os
seguintes: a primeira dissertacao de doutorado sobre grafos linha da qual se tem conhecimento
foi a de Chartrand [1964] na Universidade Estadual de Michigan; o primeiro capitulo em um livro,

sobre grafos linha, apareceu em “Graph Theory” de Harary [1969], e o primeiro livro sobre um t6pico
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ostensivamente relacionado a grafos linha foi “Edge-colourings of Graphs”, de Fiorini e Wilson [1977].

Dentre as diversas operagoes de grafos exploradas pelos matematicos, o grafo linha destaca-se
como uma das mais intrigantes. Retomando aqui a ideia, mas de maneira informal, temos que o
grafo linha ({(G)) de um grafo G surge ao considerar as arestas desse grafo como os vértices de um
novo grafo, estabelecendo uma conexao entre dois desses vértices se as arestas correspondentes em

G compartilham um vértice.

VI.2 Cotas para os autovalores da matriz A, do grafo linha

O estudo da matriz A, é bem recente e, ap6s uma pesquisa bibliografica, nao foram encontrados,
pelo menos até o presente momento, trabalhos que envolvam grafos linha e essa matriz. A vista disto,
mesmo que de forma inicial, apresentamos nesta secao alguns resultados sobre alguns autovalores
da matrix A, do grafo linha de um grafo.

Inicialmente apresentamos o espectro da matriz A, do grafo linha da estrela.
Proposigao VI.2.1. Sejam G = K ,,—1 e a € [0,1]. Entao
o (Aa(l(G))) = {n — 90 (n - o — 1<n—2>} :
Demonstragao. Segue da Observagao 1.2.5 que [(G) é um grafo completo com n — 1 vértices, assim

pela Proposigao 11.2.1 o resultado é obtido. O

Agora, apresentamos alguns resultados que dizem respeito as cotas para autovalores da matriz
A, do grafo linha. O primeiro resultado é um lema que decorre diretamente do Teorema 1.1.11 e

da Proposigao 1.2.8.

Lema VI.2.2. Seja G um grafo com n vértices e m # 0 arestas. Se e € E(G), entao,
Ai(Aa(l(G))) Z Mi(Aa(l(G = €))) = Xit1(Aa(l(G))), (VL1)

Vi=0,....,m—1eac|01].

A partir do Teorema 1.3.15, foi estabelecida uma cota inferior para o menor autovalor da matriz

A, (l(@)), que apresentamos a seguir.

Teorema VI.2.3. Seja G um grafo com m arestas e §(G) o grau minimo de G. Entao,
Am (Ao (l(@))) = 2a6(G) — 2 (VL.2)

para o € [0,1).
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Demonstracao. Seja B a matriz de incidéncia de G. Segue do Lema 1.3.16 e da definigao da matriz

A, que
(1—a)BTB=(1-a)A((G)) +2(1 — ), = A, (I(G)) — aD(I(G)) 4+ 2(1 — a)I,,. (VL3)

Seja {w1, ..., wn} abase ortonormal de autovetores associados aos autovalores do conjunto o (A, (I(G)))

tais que Ay (I(G))w; = Ni(Aa(l(G)))w;, Vi=1,...,m. Entao

(1 — a)wl, BT Bwy, = wl Ao (1(G))wnm + 2(1 — @)wl wy, — awl, D(I(G))wp,

< Am(Aa(U(G))) +2(1 — @) — ad(I(G))-

Como BT B é semidefinida positiva, temos

Am(Aa(U(G))) +2(1 — @) — ad(U(G))

0 < w! BT Bw,, < !
—

Portanto,

0 < A (Aa(l(G))) + 2(1 — @) — ad(I(Q)).

Pela Observago 1.2.7 segue que
0 < An(Aa(I(G))) +2(1 — @) — a(26(G) — 2).
Logo
Am(Aa(1(G))) > 206(G) — 2,

obtendo, assim, o resultado. O

Corolario VI.2.4. Se G é um grafo r-regular com n vértices, m # 0 arestas, r > 2 e o € [0, 1),

entao Ay (Aa(I(G))) = 2ra — 2 se e somente se m > n ou G € bipartido.

Demonstragao. Seja G um grafo r-regular. Suponhamos inicialmente que A\, (Aq(I(G))) = 2ra—2.
Do Corolario I11.2.6 temos que ou m > n ou 0 é raiz do polinémio PQ(G)()\) e, da Proposigao 1.3.18,
segue que G é um grafo bipartido.

Se m > n, pelo Teorema I11.2.5, 2ra — 2 é um autovalor de A, (I(G)) e pelo Teorema VI.2.3 esse
valor é o menor possivel. Se G é um grafo bipartido, pela Proposi¢ao 1.3.18 temos que 0 € o(Q(G))

e, aplicando o Corolério II1.2.6, o resultado é obtido. O

Exemplo 10. Se G = C,, e n € par, seque do Coroldrio VI.2.4 que A\p(Ax(l(G))) = 4o — 2.
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As proximas proposigoes apresentam algumas cotas para o maior autovalor da matriz A, (I(G)).

Proposicao VI1.2.5. Sejam G um grafo conexo com n vértices e a € [0,1). Entao, A\ (Ax(I(G))) <

2 se e somente se G = P,.

Demonstracao. Suponha que G =2 P,,. Segue da Proposicao 11.4.12 que

Agora, suponhamos que A\ (A4 (I/(G))) < 2. Por absurdo suponhamos que G 2 P,. Entao [(G)

contém no minimo um ciclo C'. Do Teorema 1.1.11 e do Lema II.1.2 temos que
M (Aa(l(G))) = Mi(Aa(C)) = 2,

o que é uma contradigao. Logo, G =2 P,. O

O Teorema VI1.2.6 apresenta cotas superior e inferior para A1 (A4 (I(G)) em fungao de A1 (A4 (G)),
dos graus maximo e minimo de G e dos graus dos vértices das arestas. Para obtermos o resultado
desejado, vale observar que se tomarmos U = [u;;] = —aD(I(G)) +2(1 — )1, a qual é uma matriz

diagonal de ordem n, e substituirmos na equagao (VI.3), temos
(1—-a)B'B = A,(1(G)) +U. (V1.4)

Segue da Observacao 1.2.7 que, para todo k € {1,...,m} e e, = v;v;, temos que uy, = —ad(e) +

2 — 20 = —a(d(v;) + d(v;) —2) + 2 —2a =2 — a(d(v;) + d(vj)).

Teorema VI.2.6. Sejam G um grafo com grau mdzimo A, grau minimo § e o € [0, 1]. Entao

M (4a(G)) + (1 = 2a)6 - U,.J.Iéaéic){z — a(d(vi) + d(v)))} < M(Aa(U(G))) (VL5)
M (Aa(I(G))) < M (Aa(G)) + (1 - 20)A — WI.E%I(G){Q — a(d(vi) + d(v)))} (VL6)

Demonstracio. Seja B a matriz de incidéncia do grafo G. Sabemos do Teorema 1.1.3 que Ay (BBT) =

A1 (BT B) e aplicando o Corolario 1.1.9 na equacgio (VI.4) obtemos

M(AUG))+ | min {2=0a(d(v)+d(0)} € M(Aa(l(G)+U) € M(Aa((G)) + | max (2= a(d(v)+d(v;)}
(VL7)

Seja  um autovetor unitario associado ao autovalor A\;(A,(G)) e z um autovetor unitario associado
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a A\ (BBT). Segue do Teorema 1.1.10, da Proposicao I1.1.1 e da equagdo (II1.15) que

(1—a)\(BBT)=(1-a) lmlg)lc 2’BBT2 > (1 —a)e? BBT2 = 2T Ao (G)z + (1 — 2a)2T D(G)x

=M (4.(G)) + (1 — 2c) Zn:d(vz)x? > M (Ax(G)) + (1 = 2ar)6. (VIL.8)
=1

Portanto, levando em consideragao a igualdade em (VI.4) e substituindo (VI.8) em (VI.7), temos

MAa(l@) + | max (2= ald(v) +d(v;))} 2 M(Aa(G)) + (1 - 20)8

obtendo assim a desigualdade (VL.5).
Por outro lado, segue novamente do Teorema 1.1.10, da Proposigao II.1.1 e da equagao (II1.15)

que

M (A0 (@) = max 2T Ay (@) > 2T Ay (G)z = 21 (1 — a)BBT 2 — (1 — 2a)2' D(G)=

|z|=1 B

> M (Aa(l(@))) + Wl_"feliEn(G){Q —a(d(vi) +d(vj))} = (1 = 2a) Z d;z

> M AaUG) + | min (2~ a(d(w) +d(1;)} ~ (1-20)A, (VL)

Levando novamente em consideragao a igualdade em (VI.4) e substituindo (VI.9) em (VI.7), obte-

mos, de forma anéaloga, a desigualdade (VI.6) e consequentemente o resultado. O
Corolario V1.2.7. Sejam G um grafo r-reqular e a € [0,1]. Entao A1 (Aa(I(G))) = 2r — 2.

Demonstracao. Pelo Teorema VI.2.6 temos que

M(Au(@) + (1 = 2a)r — 2+ 2ra < M (AL (I(G))) < M(Aa(G)) + (1 —2a)r — 2 4 2ra.
Entao, A\ (A.(I(Q))) = M(Aa(@)) + (1 — 2a)r — 2 + 2ra. Como A\ (An(G)) = r, obtemos o
resultado. O

Proposicao VI.2.8. Seja G um grafo com n vértices, m # 0 arestas. Entao, \(Ax(l(G))) < 2n—4
e Ni(Aa(l(G))) <n(la+1)—4,Vi=2,...m ea € [0,1].

Demonstra¢ao. Como G é um subgrafo de K, o resultado segue da Proposicao [.2.8, do Corolario

VI.2.2 e do Exemplo 8 do Capitulo III. O

Corolario VI.2.9. Sejam G um grafo r-reqular com n > 2 vértices, m # 0 arestas e a € [0,1).

Entao M (Ay(I(G))) = 2n — 4 se e somente se G = K,,.
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Demonstragao. Se G = Ky, segue do Exemplo 8 do Capitulo III que A\; (A (I(K},))) = 2n — 4. Por
outro lado, se A1 (A4 (I(G))) = 2n — 4 temos que Py, () (2n —4) = 0. Assim, pelo Teorema II1.2.5
temos que (2n — 2 — 2ra)™ " Py ()(2n — 2 —r) = 0, para a € [0,1). Portanto, ha dois casos a
considerar:

(i) suponha que 2n —2 —2ra=0. Se « € (0,1), entdo r = L 1, o que é impossivel.
o

Se a =0, entdao n = 1 o que é um absurdo.

(ii) suponha que P4, (@)(2n —2—7r) = 0. Como G é r-regular, temos que a multiplicidade
M(Aq(G)) = r é 1, e portanto temos que 2n — 2 — r = r. Dessa forma, r = n — 1, o que

completa a demonstragao.

Para finalizar, na Proposigao VI.2.10 sao apresentadas cotas para A2(A.(I(G)).

Proposigao VI1.2.10. Seja G um grafo conexo com n vértices, n > 3. Entao
200 — 1 < M (An(l(G))) < n(a+1) — 4.

A igualdade ocorre quando G = Ps, para a cota inferior, e quando G = K,,, para a cota superior.

Demonstragao. Como n > 3, segue da Proposicao 1.2.8 que I(P3) é subgrafo de [(G). Do Teorema
[.1.11 e da Proposigao VI.2.1 temos que 2a — 1 < Aa(A4(I(G))) e entao obtemos a cota inferior. Se
G =2 Ps, segue da Proposicao VI.2.1 que a igualdade é atingida. J& a cota superior e sua igualdade

seguem diretamente da Proposicao VI.2.8. O
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Capitulo VII  Conclusoes e Trabalhos futuros

Desde sua introdugao por Nikiforov [2017], o estudo da matriz A, tem sido um topico de
destaque na TEG, avangando continuamente. Nikiforov, ao propor esta matriz, abriu caminho para
uma nova abordagem na anélise espectral de grafos, explorando conjuntamente as propriedades da
matriz de adjacéncia e da matriz Laplaciana sem sinal, além de suas relagdes com outras estruturas
topologicas.

Nesta pesquisa, conduzimos uma analise abrangente dos avancos relacionados & matriz A, desde
quando ela foi definida por Nikiforov até as recentes contribuigoes que reforcam sua importancia na
Teoria Espectral de Grafos (TEG). Esta revisao aborda a obtengao do espectro de diversas familias
de grafos, a determinacgao dos polinémios caracteristicos e a obtencao de cotas para alguns de seus
autovalores. Ao examinar esses aspectos, buscamos nao apenas compreender a evolucao histérica
da matriz A,, mas também elucidar sua relevAncia atual na anélise estrutural e no estudo das
propriedades espectrais dos grafos. Essa abordagem pode proporcionar insights que podem orientar
futuras pesquisas e aplicagoes na area de TEG.

Apos revisarmos alguns dos resultados importantes existentes na literatura, exploramos no Ca-
pitulo IIT o polinémio caracteristico da matriz A, para diferentes tipos de grafos, bem como suas
conexoes com outras matrizes que os representam, como a matriz de adjacéncia, a matriz laplaciana
sem sinal e a matriz do grafo linha. Adicionalmente, apresentamos resultados sobre o polinémio
caracteristico de um grafo obtido por uma coalescéncia de outros grafos, e discutimos os autovalores
das submatrizes principais da matriz A, (G).

No Capitulo IV, apresentamos algumas das contribuigoes desta tese para o estudo da matriz
A, e suas propriedades espectrais. Em particular, introduzimos novas cotas para o maior auto-
valor (Teoremas IV.1.1, IV.1.3, IV.1.6, IV.1.7, IV.1.8, IV.1.9 ¢ IV.1.11 e o Corolario IV.1.5), para
o segundo maior autovalor (Proposi¢oes IV.2.1 e IV.2.4) e para o menor autovalor desta matriz
(Proposigoes IV.3.1 e IV.3.1). As cotas propostas estao relacionadas, principalmente, ao nimero de
vértices, o nimero de arestas, o grau maximo e o grau minimo do grafo. Além disso, consideramos
o grau médio de um vértice, os graus dos vértices que compoem uma aresta, o nimero de indepen-
déncia e os autovalores da matriz A(G).

Em sequéncia, no Capitulo V, realizamos uma analise comparativa entre as cotas introduzidas

no Capitulo IV e algumas ja estabelecidas na literatura. A selecdo das cotas baseou-se no critério
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de utilizacdo dos mesmos pardmetros apresentados nas novas cotas da tese. Utilizamos graficos e
tabelas para tornar os resultados mais acessiveis e ficeis de serem analisados. Durante as com-
paracoes, observamos que algumas das cotas desenvolvidas superaram muitas das cotas presentes
na literatura, enquanto outras foram consideradas incomparéveis. Nosso objetivo foi nao apenas
expandir o conhecimento existente, mas também estabelecer uma base sélida para futuras pesquisas
nessa area. Desta forma, essa andlise comparativa proporcionou insights sobre o desempenho das
novas cotas.

E importante destacar que, em relacio a algumas comparacoes de cotas, ndo conseguimos obter
demonstracoes algébricas. Diante dessa limitacao, optamos por uma abordagem computacional,
explorando diversas familias de grafos. Essa estratégia revelou-se produtiva, levando & formulacao
de conjecturas que tém o potencial de orientar investigacoes futuras. As conjecturas propostas sao

as seguintes:

e Conjectura 1: Para um grafo G e um valor « pertencente ao intervalo [0,1), a cota estabe-

lecida pelo Teorema IV.1.1 € superior & cota fornecida pelo Teorema I1.4./.

e Conjectura 2: Considerando um grafo G com m # 0 arestas, n > 3 vértices, A e § como
o maior e o menor grau dos vértices, respectivamente, e o € [0,1], a cota estipulada pelo

Teorema IV.1.3 € maior ou igual & cota estabelecida pelo Teorema I1.4.9.

e Conjectura 3: Para um grafo G com n > 2 vértices e a € [0,1], a cota dada pelo Teo-

rema IV.1.7 € maior ou igual a cota apresentada pelo Teorema I1.4.59.

Um dos aspectos mais interessantes do nosso estudo é a aplicacao da matriz A, aos grafos linha,
uma classe especial de grafos cujas relacoes com a referida matriz ainda nao foram exploradas.
Nesta linha, apresentamos no Capitulo VI um estudo inédito sobre a matriz A, para os grafos
linha, investigando cotas para alguns de seus autovalores sob algumas condi¢oes especificas. Essa
analise abre novas perspectivas para a compreensao da estrutura e do comportamento dos grafos
linha, usando essa matriz.

Apesar dos avangos significativos alcangados nesta pesquisa, é importante reconhecer que ainda
existem diversas questoes em aberto e areas que requerem investigagao futura. Deixamos algumas
dessas questoes em aberto como sugestoes para trabalhos futuros, como as conjecturas apresentadas
no Capitulo V. Além disso, problemas como: a obtencao de novas cotas pela utilizacdo de outras
cotas existentes na literatura referentes a alguns parametros utilizados (indice de Zagreb, indice de
Randit, indice topologico “esquecido”, por exemplo); exploragao de propriedades adicionais da matriz
A,; sua aplicacdo em contextos praticos. Esperamos que esta tese possa servir como uma fonte de
consulta importante e bem fundamentada para os atuais e futuros pesquisadores interessados na

TEG e na matriz A,.
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Indice Remissivo

autovalor, 18 estrela, 22
autovetor, 18 firefly, 29
floresta, 23

caminho, 22
friendship, 29

ciclo, 22
grau médio, 22
conjunto
Helm, 30
cardinalidade, 21
join, 24
didmetro, 22 linha, 25

livre de triangulo, 22
fungao
niumero de clique, 22
determinante, 17
nimero de cobertura de arestas, 55

grafo, 21 nimero de cobertura de vértice, 55
arvore, 23 numero de independéncia, 23
bipartido, 22 pineapple, 27
bipartido completo, 22 raio espectral, 30
bipartido semirregular, 22 regular, 22
birregular, 22 roda, 24
caminho, 22 simples, 22
ciclo, 23 split completo, 24
cintura, 23 starlike, 27
clique, 22 subdivisao, 26
coalescéncia, 24 total, 26
complemento, 24 vassoura dupla, 27
complemento bipartido, 24 indice, 30

completo, 22
indice topolégico “esquecido”, 23

conexo, 22

disjuntos, 24 matriz, 16

dupla estrela, 27 A, 35

dupla pipa, 28 adjacancia generalizada, 35

escada, 29 adjacéncia universal, 35



adjacéncia, 30
diagonal, 16
diagonal dos graus, 22
em blocos, 18
espectro, 19
identidade, 17
incidéncia, 33
irredutivel, 18
Laplaciana, 34
Laplaciana sem sinal, 34
nao negativa, 17
permutacao, 18
quadrada, 16
quociente, 20
redutivel, 18
simétrica, 17
submatriz principal, 17
multiplicidade algébrica, 19

multiplicidade geométrica, 19

particao equlibrada, 20
passeio, 22

polindémio caracteristico, 18

quociente de Rayleigh, 21

Randi¢
indice geral, 24

subgrafo, 22
subgrafo induzido, 22

Teorema
Entrelacamento de Cauchy, 21
Perron-Frobenius, 20
Rayleigh, 21
Rolle, 107
Weyl, 20
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vertice
grau, 22
grau maximo, 22
grau médio, 22
grau minimo, 22
vertices
adjacentes, 22
distancia, 22

sequéncia de graus, 22

Zagreb
primeiro indice, 23
primeiro indice geral, 23

segundo indice, 23
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