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RESUMO

Modelo Autorregressivo Média-Moével baseado em Janelas deslizantes

Arthur Ronald Ferreira Diogenes Garcia

Orientadores:
Eduardo Soares Ogasawara
Dayse Haime Pastore

Resumo da Dissertagao submetida ao Programa de Pos-graduagao em Ciéncia da Computacao do
Centro Federal de Educagao Tecnologica Celso Suckow da Fonseca CEFET/RJ como parte dos
requisitos necessarios a obtengao do grau de mestre.

Modelos de séries temporais vém sendo propostos ha décadas, sendo que a maioria desses mo-
delos requer como pré-requisito a condicao estacionéria, i.e., que a série possua média, varidncia
e covariancia constantes. Diante disso, é necessario pré-processéi-la a fim de obter uma série esta-
cionaria. Nao obstante, é desejavel para fins de anélise que o modelo bem como as propriedades
estatisticas da série possam ser interpretéaveis, a fim de auxiliar na anéalise do usuério, facilitando
sua aplicagdo. Esta dissertagdo propde um modelo denominado WARMA, Autorregressivo Média-
Movel baseado em Janelas deslizantes, que combina uma fase de pré-processamento, visando obter
a estacionariedade preservando as propriedades estatisticas da série original, e uma fase de mode-
lagem por meio do ARMA (Autorregressivo Média-Moével). Uma avaliagao experimental utilizando
séries econOmico-financeiras mostra que o WARMA alcanga desempenho comparéivel ao ARIMA
(Autorregressivo Integrado Média-Movel) em diferentes horizontes de previsdo, com desempenhos
complementares em dominios especificos. Isto é, enquanto um modelo se destaca em previsoes de
curto prazo, o outro demonstra melhor desempenho em predi¢des de longo prazo. Adicionalmente,
os resultados indicam que o WARMA fornece uma alternativa eficaz para analise de séries mantendo
a interpretabilidade das propriedades da série original.

Palavras-chave: Séries Temporais, Estacionariedade, Autorregressivo Média-Movel, Janelas Des-
lizantes, Normalizacao Adaptativa

Rio de Janeiro,

18 de Margo de 2025



ABSTRACT

Modelo Autorregressivo Média-Moével baseado em Janelas deslizantes

Arthur Ronald Ferreira Diogenes Garcia

Advisors:
Eduardo Soares Ogasawara
Dayse Haime Pastore

Abstract of dissertation submitted to Programa de Pés-graduacao em Ciéncia da Computacao -
Centro Federal de Educagao Tecnologica Celso Suckow da Fonseca CEFET/RJ as partial fulfill-
ment of the requirements for the degree of master.

Time series models have been proposed for decades, and most require a stationary condition as
a prerequisite, i.e., the series has a constant mean, variance, and covariance. Given this require-
ment, preprocessing methods are necessary to obtain a stationary series. However, it is desirable
for analysis purposes that the model and the statistical properties of the series remain interpretable
to support user analysis and facilitate its application. This work proposes a model called WARMA,
a Sliding Window-based Autoregressive Moving Average, which combines a preprocessing phase ai-
med at obtaining stationarity while preserving the statistical properties of the original series and a
modeling phase using ARMA (Autoregressive Moving Average). An experimental evaluation using
economic and financial series shows that WARMA achieves comparable performance to ARIMA
(Autoregressive Integrated Moving-Average) over different forecast horizons, with complementary
performance in specific domains. In other words, while one model excels in short-term forecasts,
the other performs better in long-term predictions. In addition, the results indicate that WARMA
provides an effective alternative for analyzing time series while maintaining the interpretability of
the properties of the original series.

Key-words: Time Series, Stationarity, Autoregressive Moving-Average, Sliding Windows, Adap-
tive Normalization

Rio de Janeiro,

18 de Margo de 2025
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Capitulo I Introducao

Série temporal (ou série, para fins de brevidade) é uma sequéncia cronologicamente ordenada de
observagoes obtidas em intervalos igualmente espacgados, podendo ser classificada como estacionaria
ou nao estacionéria, sendo a primeira caracterizada por possuir média, varidncia e covariancia
constantes. Caso pelo menos uma dessas premissas seja invalida, a série é nao estacionéria. Do
ponto de vista analitico, séries estacionarias permitem generalizar a analise de um periodo a outro
da série, diferentemente do que ocorre com séries nao estacionérias, nas quais somente o periodo em
quest@o pode ser analisado [Gujarati and Porter, 2008]. Tal comportamento estacionario facilita a
adocao de modelos sujeitos as restricoes legais ou de negocio.

No entanto, para a maioria das séries, a nao estacionariedade é a regra enquanto a estacionari-
edade é a excecao. Paralelamente, diversos modelos de séries requerem que a série a ser modelada
seja estacionéaria. Como consequéncia, Box et al. [2015] popularizaram a Integragdo como método
de pré-processamento de séries nao estacionarias em estacionérias.

Posteriormente & Integracao, diversos outros métodos surgiram ou foram adaptados para lidar
com a nao estacionariedade, sendo que, de modo geral, esses métodos focam em uma ou mais dessas
propriedades estatisticas, i.e., média, varidncia e covariancia [Salles et al., 2019; Yang and Zurbenko,
2010], de forma que a condigao estacionaria ¢ alcangada pela aplica¢ao de um ou mais métodos de
pré-processamento.

Por outro lado, outros métodos agem coletivamente sobre a média, varidncia e covaridncia, como
a propria Integragao [Box et al., 2015, mesmo que a série requeira pré-processar somente uma ou
duas dessas propriedades para obter a condigao estacionaria. Como resultado, o comportamento da
série original é modificado, de forma que a interpretabilidade da série integrada fica comprometida,
dificultando uma analise mais abrangente [Hyndman and Athanasopoulos, 2018|.

Usando como exemplo a série passageiros aéreos (Figura I.1 (a)) [Box et al., 2015] e aplicando
a mesma o método Box-Cox [Box and Cox, 1964|, obtém-se uma série na qual somente a variancia
permaneceu constante (Figura 1.1 (b)), devendo, portanto, ser aplicado em conjunto com outro

método a fim de obter média constante e, consequentemente, uma série estacionéaria.



16

600 —
2.85 4

500 —+ 2.80 1

275 4
400 —
270 4

300 —
2.65 1

Quantidade de passageiros (log)

g

o

S
1

200 —+

Quantidade de passageiros (x1000)

100 4

T T T T T T T T T T T T
1950 1952 1954 1956 1958 1960 1950 1952 1954 1956 1958 1960

() (b)

Figura I.1: Série quantidade de passageiros em fun¢ao do ano em (a), na qual foi aplicado o método
Box-Cox, resultando na série em (b).

Outro ponto é que, independentemente da série ser estacionaria ou nao, a eficicia de determi-
nados modelos pode ser beneficiada conforme as caracteristicas da série em questao, de forma que
fica dificil distinguir se a eficicia do modelo foi em func¢ao unicamente dele ou da combinagao entre
o modelo e as caracteristicas da série. Assim, pré-processar a série, visando obter uma série estaci-
ondria, permite fornecer uma base estavel para que diferentes modelos possam ser comparados, por
exemplo, para fins de predigao [Pokorny, 1987; Salles et al., 2019].

Visando preencher essa lacuna, de forma preservar ao maximo o comportamento original da série,
apresentamos um modelo denominado WARMA, que combina pré-processamento e modelagem, no
qual o primeiro visa obter uma série estacionaria através do processamento sequencial da média e
variancia, respeitando essa ordem.

Para isso, o WARMA introduz o conceito de passos, em que cada passo consiste na aplicacao de
um ou mais métodos de pré-processamento, visando obter o comportamento constante para uma,
e somente uma, das propriedades estatisticas da série em questao. Assim, enquanto o passo um
foca na média, o passo dois foca na varidncia. Seguindo essa logica, uma série pode requerer de
zero a dois passos para obter sua contrapartida estacionaria, em que zero passo indica uma série
estacionaria e, portanto, nao requer pré-processamento.

Para fins de exemplificagdo, uma quebra estrutural é simulada na Figura 1.2 (a), caracterizada
por uma mudanca brusca no comportamento da série, usualmente devido & mudanga de gestao,
decisoes politicas e choques externos, entre outros [Shrestha and Bhatta, 2018]. No instante de 0
a 100, a série apresenta um comportamento estacionario. Porém, devido a quebra estrutural no
instante 100, ocorre uma mudanga na média da série, variando de zero para cinco, fazendo com que
a série seja nao estacionéria (Figura 1.2 (a)).

Ao aplicar o WARMA, somente a média da série é pré-processada, de modo que a série resultante

seja estacionéaria, além de preservar o comportamento de ambas subsequéncias & esquerda e a direita
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do instante 100 (Figura 1.2 (b)), quando comparadas com as respectivas subsequéncias da Figura
[.2 (a). Como a série necessitou pré-processar somente a média, a quantidade de passos para obter

a série estacionéaria é um.

-2

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

(a) (b)

Figura 1.2: Série original nao estacionaria em (a), em que a linha tracejada delimita uma quebra
estrutural (mudanga de nivel), comum em séries de natureza economica, e a respectiva série estaci-
onaria por meio do WARMA em (b).

Para obter séries estacionarias, o WARMA usa SW que, de forma geral, consiste em obter sub-
sequéncias de tamanho fixo a partir da série original, as quais se aplicam uma ou mais fungoes
matematicas, visando alguma finalidade. No caso do WARMA, objetiva-se capturar o comporta-
mento inercial das subsequéncias que compoem a série original [Ogasawara et al., 2010]. Isto é,
subsequéncias nas quais as propriedades estatisticas permanecam constantes, de forma obter uma
série estacionéria.

Uma vez de posse da série pré-processada e estacionaria, passa-se para a fase de modelagem,
na qual a série resultante do pré-processamento é modelada por meio do ARMA [Box et al., 2015].
Assim, a interpretabilidade do WARMA ¢é alcancada através da preservagao do comportamento
das subsequéncias que compdem a série original, bem como do ARMA, por considerar no modelo
resultante as observagoes e erros precedentes.

Além desta introdugao, esta dissertacao inclui mais seis capitulos. No capitulo II, revisamos
os conceitos relacionados as séries estacionarias e nao estacionérias, bem como os métodos de pré-
processamento de séries estacionirias em nao estacionarias. No capitulo III, modelos que, assim
como o0 WARMA, combinam pré-processamento e modelagem sao discorridos. No capitulo IV, os
fundamentos que suportam o modelo WARMA s&o descritos, descrevendo inicialmente a fase de pré-
processamento, responsével por obter a série estacionéria, e posteriormente a incorporacao dessa
fase ao modelo ARMA, cujo resultado é o modelo WARMA.

Ja a avaliagdo experimental é discutida no capitulo V, na qual séries econémico-financeiras
de diferentes dominios, como commodities, juros, cAmbio monetario, entre outros, sao avaliadas

em duas partes. Na primeira parte, relacionamos a quantidade de passos necessarios para obter



18

a estacionariedade no WARMA com a ordem do modelo ARIMA [Box et al., 2015], que usa a
Integracao como método de pré-processamento para obter a série estacionéaria.

Nessa primeira parte, destaca-se que, para a maioria das séries econémico-financeiras avaliadas, a
condicdo estacionaria é satisfeita por meio do WARMA pré-processando somente a média e variancia.
Na segunda parte, a eficacia do modelo WARMA ¢é avaliada para essas séries segundo o critério da
previsdo no curto e médio prazo, por meio de um benchmarking com o modelo ARIMA.

Por fim, as conclusoes no capitulo VI, no qual as contribuicoes desta dissertagao sao resumidas.
Além disso, avaliam-se a produgao bibliografica e trabalhos futuros. Neste contexto, a covariancia
é analisada, pois, conforme visto anteriormente, uma série estacionaria requer média, variancia e
covariancia constantes. Entretanto, o WARMA foca somente na média e variancia. Diante disso,
métodos que podem ser aplicados as séries de forma obter uma série com covariancia constante
sao examinados, visando uma evolucgdo do WARMA. Complementando a covaridncia, discute-se

brevemente a sazonalidade, além de outras oportunidades de trabalhos futuros.
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Capitulo IT Referencial tedrico

Uma série X é uma sequéncia de n observagoes aleatorias, (xi,...,X,), em que x; corresponde
ao valor assumido pela observacao no primeiro instante e x, ao valor assumido pela observacao
no instante mais recente. Ja o tamanho da série é designado por |X| enquanto uma observagao
especifica da série é referenciada por x;, indexada no tempo ¢t = (1,...,n) [Shumway and Stoffer,
2017; Salles et al., 2019].

Uma série é classificada como estritamente estacionédria se o comportamento probabilistico
de quaisquer sequéncia de valores (x,,...,xs,) for igual ao da respectiva sequéncia deslocada
(Xt14ry -+ Xty,, ), Para qualquer k = 1,2,... e para quaisquer deslocamento 7 = 0,41,42,...
[Shumway and Stoffer, 2017|. Dado que, para a maioria das aplicagoes, as respectivas distribuigoes
sao desconhecidas a priori [Woodward et al., 2017|, admite-se a definigdo covariancia-estacionéria,
na qual a série apresenta média, varidncia e covariancia constantes [Tsay, 2010; Enders, 2014].

Pela defini¢do covaridncia-estacionaria, as equagoes Il.1a, II.1b e II.1c independem do instante
t, em que E corresponde ao valor esperado, y e o2, constantes, correspondem & média e variancia
da série, respectivamente, enquanto -y;, constante, corresponde & autocovariancia da série defasada

por um inteiro /. Adicionalmente, para fins de simplificacdo, adotar-se-a ao longo desta dissertagao

a denominagao estacionaria para se referir & defini¢cdo covaridncia-estacionéaria.

Elx] =p (I1.1a)
El(xt — p)?] = 0% (IL.1b)
El(xt — p)(xe—1 — )] = (IL.1c)

Embora nao diretamente relacionada com a definicdo covaridncia-estacionaria, mas de relativa
importancia, Pickup [2014] cita a propriedade estabilidade, através da qual a série é considerada
estavel se possuir um equilibrio, para o qual converge no longo prazo. O conceito de equilibrio pode
ser visto como o valor médio esperado no longo prazo.

Dependendo dos requisitos do usuario, essa propriedade pode ser 1til ao poder considerar a série
integral, sem modificagbes, somente a porcao estacionéria ou ainda pré-processar a série inteira,

visando obter uma série estacionaria. Essa propriedade fica evidente na série do IPCA, aproxima-
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damente a partir de 2004, quando o comportamento estacionario de longo prazo foi estabelecido

(Figura II.1).

IPCA (%)

-1

T T T T T T T
1995 2000 2005 2010 2015 2020 2025

Periodo

Figura II.1: IPCA, indice oficial da inflacdo do Brasil, no qual adquiriu comportamento estacionario
e estavel alguns anos apods a implantagao do Plano real

No campo das séries estacionarias, uma em especial se destaca, denominada ruido branco, carac-
terizada por ser independente e identicamente distribuida (iid) com média u e variancia o2. Caso
essa distribuicao seja normal e a média zero, o ruido branco é denominado gaussiano ou normal.
Ciente disso, salvo disposi¢ao em contrario, considerar-se-4 o gaussiano qualquer referéncia ao ruido
branco.

Contrastando com o ruido branco, principal referéncia quando se faz mencao as séries estacio-
nérias, a literatura em geral elicita as séries passeio randémico e tendéncia estacionario, incluindo
variagoes destas que, individualmente ou combinadas entre si, determinam os blocos constituintes
de séries nao estacionérias mais complexas.

O passeio randémico modela o comportamento de séries de diversas areas de aplicagdo, como
séries financeiras, por exemplo, sendo o mercado de agdes, entre outros, um caso classico |Tsay,
2010], além de ser um padrao contra o qual a eficiéncia de modelos mais complexos sao avaliados
[Metcalfe and Cowpertwait, 2009; Enders, 2014].

No passeio randdémico, o valor corrente da série é igual ao valor anterior mais um valor obtido a
partir de um ruido branco (Equacao I1.2), em que &; corresponde ao valor corrente do ruido branco,
podendo ainda ser representado pelo somatorio de ruidos brancos, conforme Equacao 11.3, em que
xo corresponde ao valor inicial da série.

O passeio randomico ¢ classificado como um processo de raiz unitaria, pois a Equagao (I1.2)
pode ser reescrita como x; = px;—1 + &¢, sendo p igual a 1. Por essa razao, passeio randémico e raiz
unitaria podem ser considerados intercambiéveis |[Gujarati and Porter, 2008]. Caso o valor absoluto

de p fosse menor que 1, a série seria estacionaria.
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Xt = X¢—1 + E¢ (112)
t

= X9 + Z Et—i (H.S)

i=1

Ainda em relagdo ao passeio randdémico, se adicionarmos & Equacao I1.2 uma constante =,
obtemos o que se conhece por passeio randoémico com drift, segundo a Equacao 1.4, que se apresenta

graficamente sob a forma de uma tendéncia, crescente ou decrescente, a depender do valor de +.

Xt = X¢g—1 + 7+ € (114)
t
=Xo0+ 7t + Z €t—; (I1.5)
=1

Tendéncia estacionéria, por sua vez, é uma série caracterizada pela presenca de tendéncia deter-
minfstica e auséncia de choques aleatérios, segundo Equagao I1.6, na qual o componente determinis-
tico é representado pelo termo S1t, enquanto 5y e &; correspondem, respectivamente, ao intercepto e
a um ruido branco. De forma genérica, a Equagao I1.6 pode ser expandida para satisfazer polinémio

de ordem m (Equagao I1.7).

xt = Bo + it + & (I1.6)

Xt = Po+ Pit+ -+ Bt™ + & (IL7)

Por fim, intercalando-se com os comportamentos nao estacionarios, pode ocorrer a presenga de
sinais quasi-estacionarios, i.e., nos quais as propriedades estatisticas permanecem constantes durante
um curto intervalo [Parchami et al., 2016]. Embora nao seja um comportamento nao estacionério
em si, é importante destaca-lo devido a sua utilidade em algumas aplica¢oes. Por exemplo, sinais de
voz, embora nao estacionérios, sao usualmente analisados sob a 6tica de sinais quase estacionérios
de intervalos fixos |[Tan and Kraljevski, 2014; Parchami et al., 2016].

Para fins de exemplificac¢do, as Figuras I1.2 (a), I1.2 (b), I1.2 (c) e I1.2 (d) apresentam, res-
pectivamente, as séries ruido branco, passeio randdmico, passeio randémico com drift e tendéncia
estacionario. Observe que as séries passeio randémico com drift e tendéncia estacionario possuem
um comportamento similar, embora os modelos que as governam sejam diferentes, de forma que,
muitas vezes, o usuario pode erroneamente considerar que ha uma relacao entre ambas, quando, na

verdade, nao ha, caracterizando o que se conhece por correlagao espiria [Pernagallo, 2023].
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Figura I1.2: Amostras de série estacionaria, representada pelo ruido branco (a), e ndo estacionarias:
passeio randomico (b), passeio randémico com drift (c) e tendéncia estacionério (d)

II.1  Funcoes ACF e PACF

A fim de auxiliar o usuério na analise de séries, uma ferramenta util é a ACF, que mede a
correlagdo entre a série em questdo e uma versao defasada de si propria, i.e., para um dado va-
lor I = 1,2,3..., a ACF mensura a dependéncia linear entre os pares de observagoes (xi,X147),
(x2,X241), - - -5 (X|x|—15X|x|), em que [ e p correspondem, respectivamente, & defasagem e & média da

série em questao (Equagao IL.8).

i (= ) Gt = )

11.8
S (= )2 e

Além da ACF, outra funcao é a PACF que, para mensurar a autocorrelagdo entre pares de
observagoes (x1,X147), (X2,X24), - . . , desconsidera a correlagao indireta provocada pelas observagoes
entre x; e x;4; [Enders, 2014]. Ambas as fungoes, individual ou conjuntamente, podem ser usadas,
entre outras finalidades, para modelar e classificar séries, bem como identificar padroes repetitivos

ou sazonais [Metcalfe and Cowpertwait, 2009; Box et al., 2015].
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Figura 11.3: ACF de um ruido branco, caracterizado pela auséncia de correlagdo serial

II.2 Componentes de uma série

Apesar das fungoes ACF e PACF auxiliarem na andlise do comportamento de séries, outros
mecanismos sao uteis. Um desses mecanismos consiste na decomposi¢do de séries, facilitando a
anéalise individual dos componentes delas resultantes, as vezes nao observéaveis na série original. Tais
componentes incluem tendéncia, ciclos, sazonalidade e residuos e foram originalmente relatados por
Persons [1920]. Modelos de decomposicao cléassicos e contemporaneos sao descritos por Liu et al.
[2023].

Tendéncia apresenta um movimento sisteméatico durante um intervalo de longo prazo [Ord et al.,
2017], podendo ser deterministica ou estocastica, sendo que, em geral, o padrao apresentado pela
tendéncia (como linear, crescente ou decrescente, quadratica e exponencial) dependeréa da natureza
do fator externo que a modela (como indicadores demograficos, mercado de agoes e indicadores
macroecondmicos) [Hoshmand, 2009].

Jé& a sazonalidade é caracterizada por um padrao que se repete no decorrer de um intervalo fixo e
conhecido [Ord et al., 2017] que, a depender da intensidade da variagao sazonal, pode ser necessario
pré-processar a série de forma remover o efeito da sazonalidade, haja vista que ela pode mascarar
os movimentos dos ciclos de negocios mais importantes [Neusser, 2016].

Ao contrario do que ocorre com a sazonalidade, o intervalo do padrao ciclico ao longo da série
é variavel e desconhecido, usualmente superior a um ano, caracterizado ainda por apresentar uma
oscilagao regular ao longo da tendéncia [Ord et al., 2017]. Ademais, os padroes ciclicos diferem em
intensidade ou amplitude e estao relacionados com ciclos macroeconémicos e variagoes climaticas
|[Hoshmand, 2009; Metcalfe and Cowpertwait, 2009; Enders, 2014].

Os residuos constituem a diferenca entre a série e os demais componentes, i.e., tendéncia, ciclo
e sazonalidade [Hyndman and Athanasopoulos, 2018], e usualmente contém sinais ocultos nao fa-
cilmente interpretaveis, de forma que entender e modelar esses sinais é frequentemente o objetivo

da analise de séries [Sanchez, 2023].
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Na Figura I1.4, a decomposigao da série COg, em partes por milhdo (ppm), para o periodo de
1959 a 1997, obtida através do método decompose, incluido no pacote stats, da linguagem R. Observa-
se ao longo da série uma tendéncia linear crescente e um padrao sazonal crescente e decrescente de
mesma intensidade ao longo de cada ano. Um ponto adicional a ser observado na Figura I1.4 € a
auséncia do componente ciclo. Isto ocorre porque a tendéncia e o ciclo sao usualmente combinados

através da tendéncia [Hyndman and Athanasopoulos, 2018].
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Figura I1.4: Decomposicao da concentracao atmosférica de COo para o periodo de 1959 a 1997

I1.3 Modelos lineares

11.3.1 Regressao linear

Para séries univariadas com tendéncia deterministica, a regressao linear é modelada relacionando
as observagoes e os respectivos indices (Equacao I1.9), em que [y corresponde ao intercepto, (1
representa a inclina¢ao da reta do modelo resultante e £; o erro do modelo no instante ¢t [Hyndman

and Athanasopoulos, 2018].
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Xt:/80+/81t+5t7t:172a37"‘ (119)

Ja para séries com padroes sazonais, aplica-se um sistema de s equagoes generalizado pela
Equagao I1.12, em que cada periodo do padrao sazonal é representado por um modelo linear com
intercepto By e inclinagdo B; proprios de cada periodo, sendo distinguidos pelo segundo subscrito,
que vai de 1 a s, além do erro &; no instante ¢. Assim, para uma série na qual o padrao sazonal
se repete a cada doze meses, a frequéncia da sazonalidade é doze, deve-se aplicar a Equagao (I11.10)
quando os periodos forem os meses de janeiro, a Equagao (I1.11) quando os periodos forem os meses

de fevereiro e assim por diante.

Xt,1 = BO,l + 517125 +ep1,t = 1,14+s,1+2s,... (1110)
Xt2 = BO,Q + BLQt +et2,t=2,24+5,2+2s,... (H.ll)
Xt,s = Bo,s + B1st +ers,t =5,5+5,5+2s,... (I1.12)

Um ponto a ser observado na regressao linear é a presenca de outliers pois, dependendo da
magnitude deste em relacao as demais observagoes, a eficicia do modelo final ficard comprome-
tida, devendo, portanto, ser adequadamente processado. Além disso, o usuario deve ficar atento a
presenca de heterocedasticidade na série. Neste caso, a série deve ser pré-processada usando, por
exemplo, o método Box-Cox, a fim de estabilizar a variancia.

Apesar da simplicidade e facilidade de interpretacao, a regressao linear ndo considera correlagao
serial, quando uma variavel se relaciona consigo mesma, comum em séries [Metcalfe and Cow-

pertwait, 2009].

11.3.2 Modelo Autorregressivo

No modelo AR, o valor corrente é funcéo dos p valores precedentes, segundo a Equacao 11.131,
em que &; ao erro, que idealmente deve se comportar como um ruido branco [Hyndman and Atha-
nasopoulos, 2018]. O parametro p determina ainda a ordem do modelo AR, podendo ainda ser

representado por AR(p), i.e., um modelo AR de ordem p.

'Na pratica, pode haver a presenca de uma constante. Porém, sem prejuizo dos conceitos discutidos.
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Xt = Q1X¢-1+ 0+ OpXe—p + & (I1.13)
P
= Z PixXe—i + €
i=1

Convém observar que a Equacgao I1.13 pode ser simplificada, sem prejuizo das operagoes, através
da introducdo do operador de defasagem, denotado pela letra B, valendo a relacao definida na

Equagao I1.14. Na préatica, o operador B retorna o valor observado k instantes anteriores a t.

B*x, = Bx;_j (I1.14)

De posse do operador de defasagem B, reescreve-se a Equagao I1.13 consoante Equagao 11.15,
na qual a expressao (1 — ¢1B — - -+ — ¢, BP) é denominada polinémio caracteristico do modelo AR,

sendo este polinémio denotado pelo operador autorregressivo ¢(B) (Equagao I1.16).

Xt = Q1X¢—1 + -+ PpXe—p + &4

Xt:¢1BXt+"’+¢pBPXt+€t

Xt—¢1BXt—"‘—¢poXt =&t
(1—¢1B—-- —¢pBP)x; = (IL.15)
¢(B)xt = &4 (I1.16)

Ja a condicao para que um modelo AR seja estacionario é que as raizes do polinémio caracte-
ristico do modelo AR residam fora do circulo unitario no plano complexo. Se pelo menos uma das
raizes residir no interior do circulo unitario no plano complexo, o modelo AR é néao estacionario

[Box et al., 2015].

11.3.3 Modelo Média Moéovel

Enquanto o modelo AR considera a relacdo entre o valor corrente e os valores precedentes, o
MA define o valor corrente em fungéo dos g valores precedentes gerados a partir de um ruido branco
(Equagao I1.17). De forma analoga ao modelo AR, o pardmetro ¢ determina a ordem do modelo
MA, podendo ainda ser representado por MA(q), i.e., um modelo MA de ordem gq.

O modelo MA ¢é usado em muitas areas do conhecimento, particularmente econometria, em que

indicadores econdémicos sao afetados por uma variedade de eventos, como greves, decisdes governa-
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mentais, escassez de matéria-prima etc [Chatfield and Xing, 2019]. Ademais, embora o nome do
modelo inclua a palavra média, o modelo em si € uma soma ponderada dos ¢ valores precedentes
obtidos a partir de um ruido branco. Entretanto, essa nomenclatura é bem estabelecida [Box et al.,

2015).

q
Xt = Z 91‘875_@‘ + & (Hl?)
i=1

O ruido branco usado na modelagem do MA é construido a partir da prépria Equacao I1.17.

Como exemplo, considere um modelo MA(1), segundo a Equagao I1.18.

xt =bher i +e; (IL.18)

Assumindo g igual a 0, obtemos as Equacoes I1.19, 11.20, I1.21 e assim sucessivamente. Por
fim, sendo um modelo obtido a partir de um ruido branco, o MA é sempre estacionario, indepen-

dentemente dos valores assumidos pelos coeficientes da Equagao I1.17 [Box et al., 2015].

x1=01gg+e1=¢€1=>¢61=x1 (H.IQ)
X9 = 0161+ 9 = 01X1 + 690 = 9 = x9 — 013 (H.QO)
X3 = O1e9 + €3 = 91(}{2 — 91X1) +e3 (11.21)

Do mesmo modo que o modelo AR, a Equacéo I1.17 pode ser simplificada por meio do operador
de defasagem, seguindo o mesmo raciocinio aplicado ao modelo AR, resultando na Equagao 11.22,
em que a expressao (1 + 6B+ ---+6,B89) é denominada polinémio caracteristico do modelo MA,

sendo este polinémio denotado pelo operador média-movel 6(B) (Equagao 11.23).

x¢=14+60B+---+ 60,8 (I1.22)

Xt = H(B)€t (1123)
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11.3.4 Autorregressivo Média-Movel

O modelo ARMA combina os processos AR e MA a fim de obter um modelo mais robusto na
modelagem de séries temporais. Sua forma genérica é dada pela Equagao 11.24, em que p corresponde
a ordem do componente AR e ¢ & ordem do componente MA, podendo ainda ser abreviada segundo a
Equacao I1.25, em que ¢(B) e 6(B) correspondem, respectivamente, aos operadores autorregressivos

e média-movel. Ja a notagao para o modelo ARMA segue a formato ARMA(p, q).

p q
Xt = Z Gixe—i + Z Ojet—j + et (11.24)
i=1 j=1
¢(B)xt = 0(B)ey (I1.25)

Em relagao a estacionariedade, assim como o modelo AR, o ARMA é estacionario se as raizes do
polindémio caracteristico do componente AR residirem fora do circulo unitério no plano complexo.
Por outro lado, se pelo menos uma das raizes residir no interior do circulo unitario no plano com-
plexo, o modelo ARMA ¢ nao estacionario [Box et al., 2015].

Vale a ressalva que o modelo ARMA pode generalizar, além dele proprio, o modelo AR e MA,
se considerarmos a ordem do componente MA igual a zero, no caso do modelo AR, e a ordem do

componente AR igual a zero, no caso do modelo MA (Tabela II.1).

Tabela I1.1: Modelo ARMA e os respectivos modelos equivalentes AR e MA

ARMA Equivaléncia

ARMA(p, 0) AR(p)
ARMA(0, q) MA(q)

Por fim, para a estimacao dos coeficientes ¢; (1 < i < p) e §; (1 < j < q), conforme Equagao
I1.24, o ARMA usa como base a premissa de que os erros sdo normalmente distribuidos com média

p e variancia o2 (Equagao I1.26).

1 e
p(Et) = \/Toge 20‘52 ’t = 1’ e 7n (1126)

Deseja-se, portanto, obter um modelo no qual a respectiva probabilidade satisfaga ao méximo a

Equagao I1.27.
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p(ely osen) = p(e1) X -+ X pley) (I1.27)
1 __<f 1 _ e
= —¢e 2052 X oo X ———¢ 2052
V2mo2 V2mro2
1zl
= —_— 20¢

(V2mo2)n

= (o)D)l
s 2
— (2m0.2) el T (11.28)

= L(d)za 9]7 Ug)

Aplicando logaritmo & Equagao 11.28 visando simplifica-la, substituindo a operagao do produto
pela de adigdo, obtemos a Equacao I1.29, cuja decomposicao resulta na Equacao I1.30, em que

a porgdo variavel corresponde & expressao Y ., &;°.

Consequentemente, a Equagao 11.30 obtera
seu valor méaximo quando a expressao y ., ;%2 obter valor minimo. Assim, parametrizam-se os

coeficientes ¢;, 6; e a variancia o2 de forma obter o valor minimo dessa expressio.

?:1 EiQ]
2

>
In(L(¢7,8;,0%)) = In((2m.2) P el™ "o ) (11.29)

zr e’
:1n((27ws2)_(n/2))—|—ln(e[f 5oe? ])

> i &

n 2
= —§ln(27r05 ) — 9.2

(11.30)

II1.4 Tratamento da nao estacionariedade

A condigao ndo estacionaria de uma série pode ser causada por fatores como tendéncia, hetero-
cedasticidade (varidncia ndo constante), raiz unitaria, quebra estrutural, sazonalidade, ciclos, entre
outros, sendo a tendéncia, deterministica ou estocéstica, o motivo mais comum pelo qual uma série
nao ¢ estacionaria [Enders, 2014].

A fim de lidar com esses diferentes fatores, diversos métodos de pré-processamento de séries
nao estacionéarias em estacionarias foram criados ou adaptados para obter séries estacionérias. O
proprio método da Integracao foi originalmente aplicado em outros contextos diferentes daquele
aplicado por Box et al. [2015] [Tintner, 1940; Rao and Tintner, 1963]. Nesta segdo, esses métodos

sao discutidos, destacando, entre outros, suas caracteristicas, aplicabilidade, limitagoes, etc.
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I1.4.1 Box-Cox

O método Box-Cox [Box and Cox, 1964| consiste na aplica¢ao de uma familia de fungoes expo-
nenciais e logaritmicas (Equacao 11.31), visando obter linearidade, homoscedasticidade e normali-
dade, embora alguns estudos indiquem que essas caracteristicas, em geral, nao possam ser obtidas
simultaneamente [Sakia, 1992], sendo que, no 4mbito de modelos de séries lineares univariadas, é
usualmente aplicado para estabilizar a variancia, quando estas apresentam heterocedasticidade.

Originalmente, o método Box-Cox s6 admite valores positivos. Como solucao de contorno, Box
and Cox [1964] propuseram um parametro de deslocamento, A2, sendo Ay escolhido de forma que
x; > —Ag [Sakia, 1992|. Caso a série contenha somente valores positivos, admite-se Ay igual a zero.

A
(Xt+)\)?1) 1_17)\1 7& 0.

Yt = (I1.31)
log (x¢ + A2), A1 = 0.

Ja para o caso no qual a série contenha valores negativos, a menos que o valor de A2 seja conhecido
a priori, o pardmetro A; pode nao ser corretamente configurado por meio da MLE, em virtude de
minimos locais, dado que o parametro de deslocamento Ay influencia o intervalo dos valores ao qual
é aplicada a MLE [Atkinson and Pericchi, 1991]. Como alternativa, além da extensao do método
Box-Cox proposta por Yeo and Johnson [2000], h4 ainda o método proposto por Bickel and Doksum

[1981] [Yeo and Johnson, 2000].

11.4.2 Integracao

Box et al. [2015] introduziram a expressao Integrada para se referir ao método de pré-processamento
que usa sucessivas diferenciagoes para obter uma série estacionéria. Pelo método da diferenciagao,
uma nova série é obtida subtraindo observagoes consecutivas (Equagao I11.32). No entanto, embora
seja comum associar a diferenciagdo como um método para se obter uma série estacionaria, uma

tnica diferenciagao nao garante obter uma série estacionaria.

Vi = Xt — X¢—1 (I1.32)
= Xt — XtB
= (1 — B)Xt

Assim, apds aplicar uma diferenciagao, caso a série resultante ainda nao seja estacionaria, aplica-
se novamente mais uma diferenciacao e assim sucessivamente, até obter uma série estacionaria, de

forma que a quantidade de diferenciagbes aplicada determina a ordem da Integragdo. Todavia, a fim
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de generalizar a aplicacao dessas sucessivas diferenciagoes, usa-se a expressao binominal (1 — B)d,
em que d corresponde a ordem da Integracao e B ao operador de defasagem (Equagao I1.14). Assim,
a Integragao pode ser expressa consoante Equagao 11.33.

Pela Equagao I1.33, observa-se que, a menos que a série em questao ji seja estacionéria, a
Integracao requer uma ou mais diferenciagoes para obter uma série estacionéria. Na pratica, porém,
séries em geral requer até duas diferenciagoes [Box et al., 2015]. No entanto, para uma série
modelada por um polinémio de grau m, Integracao de ordem m é necessaria para obter a respectiva
série estacionéria, de forma que ha uma correspondéncia entre o grau do polinémio e a ordem da

Integracao [Metcalfe and Cowpertwait, 2009].

v, = (1 - B)¥x;,d=0,1,2,... (I1.33)

Para fins de analise, embora os padroes presentes na série original sejam descaracterizados ao
aplicar a Integracao, para séries integradas de ordem um, a aplicacao da Integracao fornece uma
visao da diferenga entre observagoes adjacentes (Equagao 11.34). Ja para séries integradas de ordem
igual ou superior a dois, a série pré-processada passa a apresentar maior dificuldade de interpretacgao,

como demonstrado na Equacgao I1.35.

(1-B)'x; =x; —x;B (11.34)
=Xt —Xt-1
(1 — B)*x; = x4 — 2x4B + x; B> (11.35)

=X —2X1 + X2

Um ponto a ser observado em séries integradas é que elas possuem memoria de curto prazo, no
sentido de que a fungdo ACF decai exponencialmente a zero. Frente a isso, a aplicagdo subsequente
de diferenciagoes a séries integradas, cenario conhecido como sobrediferenciagao, produz correlagao
serial adicional, provocando um decaimento mais lento quando comparado com uma série integrada

e, assim, aumentando a complexidade do modelo [Box et al., 2015].

11.4.3 Integragao fracionaria

Diferentemente de séries integradas, nas quais a fun¢do ACF decai exponencialmente a zero,
séries de dominios como hidrologia, ciéncias geofisicas, financas e economia podem apresentar me-

moria de longo prazo [Box et al., 2015]. Neste caso, diferentemente do que ocorre com séries com
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memoria de curto prazo, a fun¢ao ACF decresce hiperbolicamente [Hosking, 1981].

Pela defini¢ao de McLeod and Hipel [1978], uma série apresenta persisténcia de longo prazo se o
somatorio das autocorrelagoes resultar em um valor infinito (Equagao 11.36). Caso contrario, a série
é classificada como de curto prazo. Na pratica, se o grafico da funcdo ACF decrescer lentamente,

pode indicar a presenga de memoéria de longo prazo [Tsay, 2010].

o
> ol =00 (I1.36)
l=—0
Acontece que em séries com memoria de longo prazo, a aplicacdo da Integracao descarta essa
correlacao observada no longo prazo, sendo mais adequada para séries que apresentem memoria de
curto prazo |Liu et al., 2017|. Diante dessa limitagao, Hosking [1981] ¢ Granger and Joyeux [1980|
expandiram a Equagao I1.33 para o dominio real, formalizando a Integragao fracionéria (Equagao

11.37).

d(d—1) 5, d(d—1)(d—2)
2! 3!
_y old =)

(1-B)¥=1-dB+ B+ (11.37)

7!

(-B)
i=0

Teoricamente, essa memoria de longo prazo fica mais evidente & medida que o valor do parametro
d se aproxima de 0.5. Por outro lado, & medida que o valor de d se aproxima de 0, o comportamento
da fun¢ao ACF se aproxima de uma série com memoria de curto prazo. Na Figura I1.5 a), a ACF
de uma série integrada, i.e., d = 0, na qual se observa o decaimento exponencial da ACF.

Ja as Figuras IL.5 (b), IL5 (c), IL.5 (d), I1.5 (e) e IL5 (f) apresentam a ACF de séries fracionérias
integradas, nas quais o pardmetro d assume, respectivamente, os valores 0.5, 0.15, 0.25, 0.35 e 0.45.
Caso a Integracao fosse aplicada a qualquer uma delas, a ACF da série resultante seria equivalente
a da Figura I1.5 (a), descartando a correlagao observada no longo prazo, apesar dessa correlagao
manifestar-se de forma mais enfatica no intervalo 0.25 < d < 0.5.

Em relacao a estacionariedade, o intervalo do parametro d deve ser —0.5 < d < 0.5 [Hosking,
1981]. Para o intervalo 0 < d < 0.5, a série apresenta memoria de longo prazo, enquanto para
—0.5 < d < 0, a soma dos valores absolutos da ACF limita-se a uma constante, de forma que a série
¢ classificada como de curto prazo, segundo a definigao da Equacao 11.36 |Baillie, 1996].

Concluindo, a Integragao fracionéria é aplicavel somente quando a série for integrada de ordem
um. Caso contrério, é necessério pré-processé-la a fim de obter uma série integrada de ordem um

para, posteriormente, aplicar a Integracao fracionéria |Tsay, 2010].
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Figura I1.5: ACF para diferentes valores de Integragao fracionaria
11.4.4 Detrending

O método detrending aplica-se quando a série segue um modelo tendéncia estacionério (Equagao
I1.6) e consiste na remogao do componente deterministico [51t, responsavel pela média variavel da
série, resultando na Equacgao I1.38. Na préatica, porém, haja vista que o componente deterministico
é desconhecido a priori, ajusta-se um modelo regressivo & série em questao, sendo o residuo desse

modelo a série estacionéria [Levendis, 2018].

xt = Bo + e (IL.38)

Assim como acontece com a Integracdo, o método detrending é aplicavel a qualquer série cujo
modelo subjacente seja um polinémio de grau m. Porém, vale a ressalva que, enquanto o método
detrending preserva o ruido ¢y da série original (Equagao 11.38), a aplicagao da Integracao retorna
um modelo MA de ordem um somado a uma constante, descaracterizando a série quando comparado

com o método detrending, pois do ruido &; é subtraido o valor ;1 (Equagao I1.39).

(1 — B)lXt = Xt — XtB
= Xt — Xt-1
=Po+Pit+e— (Bo+ Pt —1)+e4-1)

=P +er—e (I1.39)



34

Ja para o cenério no qual a série apresenta tendéncia estocastica, o método detrending nao
¢ aplicavel [Enders, 2014], sendo necessério aplicar outro método como, por exemplo, integracao.
Nesse cenério, o componente deterministico da Equagao I1.6 é substituido por um componente

estocéstico, como pode ser observado no passeio randémico com drift (Equagao I11.5).

11.4.5 Transformagao por variagao percentual

Como demonstrado na Subsecao 11.4.2, a aplicagao de Integracao de ordem 1 fornece uma visao
em relagdo & variagao absoluta da série (Equagao 11.34). Em contrapartida, pode ser desejavel,
dependendo dos requisitos do usuério, obter uma variagao relativa (Equagao 11.40), denominada
PCT. Comparada com a variagao absoluta, a série resultante da PCT fornece uma flutuagao mais

consistente quando comparada com aquela decorrente da Integracao de ordem 1 [Ord et al., 2017].

v, = 100 (Xt_xt‘l> (11.40)

Xt—1

Outra opgao a variacao relativa é por meio da LT (Equagao I1.41). Porém, Cryer and Chan [2008|
frisa que a LT assume que ha uma relativa variagdo percentual entre observagoes adjacentes. Mais
precisamente, a Equagao I1.41 ¢ valida se a varia¢ao percentual for restrita ao intervalo [—100p, 100p],

no qual p (0 < p < 1) assume um pequeno limiar aceitavel [Salles et al., 2019].

v, ~ log <Xt> (I1.41)

Xt—1

Ademais, a LT possui a vantagem secundaria de estabilizar a varidncia, embora a PCT fornega
esse mesmo diferencial, de forma que h& uma propensao de que ambos os métodos produzam resul-

tados similares [Ord et al., 2017].

I1.4.6 Transformada de Fourier

A FT decompde uma série em um conjunto de sinais sinusoidais de diferentes frequéncias, sendo
cada de natureza estacionaria. Dado que as séries abrangidas por esta dissertagao residem no
dominio discreto, aplica-se a DFT, na qual uma série contendo n observacoes é decomposta em n
sinais sinusoidais (Equagao 11.42). Porém, na pratica, devido ao custo computacional, usa-se a FF'T

[Song et al., 2021].
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X(w)=> xj-e ™M y=123..n (I1.42)
j=1

Visto que o resultado da FT reside no dominio da frequéncia, a menos que a série em questao
seja estacionaria, dependendo da aplicagao por parte do usuério, este fica impossibilitado de aplicé-
la quando a aplicagao requerer informagoes relacionadas a um intervalo especifico. Como solugao
de contorno, aplica-se a STFT, na qual a FT é aplicada somente ao intervalo em questao [Guido,
2022].

Entretanto, a aplicacao da STFT possui uma limitagao: intervalos maiores podem capturar
baixais frequéncias, mas nao podem afirmar com precisao o instante de altas frequéncias; por outro
lado, intervalos menores podem capturar altas frequéncias, mas podem nao conseguir capturar
baixas frequéncias [Guido, 2022|. Frente a esse paradoxo, o usuario deve considerar a aplicagao e,

assim, ajustar o intervalo segundo as necessidades da aplicagao.

I1.4.7 Transformada wavelets

A WT surgiu como uma alternativa a limitagdo da FT ao dominio da frequéncia. Assim como a
FT, a WT usa duas fungbes-base, denominadas fungoes de escala e fungao wavelets, que satisfazem
as Equagoes [p(t)dz = 1 e [¢(t)dz = 0, em que ¢ e ¢ correspondem as fungoes de escala e
wavelets, respectivamente. Outro diferencial da WT em relagdo & FT é que ela nao se limita as
fungoes de comportamento fixo, como as fung¢des sinusoidais usadas na FT, diferencial que permite
aplicagOes especificas conforme as caracteristicas das fungoes de escala e wavelets.

Desde a sua concepgao, principalmente na década de 80, dada a contribui¢ao de diversos au-
tores [Graps, 1995], a WT vem sendo continuamente empregada nos mais diversos campos como,
por exemplo, sintese de imagens, analise e processamento de sinais, compressao de dados, reconhe-
cimento de padroes etc [Rhif et al., 2019; Guido, 2022|.

Através da WT, uma série x; € L2, i.e., o espaco das funces quadraticamente integraveis, pode
ser decomposta segundo a Equagao I1.43, em que N corresponde ao tamanho da série e J ao nivel de
decomposicao. Ja s representa o coeficiente de aproximacao na escala j e localizagao k enquanto

dj . representa o coeficiente de detalhe na escala j e localizacao k [Joo and Kim, 2015].

N J N
Xt = Z s k@i k(t) + Z Z kUi k(t (I1.43)
=1

Jj=1k=1

Na pratica, porém, a decomposigao da série conforme a Equagao 11.43 é implementada por meio
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de um banco de filtros, no qual o filtro passa-alta é associado com a fun¢ao wavelet, enquanto o filtro
passa-baixa ¢é associado com a fungao de escala [Hubbard, 1998|. Aplicadas a uma série, os wavelets
podem capturar descontinuidades, rupturas e singularidades em altas frequéncias, enquanto em
baixas frequéncias podem ser usados para identificar tendéncias de longo prazo [Lahmiri, 2014].
Além das propriedades ja citadas, uma propriedade dos wavelets que pode ser considerada
para obter uma série estacionaria ¢ os momentos nulos. Formalmente, uma funcao f(x) possui
n momentos nulos se a condigdo da Equagao I1.44 for satisfeita [Jarrah and Khanna, 2019].
pratica, essa propriedade permite eliminar ou preservar da série algum comportamento que possa

ser modelado segundo um polinémio [Fugal, 2009)].

/x”f(:r)dm =0,0<v<k-1 (I1.44)

Usando como exemplo uma tendéncia deterministica segundo a Equacao I1.6, a expressao Sy+ 081t
corresponde a um polindémio de primeiro grau. Assim, aplicando-se & Equagao I1.6 um wavelet com 2
momentos nulos, obter-se-4 uma série estacionaria, em virtude do descarte do polinémio de primeiro

grau (Figura I1.6 (b)).
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Figura I1.6: Tendéncia estacionéria em (a) e a série resultante decorrente da remogao da tendéncia
por meio de WT em (b)

11.4.8 Integracao sazonal

A Integracgado nao considera a presenca de sazonalidade, se houver, na série. Neste caso, aplica-se
a Integracao sazonal (Equacao I1.45), em que D corresponde a ordem da Integracao sazonal, e s a
frequéncia da sazonalidade. Por exemplo, no caso de uma série na qual a sazonalidade se repete a

cada doze meses, o valor de s é doze.
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(1—B*Py, =x; —x;B* +--- (11.45)

=Xt — Xt—s

Vale a ressalva de que Integracao sazonal pode ou nao ser sucedida de Integracao, dependendo
da série resultante ser ou nao estacionaria. Para o cenario no qual a Integracao sazonal resulta em
uma série nao estacionaria, a Integracao sazonal pode ser combinada com a Integracao em uma

lnica equagao, sem prejuizo do resultado, conforme Equacao 11.46.

(1-B)P(1-B)x; =1 —-B)P(x —x4B+---) (11.46)
=(x—xB 4 )(x¢ —x,B+--)

=(x¢ = Xps+ )Xt —X¢-1 + )

Ainda em relagao a Integragao sazonal, caso plausivel para o usuario, uma alternativa é dessazo-
nalizar a série, usando métodos como Integragdo sazonal ou removendo o componente sazonal por

meio de métodos de decomposigao de séries [Liu et al., 2023].
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Capitulo IIT Trabalhos relacionados

Paralelamente a Integracao e Integragdo sazonal, métodos de pré-processamento descritos no
capitulo anterior, Box et al. [2015] inovaram ao combinar esses métodos com o modelo ARMA,
resultando em uma categoria de modelos que combinam pré-processamento e modelagem. Poste-
riormente, principalmente na década de 80, outros modelos combinados surgiram, inclusive alguns
dos quais a modelagem é nao linear. Como o escopo desta dissertagao considera somente modelos

lineares, o presente capitulo foca em modelos combinados cuja modelagem seja de natureza linear.

III.1 Autorregressivo Integrado Média-Moébvel

O método de Integracao incorporado ao modelo ARMA d4 origem ao ARIMA [Box et al., 2015]
(Equagao II1.1). Um ponto a ser observado no ARIMA é que, embora Box et al. [2015] embarque
somente a Integracao como método para obter a série estacionéria, em alguns casos, a aplicacao
conjunta do método Box-Cox e da Integracao é necesséaria.

Isso ocorre porque a Integragao possui limitagao em séries que apresentem comportamento he-
terocedastico, devendo neste caso ser precedida pelo método Box-Cox, de forma que a distribui¢ao

dos erros do modelo ARIMA resultante apresente comportamento homocedastico.

#(B)(1 — B)¥x; = 0(B)e; (I11.1)

III.2 Autorregressivo Fracionario Integrado Média-Moével

A Integragao fracionéria aplicada no contexto do modelo ARMA origina o ARFIMA, cuja equa-
gao caracteristica ¢ a mesma do ARIMA (Equagao III.1), exceto pelo intervalo 0.5 < d < 0.5 |Tsay,
2010], sendo, portanto, uma extensao do ARIMA. Adicionalmente, o usuario deve selecionar um
método adequado para determinar os parametros do modelo ARFIMA pois, a depender do método
escolhido, o modelo final pode ser constituido de diversos pardmetros, prejudicando por conseguinte

a estimagao deles [Brockwell and Davis, 1991].
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IT1.3 Sazonal Autorregressivo (Fracionario) Integrado Média-Mével

Para séries que apresentem padrao sazonal, a Integracgao sazonal aplicada ao modelo ARIMA da
origem ao modelo SARIMA, consoante Equacao II1.2, em que (1 — BS)D corresponde a Integragao

sazonal, sendo s o padrao sazonal presente na série, enquanto (1 — B)? corresponde a Integracio.

$(B)(1 - B*)P(1 — B)x, = 6(B)e; (I11.2)

Convém ressaltar que o SARIMA, assim como a Integragao sazonal, é aplicavel somente quando
houver um padrao sazonal. Por exemplo, caso a série apresente um padrao sazonal mensal em um

padrao sazonal anual, nem o SARIMA nem a Integrag@o sazonal sdo aplicaveis.

III.4 Autorregressivo Integrado Média-Moével com variaveis exégenas

A incorporagao de variaveis exdgenas ao modelo ARIMA introduz o modelo ARIMAX (Equagéo
II1.3), em que k corresponde & quantidade de variaveis exdgenas, sendo estas denotadas por y,; e os
respectivos coeficientes por 5;. Assim como o modelo ARIMA, é usada como um modelo preditivo

em varios campos [Kim et al., 2023].

k
¢(B)(1 - B)'s; = 0(B)es + Y _ Bivay (I11.3)
=1
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Capitulo IV Metodologia

Conforme visto no Capitulo I, o WARMA processa as propriedades estatisticas sequencialmente,
baseado no conceito de passos, que indica a quantidade de passos necessarios para obter a série
estacionaria. Assim, caso a série seja estacionéria, nenhum passo ou 0 passos sdo necessarios para
obter a série estacionaria. Caso contrério, processa-se primeiramente a média, indicando 1 passo.
Persistindo a nao estacionariedade, processa-se a variancia, indicando 2 passos (média e variancia).

No caso da média, o WARMA faz uso da AN, composto pelas seguintes fases, processadas
sequencialmente: SW, normalizacdo da média e processamento de outliers. A AN, além de obter
uma série processada com média constante por meio da fase normalizagao da média, é responsavel
por processar os outliers. Seguindo a AN, a normalizacdo da variancia é responsavel por obter a
variancia constante. Por fim, na fase de modelagem, aplica-se 0 ARMA para obter o modelo final.

Na Figura IV.1, é mostrado o fluxo geral do WARMA.

. o] Normalizagdo da Processamento o] Normalizagdo da
|——{ Janelas deslizantes > e . » a Modelagem
média de outliers variancia

Figura IV.1: Visao geral do WARMA

IV.1 Pré-processamento

IV.1.1 Janelas deslizantes

SW é um procedimento através do qual subsequéncias sao obtidas a partir de uma série, as
quais sdo usualmente aplicadas operagbes mateméticas, visando alguma finalidade. Formalmente,
para uma série X de tamanho |X], subsequéncias de tamanho w (3 < w < |X]) sdo organizadas
sob a forma de uma matriz, de dimensao h por w, em que h corresponde & Equacao IV.1, na qual

o parametro 7 (1 < 7 < w) corresponde ao deslocamento entre subsequéncias adjacentes (Figura
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IV.2). Ja a expressao LMJ obtém o maior ntimero inteiro menor ou igual a {X=%) [Xu et al.,

2019).

(IX] = w)

T

h=| J+1 (IV.1)

Na Figura IV.2, aplicagao do SW para subsequéncias de tamanho igual a vinte sao obtidas
configurando 7 igual a um em (a) e 7 igual a vinte em (b). Para 7 < w, as subsequéncias sao
denominadas sobrepostas, por compartilharem um dado intervalo da série da qual derivam. Por

outro lado, para 7 = w, as subsequéncias sao denominadas nao sobrepostas.
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Figura IV.2: Série sintética e as respectivas subsequéncias obtidas a partir do procedimento de SW
para w igual a 20 e 7 igual a 1 em (a) e a mesma série as respectivas subsequéncias para w igual a
20 e 7 igual a 20 em (b)

Uma consequéncia direta da Equacao IV.1 é que, por envolver a divisao de inteiros, as primeiras
(IX] —w) mod 7 observagoes da série X s@o desconsideradas. Com base nisso, definimos a i-ésima
subsequéncia de X, denotada por seg;, r(X), conforme a Equacao IV.2 [Ali et al., 2019]. Além
disso, definimos, para fins de brevidade, o parametro o (Equagao IV.3), pois esse mesmo parametro

serd usado na defini¢do do modelo WARMA.

s5€qiw,r(X) = (X1 fot(i—1)rs X24ot(i—1)7s - - + » Xewfot (i=1)7)> (IV.2)

o= (|X]—w) mod 7 (IV.3)

De posse da Equacao IV.2 e denotando por A a matriz resultante do SW, mapeamos o j-ésimo
elemento da i-ésima subsequéncia, denotado por (seg;w,r(X));, para o j-ésimo elemento da i-ésima

linha da matriz A, denotado por a;;, segundo a Equacao IV.4. Ademais, como cada linha de uma
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matriz pode ser vista como um vetor, usaremos ao longo deste capitulo a expressao vetor-linha para

se referir a uma linha da matriz.

aij = (seqiwr(X));,Va; € A, Vi € [1,h],Vj € [1,w] (IV.4)

No caso especifico do WARMA, objetiva-se com o SW, para uma dada série, avaliar diferentes
valores de w e 7 de forma que as respectivas subsequéncias capturem o comportamento inercial da
série, i.e., subsequéncias nas quais as propriedades estatisticas permanecam constantes, de forma

obter uma série estacionaria.

IV.1.2 Normalizagao da média

Logo apos o SW, aplica-se a normalizacao da média, cujo objetivo é fazer com que a média, me-
dida de posicao ou localizacao, dos elementos dos respectivos vetores-linha da matriz A, resultante
da fase SW, seja constante e igual a zero, satisfazendo a condi¢ao de média constante. Para isso,
para cada vetor-linha da matriz A, subtrai-se dos respectivos elementos do vetor-linha a respectiva
média (Equagao IV.5), em que f(a;) corresponde a média dos elementos do vetor-linha em questao
(Equagao IV.6), resultando em uma matriz B, de mesma dimensao da matriz de entrada A, cujas

médias dos elementos dos respectivos vetores-linha sao iguais a zero.

bi]‘ = Qi — f(ai),Vai e AVie [1, h],v_] € [1,11)] (IV5)

(IV.6)

IV.1.3 Processamento de outliers

Assim como em outras fases do ciclo de vida de um projeto de andlise de dados [Ogasawara
et al., 2010; Cousineau and Chartier, 2010; Aguinis et al., 2013], o processamento inadequado de
outliers pode levar a um modelo ineficaz, em que outlier é uma observagao que se desvia consi-
deravelmente das demais observacoes, levantando a suspeita de que foi gerada por um mecanismo
diferente [Hawkins, 1980].

No pré-processamento do WARMA as fases de Normalizagao da média e de Normalizacao da
variancia usam duas propriedades estatisticas sensiveis a outliers: média e varidncia. No caso da
Normalizacao da média, uma subsequéncia associada a um dado vetor-linha, mesmo com média igual

a zero apo6s a aplicacao da Normalizacao da média, pode estar distante das demais subsequéncias,
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justamente pela presenca de outliers.

Usando como exemplo a Figura IV.3 (a), a subsequéncia a esquerda da linha tracejada contém
um outlier, medindo 250 no instante 50, enquanto a subsequéncia a direita da linha tracejada nao
contém outliers. Apoés a aplicagdo da Normalizagdo da média (Figura IV.3 (b)), as observacoes
da subsequéncia a esquerda da linha tracejada estao concentradas em volta do valor -2,50, embora

possuam média igual a zero, devido & presenca do outlier.

—2 4 —2 -

—4 —4 |

T T T T T T T T
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

(a) (b)

Figura IV.3: Influéncia de outlier apds a fase Normalizagdo da média

Diante dessa situacao, na AN, quaisquer vetor-linha da matriz de entrada B, no qual um ou mais
elementos nao satisfacam o IQR, conforme Equacao IV.7, na qual o IQR é definido considerando os
elementos da matriz B (IQR(B)), sdo desconsiderados durante a fase de modelagem. Esse mesmo

critério é empregado para identificar outliers no grafico boxplot [Iglewicz and Hoaglin, 1993|.

Q1 — 1.5 x IQR(B) < by < Qs + 1.5 x IQR(B),Vb; € B, Vi € [1,h],Vj € [1,w] (IV.7)

Observa-se ainda que, embora originalmente a presente fase vise desconsiderar subsequéncias
que contenham outliers, seu escopo é mais amplo, podendo ser usada para identificar mudanca de
nivel, quebra estrutural ou ainda algum outro elemento que provoque nao estacionariedade na série

original.

IV.1.4 Normalizagao da variancia

Aplicado o passo 1, caso a série permaneca nao estacionéria, aplica-se a normalizacao da varian-
cia, cujo objetivo é fazer com que a varidncia, medida de dispersao ou variabilidade, dos elementos
dos respectivos vetores-linha que compéem a matriz B, usada como entrada nesta fase, seja cons-
tante e igual a um, resultando em dois passos, um para a média e outro para a variancia.

Neste passo, para cada vetor-linha da matriz B, dividem-se os respectivos elementos do vetor-
linha pelo respectivo desvio-padrao (Equagao IV.8), em que f(b;) corresponde & média dos elementos

do vetor-linha em questao (Equagao IV.6), resultando em uma matriz C, de mesma dimensao da
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matriz de entrada B, cujas varidncias dos elementos dos respectivos vetores-linha sao iguais a um.
Nao obstante, para o caso em que o denominador da Equacao IV.8, correspondente ao desvio-

padrao, for igual a zero, os elementos resultantes do vetor-linha serao zero.

bij
G = 1 Nobil J 2
\/\bil k=1 (bz’k - f(bz))

Por fim, cabe frisar que, embora a Equacao IV.8 use o desvio-padrao em vez da varidncia no

Wb € B, Vi € [1,h],V) € [1,w] (IV.8)

denominador, o nome da fase poderia ou deveria se chamar normalizacao do desvio-padrao. No
entanto, quando se refere & série estacionaria, a propriedade estatistica usualmente referenciada
¢ a varidncia. A vista disso e considerando que o desvio-padréo e a variancia sao relacionados
matematicamente, optamos pela denominagao normalizacao da varidncia.

Na Figura IV.4, revisitamos o pré-processamento do WARMA, descrito sob a forma de fluxo-
grama. Inicialmente, a série é avaliada segundo a condig¢ao de estacionariedade. Caso estacionaria,
o fluxo se encerra. Caso contrario, incrementa o WARMA em um passo e aplicam-se os procedi-
mentos associados ao passo um, i.e., janelas deslizantes, normalizacao da média e, por ultimo, o
processamento dos outliers.

Aplicado o passo um, avalia-se novamente a condigdo de estacionariedade. Caso estacionéria,
o fluxo se encerra. Caso contrario, incrementa o WARMA em mais um passo, resultando em
dois passos. No passo dois, aplica-se a normalizagdo da varidncia, encerrando o fluxo do pré-

processamento do WARMA.

Série estacionéria

Incrementar passos Janelas deslizantes Normal[zea_gao Proce_ssar Incrementar passos Normal_lAza;_ao
em1 da média outliers em1 da variancia

Série estacionaria

Figura IV.4: Fluxo do pré-processamento do WARMA

IV.1.5 Vetorizando a série pré-processada

Conforme visto nas fases que compoem o pré-processamento, as respectivas entradas e saidas
sao matrizes de mesmas dimensoes. Entretanto, outros modelos de séries podem usar uma versao
vetorial em vez de matricial. Diante desse cenario, descrevemos nesta subsecao como obter uma
forma vetorial a partir da matriz resultante do pré-processamento.

Para isso, usa-se dois mecanismos da algebra linear: submatriz e vetorizagao matricial. Seja A

uma matriz de dimensdo m por n e p,q,r, s inteiros satisfazendo os intervalos 1 < p < g < m e



45

1 <r < s <n, anotagdo A, s define a submatriz representada pela Equagao IV.9 [Boyd and

Vandenberghe, 2018].

Qpr Ap r+1 e Gps
a a DR a
p+17r p+1r+1 p+1s
Apgrs = . . . . (IV.9)
| Qqr Qg r4-1 te Qgs |

Ja na vetoriza¢do matricial (ou vetorizagdo de uma matriz), aplicavel em analise econométrica
e diferenciacdo de vetores e matrizes, para uma matriz A de dimensdao m por n, a respectiva
vetorizagao, denotada por Vec(A), segue a Equacdo IV.10 [Dadkhah, 2011|. Na préatica, as colunas

da matriz A sdo empilhadas de forma obter uma representacio vetorial.

ail

am1

Vec(A) = | (IV.10)

Q1n

Gmn

Dadas as definigoes acima e denotando por D a matriz gerada pelo pré-processamento do
WARMA, de dimenséo h por w, a série pré-processada, independentemente da quantidade de pas-
sos aplicados no pré-processamento, seguird a Equagao IV.11, na qual a vetorizacao matricial é
aplicada a submatriz Dy.p, ((w—7)11):w, €m que 7 corresponde ao deslocamento entre subsequéncias

adjacentes.

veC(Alzm,((n—T)—l—l):n) (IVll)

IV.2 Modelo WARMA

Nesta sec¢do, incorporaremos o pré-processamento, apresentado na se¢ao anterior, ao ARMA,
resultando no modelo WARMA. Para facilitar a compreensao, primeiro resumiremos as equagoes
necessarias para obter a série estacionéria, considerando a quantidade de passos s. Estas equacoes

= t = t
ae) o (a

sao apresentadas em IV.13a, IV.13b e IV.13¢, em que pu! ") representam, respectiva-

mente, a média e o desvio-padrao do i-ésimo vetor-linha da matriz A, no qual o ¢-ésimo indice é
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retornado pela funcao g(t) (Equagao IV.12), que recebe como argumento o instante ¢ de uma dada

observagao x; (o <t < |X|). Ja a matriz A e o pardmetro o sao definidos na fase SW.

g(t) = |(t —0)/w] +1 (IV.12)

Na Equacao IV.13a, a série ji é estacionaria e, portanto, nao requer nenhum ou zero passo. Na
Equacao IV.13b, a série apresenta média nao constante, requerendo um passo para obter a estaci-
onariedade. E por ultimo, na Equacao IV.13c, a série apresenta média e varidncia nao constantes,

requerendo dois passos para obter a estacionariedade.

Ve =x¢,8 =0 (IV.13a)

v, = <Xt - u@'(g“”)) s =1,va®®) e A (IV.13b)
X — H(,;(g(t)))

Vi = (W) s =2,Va®®) e A (IV.13¢)

Para ser possivel obter um modelo que combine o pré-processamento e o modelo ARMA, é neces-
sério unificar as equagoes IV.13a, IV.13b e IV.13c em uma tnica equagao, de forma que possa ser
incorporada ao modelo ARMA. Para alcangar esse objetivo, introduzimos fungoes de controle, de-
notadas por f,(s) e f»(s), cujas finalidades sao, respectivamente, determinar a presenga ou auséncia

g(t)) g(e(®))
) o g @&

dos parametros ,u(a< , em que o argumento s das funcoes f,(s) e fy(s) corresponde a

quantidade de passos (Equagao IV.14).

©\ L)o@ )

Para a funcao de controle f,(s), a solugao fornecida pela Equacao IV.15 satisfaz as equacoes

> ,s=0,1,2,va€®) ¢ A (IV.14)

IV.13a, IV.13b e IV.13c. Ja para a fungao de controle f,(s), a Equagao IV.16 satisfaz somente
a Equagao IV.13c, pois para s # 2, a Equagao IV.14 resulta em divisdo por zero. Uma solugdo
de contorno para evitar a divisdo por zero seria somar ao denominador da Equagao IV.14 uma
constante igual a um.

Todavia, essa solugdo de contorno nao satisfaz a Equacao IV.13c¢, por ndo somar uma constante

ao denominador. Devido a isso, a Equacao IV.14 ¢é refatorada de modo que a fungao f,(s) passe a
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ser o expoente do pardmetro U(a(g(t))), resultando na Equagdo IV.17. Assim, a Equagao IV.16 passa

a satisfazer as equagoes 1V.13a, IV.13b e IV.13c.

0,s=0
fuls) = (IV.15)

1,s#0

0,s #2
fols) = (IV.16)

1l,s =2

G(&(®)
[ xe = fuls)p @) _ (g(1))

Vi = ( (@) ) ,s=0,1,2,Va €A (IV.17)

Aplicando as equagdes IV.15 e IV.16 ao modelo ARMA (Equagao I1.25), obtemos o modelo final
do WARMA (Equacao IV.18), que combina o pré-processamento para obter a estacionariedade,

descrito na segéo IV.1 deste capitulo, e o modelo ARMA.

xt — fu(s)p @) o
o (0@ N La(s) | 0(B)er,s =0,1,2,va®") € A (IV.18)

IV.2.1 Notacao WARMA

Dado que a notagdo para o modelo ARIMA segue o formato ARIMA(p,d,q), o usuério pode
pressupor que a notagao para o modelo WARMA seja WARMA(p,s,q), sendo s a quantidade
de passos. Embora valida, deve-se lembrar que o WARMA usa duas propriedades: w e 7, que
correspondem ao tamanho das subsequéncias e ao deslocamento entre subsequéncias adjacentes,
respectivamente.

Caso a notacado WARMA(p, s, q) fosse usada, perguntas como “Qual o tamanho das subsequén-
cias usadas em um dado modelo WARMA 7”7 ou “As subsequéncias sdo sobrepostas, ou nao?”
ficariam sem respostas. Por essa razao, a notacao para o modelo WARMA deve incluir as propri-
edades w e 7, resultando na notaggo WARMA (p, (w,s,7),q). Nao obstante, se o usuario desejar
informagao somente sobre o modelo ARMA, ¢ suficiente remover o (w,s, 7) da notaggo WARMA,
de forma que o resultado seja ARMA(p, q).

Todavia, para o cenério no qual o usuério deseje informar somente a quantidade de passos
resultante do pré-processamento, é admissivel a forma S(s), em que s determina a quantidade de
passos. Porém, essa forma compacta deve ser aplicada de modo que néo provoque interpretagoes

dubias e que fique clara para o publico-alvo. No geral, deve-se adotar a forma completa S(w,s, 7).
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Capitulo V  Avaliacao experimental

V.1 Metodologia

Simultaneamente & definigdo do modelo ARIMA, Box et al. [2015] definiram uma metodologia
para a configuracao do modelo ARIMA, denominada Box-Jenkins, composta por trés fases processa-
das sequencialmente: identificacao, estimacao e diagnoéstico. Para o nosso proposito, a metodologia
Box-Jenkins é suficiente, visto que, assim como o ARIMA, o WARMA combina pré-processamento
e modelagem, embora alguns autores proponham metodologias mais refinadas [Hewamalage et al.,

2022; Salles et al., 2019].

V.1.1 Identificagao

Box et al. [2015] propuseram um método para definir a ordem da Integracdo e a ordem do
modelo ARMA, fundamentado no comportamento das fungoes ACF e PACF. Ainda que sirva para
fins didaticos, devido & metodologia Box-Jenkins, a identificagdo do modelo ARMA por meio desse
método é subjetiva, as vezes fornecendo diferentes modelos para uma mesma série integrada, dada
a auséncia de algoritmos & época para definir um tnico modelo [De Gooijer and Hyndman, 2006].
Todavia, a definigdo da ordem da Integracdo e da ordem do modelo ARMA séo campos em continua
pesquisa [Box et al., 2015; Herranz, 2017; Tang and Réllin, 2021].

No caso do WARMA, a fim de definir a quantidade de passos, usaremos a func¢ao ndiffs, incluida
no pacote forecast [Hyndman and Khandakar, 2008], implementado na linguagem R, cuja finalidade
é determinar a ordem da Integragdo de uma série. Basicamente, a cada passo aplicado pelo WARMA,
invoca-se a funcao ndiffs, passando como argumento a respectiva série pré-processada. Uma vez
que a ordem de integragao for zero, finaliza-se o pré-processamento do WARMA e passa-se a fase
de modelagem.

Ja para a definicdo da ordem do modelo ARMA, o consenso em geral entre autores é usar
algum critério da informagao como, por exemplo, AIC e BIC. Tais critérios da informagao conside-
ram fatores como o ajuste do modelo a série e a quantidade de pardmetros do modelo, em geral,
diferenciando-se entre si no que diz respeito a penalidade imposta para a quantidade de pardmetros

do modelo [Hyndman and Athanasopoulos, 2018|.
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V.1.2 Estimacgao

A base para a estimagdo do modelo ARMA foi demonstrada no Capitulo II, subsecao 11.3.4, na
qual os erros sdo normalmente distribuidos com média p e variancia o2 (Equacdo 11.26). A fim de
calcular os parametros do modelo ARMA, sao aplicados métodos como MLE, MoM e LSE [Shan
et al., 2014]. Entretanto, visando automatizar o processo de estimagcao, usa-se a fun¢ao auto.arima,
disponivel no pacote forecast [Hyndman and Khandakar, 2008|, implementado na linguagem R.

Por padrao, a funcao auto.arima usa o critério da informagao AICc, definido na Equacao V.1,
em que T representa a quantidade de observagoes usadas na modelagem, L denota a fungao MLE
do modelo ARMA sob analise, refletindo a probabilidade associada & obtencao dessas observagoes,
e k um pardmetro binario que assume valor 1 quando houver a presenga de uma constante (¢ # 0)
ou 0, caso contrario [Hyndman and Athanasopoulos, 2018].

Idealmente, quanto menor o valor da funcao AICc, melhor, de forma que o modelo se ajusta cada
vez mais a série & medida que o valor da fungao se aproximar de —oo [Enders, 2014]. Adicionalmente,
a funcao auto.arima usa internamente um algoritmo que otimiza a definicdo da ordem do modelo,
além de aplicar o método MLE para a configuracao dos respectivos coeficientes, selecionando como
modelo resultante aquele que apresentar o menor valor para o AICc [Hyndman and Athanasopoulos,

2018).

p+q+k+1)(p+qg+k+2)

2(
AICc = AIC
¢ * T'—-p—q—Fk-2

(V.1)

AIC = —2log(L) +2(p+q+k+1) (V.2)

O Algoritmo 1 implementa um processo de otimizacdo automatica para selecdo do modelo
WARMA, recebendo dois pardmetros como entrada: uma série X e o tamanho méximo das sub-
sequéncias, window.length. Inicialmente, sdo estabelecidos valores iniciais para o critério AICc (o0)
e para o modelo WARMA, definido como nulo.

O algoritmo opera por meio de um processo iterativo aninhado, no qual a iteragdo externa varia
o tamanho das subsequéncias de trés até o valor maximo especificado (window.length), enquanto a
iteragao interna varia o deslocamento da subsequéncia de um até o tamanho corrente da subsequén-
cia. A cada iteragao, a série é pré-processada segundo a logica do pré-processamento do WARMA
(Figura IV.4) por meio da fungdo warma.preprocessing. Posteriormente, um modelo WARMA é
automaticamente ajustado aos dados processados.

A selecao do melhor modelo é baseada no critério da informagao AICc. Se o modelo corrente
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apresentar um AICc menor que o previamente armazenado, ele é configurado como o melhor modelo
encontrado até o momento. Ao final do processo iterativo, o algoritmo retorna o modelo ARMA
que apresentou o menor AICc dentre as combinagdes avaliadas durante o processo iterativo.

Por fim, a razéo para usarmos a funcao auto.arima no Algoritmo 1 é garantir uma comparagao
imparcial entre os modelos ARIMA e WARMA, haja vista que a fungdo auto.arima é altamente
customizavel. Dado que a série pré-processada pelo WARMA ¢ estacionéria, configuramos o para-
metro d da funcao auto.arima com o valor zero, prevenindo assim possiveis problemas como, por
exemplo, a sobrediferenciagdo. Pela mesma razao, optamos por nao aplicar a fase de processamento
de outliers, presente no WARMA. Na pratica, essa decisao metodologica fard com que os outliers
presentes na série observada se destaquem visualmente quando comparados as respectivas observa-

¢oes na série modelada, facilitando sua detecgao.

Algorithm 1: Algoritmo de selecdo do modelo WARMA
Input:
Série temporal X
tamanho maximo da subsequéncia window.length
Output: Modelo ARMA otimizado

1 AICc.model +— oo;

2 ARM A.model +— NULL;

3 for w € {3,...,window.length}, 7 € {1,...,w} do

Y «— warma.preprocessing(X,w, T);

obj +— auto.arima(Y);

if AICc(obj) < AICc.model then

AICc.model +— AICc(obj);
L ARM A.model <— ARM A(obj);

®w N O U s

9 return ARM A.model

V.1.3 Diagnostico

Na préatica, o grifico da fungao ACF dos residuos deve assemelhar-se ao de um ruido branco
(Figura I1.3). Caso contrario, pode indicar a presenca de heterocedasticidade, sazonalidade, entre
outros, sendo necessario nesses casos reavaliar a série a fim de sanar as causas que provocaram a
nao estacionariedade. Apesar de ser ttil para analisar o comportamento da série residual, o gréfico
da fungao ACF é limitado se considerarmos uma quantidade expressiva de séries para visualizé-las
uma a uma.

Diante dessa realidade, o método comumente empregado para verificar correlagao serial na série
residual é o teste de hipotese Ljung-Box-Pierce [Ord et al., 2017|, no qual ndo hé correlagao serial
para qualquer [ = 1,2,3,... na hipdtese nula, enquanto ha correlagao serial para pelo menos um
1 =1,2,3,... na hipotese alternativa, conforme Equacoes V.3a e V.3b, respectivamente, em que p

corresponde a fun¢do ACF (Equacao IL.8).
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Hy=p=0,1=1,2.3,... (V.3a)

Hi=31e€{1,2,3,...}:p #0 (V.3b)

V.2 Conjunto de dados

O conjunto de séries usadas nos experimentos é de natureza econémico-financeira com frequéncia
mensal, dividido por dominios, a fim de facilitar a analise. Na Tabela V.1, descrevemos esses

dominios e as respectivas quantidades de séries, bem como a(s) fonte(s).

Tabela V.1: Conjunto de séries econémico-financeiras

Dominio Quantidade de séries Fonte

Mercado de agbes 11 B3! e Investing?
Cambio monetéario 17 Investing?
Commodities 21 Investing?
Atividade econémica 7 BCB

DLSP 9 BCB

IPCA 20 IBGE

Taxa de juros 7 BCB e IPEAData’

V.3 Particionamento dos dados

Para a definigdo do horizonte de previsao, usaremos como base a competicao M4, considerada o
padrao-ouro entre as competicoes de previsoes de modelos de séries, cujos horizontes de previsao sao
determinados considerando a probabilidade de se aplicar um dado horizonte para uma dada frequén-
cia em uma empresa ou organizacao [Makridakis et al., 2020]. No caso de séries com frequéncia
mensal, o horizonte de previsao adotado na competicao M4 é 14, sendo este, portanto, o valor a ser
adotado na avaliacao experimental.

Assim, para uma série X = (x1,...,X,) de tamanho n e denotando por h o horizonte de pre-
visao do modelo preditivo em questao, definimos o conjunto de treino e teste, respectivamente, em
(X1, .,X7) € (X741, ..., X74p), em que T = n — h determina o tamanho da série usado no conjunto

de treino, enquanto h o tamanho da série usado no conjunto de teste.

!Disponivel em: https://b3.com.br/
2Disponivel em: https://www.investing.com/
3Disponivel em: https://www.investing.com/
“Disponivel em: https://www.investing.com/
®Disponivel em: http://www.ipeadata.gov.br/
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V.4 Avaliagao experimental 1

Teoricamente, conforme visto no Capitulo II, a ordem de Integragdo de uma série integrada
pertence ao conjunto dos nimeros inteiros nao negativos (Equagao 11.33). Porém, séries em geral
possuem ordem de Integragao entre zero e dois, inclusive [Box et al., 2015|. Posto isso, considerare-
mos nesta secao somente séries nas quais as respectivas ordens de Integracao sejam iguais a um ou
dois. Caso uma ou mais séries apresentem ordem de Integragao superior a dois, se houver, usaremos
a notagao I(x).

Na caso do WARMA, a quantidade de passos de uma série varia entre zero e dois, inclusive.
Caso, mesmo apo6s aplicar dois passos e a nao estacionariedade persistir, devido a covariancia nao
constante, usaremos a notagao S(*). Outro ponto é que, independente da Integra¢ao ou do WARMA,
sO serao consideradas séries nao estacionarias. Todavia, para fins de registro, caso haja séries esta-
cionarias, forneceremos uma visao geral sob a forma de gréafico de barras, informando a quantidade

de séries estacionérias e os respectivos dominios aos quais pertencem.

V.4.1 Diagrama de cordas

Um diagrama de cordas é uma ferramenta visual na qual entidades sao dispostas radialmente
como cordas geométricas e suas respectivas relagoes (ou relacionamentos) conectadas por arcos, na
qual a largura de cada arco indica a significAncia da relagao [Tintarev et al., 2018]. Dependendo
da quantidade de entidades relacionadas, diferentes cores podem ser atribuidas aos arcos, de modo
facilitar a visualizacao do relacionamento entre as entidades.

Na Figura V.1 (a), Tabela com valores randomicamente gerados e a respectiva representacao
grafica por meio do diagrama de cordas (Figura V.1 (b)). As colunas A, B e C e as linhas D, E
e F representam, para fins de ilustragao, entidades genéricas, em que cada letra (ou entidade) é
associada a um arco no diagrama de cordas, sendo o tamanho de cada arco correspondente a soma

dos valores de cada linha ou coluna.

A B ¢
D 13 11 16
E 7 13 15

(@) (b)

Figura V.1: Tabela com valores randomicamente gerados em (a) e a respectiva representagao grafica
por meio do diagrama de cordas em (b)
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V.4.2 Analise dos resultados

Do conjunto de séries avaliadas, sob a 6tica do WARMA e considerando somente as séries nao
estacionarias, observou-se que 100% das séries alcangaram a estacionariedade com no maximo dois
passos. A maioria (82,5%) obteve a estacionariedade com somente um passo, enquanto 17,5%
necessitaram de dois passos. E notavel que as séries que demandaram dois passos apresentaram
ordem de Integragao igual a um (Figura V.2).

Quanto & ordem de Integragdo e, assim como o ainda WARMA, considerando somente séries
nao estacionéarias, identificamos uma predominéncia significativa de séries com ordem de Integragao
igual a um (93,75%). As séries restantes (6,25%) apresentaram ordem de Integracao igual a dois,

sendo que estas exigiram dois passos para alcancar a estacionariedade (Figura V.2).

Figura V.2: Diagrama de cordas relacionando o percentual de séries conforme a ordem de Integragao
e a quantidade de passos do WARMA

Por ora, o diagrama de cordas apresentado na Figura V.2 revela um padrao: quando a ordem
de Integracao ou a quantidade de passos é igual a dois, existe necessariamente uma relagao com
um elemento de valor um, seja na ordem de Integragao ou na quantidade de passos. No entanto,
para uma andlise mais abrangente e conclusiva, é necessario examinar como essa distribuigao se
comporta em cada dominio, considerando a ordem de Integracao e a quantidade de passos.

No gréfico de barras da Figura V.3, agrupamos as séries por dominio segundo a quantidade de
passos. Nesse grafico, somente séries dos dominios commodities, atividade econdémica e mercado
de agoes demandaram dois passos. Por outro lado, no grafico de barras da Figura V.4, no qual
agrupamos as séries por dominio segundo a ordem de Integragao, somente o dominio DLSP requisitou
ordem de Integracao igual a dois.

Dado que as séries que apresentam dois passos ou ordem de integracao igual a dois, bem como
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seus respectivos dominios, constituem um percentual inferior em comparacao as demais séries e
dominios, podemos dizer, por ora, que a relagao bidirecional observada no diagrama de cordas da

Figura V.2 nao justifica, no escopo desta dissertagao, uma analise mais aprofundada.
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Figura V.3: Quantidade de séries por dominio segundo a quantidade de passos
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Figura V.4: Quantidade de séries por dominio segundo a ordem de integragao

V.4.3 Analise de hiperparametros

Conforme vimos na Subsecao V.1.2, a fung@o auto.arima, por padrao, usa um subconjunto de
valores para os parametros p e q de forma obter o modelo ARIMA. No WARMA, complementando
esses parametros, necessitamos ainda definir os valores dos tamanhos das subsequéncias (w) e dos
deslocamentos entre subsequéncias adjacentes (7) que satisfagam o critério da informagao AICc.

Idealmente, é desejével que o tamanho das subsequéncias seja o maior possivel, de forma que a
maior subsequéncia possivel corresponda ao tamanho da prépria série, conservando assim a média,
variancia e covariancia constantes. Todavia, para séries nao estacionérias, & medida que o tamanho
das subsequéncias aumenta, a probabilidade de uma ou mais das propriedades média, varidncia e

covariancia nao serem constantes aumenta da mesma forma.
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Ao analisar o grafico de bolhas da Figura V.5, em que cada ponto (ou bolha) ¢ proporcional a
frequéncia, relacionamos os modelos WARMA selecionados pela fun¢ao auto.arima segundo o tama-
nho das subsequéncias (w) em fungao do deslocamento entre elas (7), observa-se uma predominancia
de modelos com valor de w igual a trés, enquanto os respectivos valores de 7 se distribuem entre
um, dois e trés. Além disso, vemos uma concentragdo de modelos, embora menor, para valores de

w entre doze e quatorze.

14 +
12 °

10

Deslocamento entre subsequéncias adjacentes (t)

Tamanho das subsequéncias (w)

Figura V.5: Modelos WARMA selecionados segundo o tamanho das subsequéncias (w) em fungao
do deslocamento entre elas (7)

V.5 Avaliagao experimental 11

V.5.1 Meétricas

Independente do dominio ao qual a série pertence, diferentes séries podem apresentar nao sé
diferentes unidades de medida, mas ainda diferentes ordens de grandeza. A vista disso, é necessario
adotar uma métrica que seja agnostica as unidades de medida e as ordens de grandeza das séries,
de maneira que seja possivel compara-las segundo a finalidade desejada. Posto isso, avaliaremos as
seguintes métricas: MAE, MAPE, sMAPE e MASE.

A métrica MAE fornece a média do erro absoluto para um horizonte de previsao h (Equagao
V.4), sendo o erro para um dado instante ¢ definido pela Equagao V.5, em que x; e X; correspondem,
respectivamente, ao valor observado e previsto no instante ¢ [Hyndman and Athanasopoulos, 2018|.
Apesar de ser dependente da escala, a métrica MAE é usada em diversas métricas agnosticas as

grandezas das séries, como veremos mais adiante, dai a mengao a essa métrica. Pela mesma razao,
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definimos o modelo naive (simples), no qual o valor previsto ¢ igual ao valor anteriormente observado
(Equagao V.6). Adicionalmente, convenciona-se usar o sinal circunflexo para denotar um previsto

em vez de observado, como em X;.

h
1
MAE = - > el (V.4)
t=1
€t = Xt — )A(t (V5)
)A(t_t,_l = Xt (V6)

A métrica MAPE, por sua vez, fornece uma visao percentual do quao os valores previstos desviam
dos valores observados (Equagao V.7). Por exemplo, um MAPE de 5% significa que, em média, a
previsao de um dado modelo sobrestima ou subestima os valores observados em 5% [Kolassa and
Schiitz, 2007]. Devido a sua popularidade na literatura e interpretabilidade, a métrica MAPE ¢ o
método preferido de analistas e profissionais de negocios [Kim and Kim, 2016].

Um problema com a métrica MAPE é a sensibilidade & simetria. Objetivamente, uma métrica é
simétrica se dois valores equidistantes em relacao a zero, como +50 e -50, por exemplo, produzirem
resultados igualmente simétricos. Isso deve ser considerado quando o problema exigir simetria entre
valores positivos e negativos, como, por exemplo, or¢amento, no qual a métrica MAPE pode fornecer
diferentes resultados para receitas e despesas [Makridakis, 1993|.

A métrica MAPE possui ainda a desvantagem de gerar valores infinitos ou indefinidos se o
valores reais da série forem iguais ou proximos a zero, cenério comum em areas como varejo, biologia
e financas, entre outros. Além disso, se os valores reais da série forem muito pequenos, usualmente

menores que um, a métrica MAPE produz erros percentuais extremamente grandes (outliers) [Kim

and Kim, 2016].

h
1
MAPE = - (;

& > x 100% (V.7)
Xt

A fim de lidar com as limitagoes da métrica MAPE, Makridakis and Hibon [2000] propos a
métrica SMAPE, em que o erro absoluto é dividido pela média da soma dos valores absolutos do
valor observado e previsto (Equacao V.8). Assim como a métrica MAPE, é uma métrica percentual,
porém com valores variando de -200% a +200% [Makridakis and Hibon, 2000].

Ainda que vise as limitagoes do MAPE, o sMAPE esta sujeito a divisao por zero quando os



o7

valores reais e previstos forem iguais a zero [Chen and Yang, 2004]. E apesar de incluir a palavra
simétrico na denominacao, nao penaliza igualmente os erros positivos e negativos, particularmente
quando o erro e; = x; — X for ou muito pequeno, ou muito grande [Hyndman and Koehler, 2006].
De qualquer forma, a métrica SMAPE foi usada como métrica na competicdo M4. Porém, para
contornar as limitagtes desta métrica, a competigdo M4 define alguns requisitos como, por exemplo,
somar uma constante as observagoes de cada série de modo que o valor minimo de cada série pos-

processada seja 10 [Makridakis et al., 2020].

h
. 1 |€t| - 1

t=1

L 2
> jﬂ) x 100% (V.8)
+

Frente as limitacoes das métricas MAPE e sMAPE, Hyndman and Koehler [2006] definiram a
métrica MASE, que dimensiona (ou escala, dai o nome da métrica) cada erro absoluto do modelo
preditivo usando um fator de escala (Equagao V.9), sendo este igual ao MAE do modelo naive do
conjunto de treino (Equacao V.10). Uma vez dimensionado cada erro absoluto do método preditivo,

calcula-se a MASE a partir da média definida pela Equacao V.11.

lei]

SE;j = —————,i=1,...,h (V.9)
nalverremNno
1 T
nalverggmno = ﬁ jz_; ‘Xj —Xj-1 (V.IO)
1 h
MASE = - > " [SE| (V.11)

=1

Diferentemente das métricas MAPE e sSMAPE, a MASE é uma métrica relativa, em que valores
maiores que um indicam que a eficacia do MAE da previsao foi pior que o MAE do modelo naive do
conjunto de treino, enquanto valores menores que um indicam que a eficicia do MAE da previsao
foi melhor que o MAE do modelo naive do conjunto de treino. Adicionalmente, devido ao fato do
numerador e o denominador da Equacao V.11 usarem a mesma escala da série original, a métrica
MASE é agnostica as grandezas das séries [Hyndman and Athanasopoulos, 2018]. Por fim, a MASE

e a sSMAPE formam as métricas usadas na competicdo M4 [Makridakis et al., 2020|.
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V.5.2 Analise por dominio
Mercado de acgoes

O benchmarking entre os métodos ARIMA e WARMA aplicado ao dominio Mercado de agoes
revelou diferencas importantes no desempenho dos dois métodos ao longo dos horizontes analisados.
De forma geral, o WARMA apresentou média da métrica MASE menor do que o ARIMA no
horizonte mais curto, i.e., 1-3, no qual a média MASE do WARMA foi 0,66 menor (diferenga
percentual de 20,24%) (Tabela V.2). Para o horizonte de 1-6, o diagrama de caixa revela uma
distribuicao estatisticamente semelhante entre ambos os métodos, de forma que podem ser aplicados
intercambiavelmente (Figura V.6).

A partir do horizonte de previsao 1-9, o método ARIMA apresenta média inferior ao WARMA.
Porém, observa-se que as maximas do modelo WARMA para os horizontes de 1-9 a 1-14 aumentam
consideravelmente se comparadas as maximas do ARIMA, o que pode justificar a diferenca mais
significativa entre as médias, quando comparadas com os horizontes de 1-3 a 1-6 (Tabela V.2).

Por fim, considerando os resultados apresentados, a escolha entre ARIMA e WARMA para o
dominio Mercado de agoes depende do horizonte de previsao, sendo o WARMA mais adequado para

horizontes de 1-3 a 1-6, ao passo que o ARIMA é mais adequado para horizontes de 1-9 a 1-14.

144 3 ARIMA
| | | | O WARMA

|
|

1-3 1-6 1-9 1-12 1-14

Horizonte de previsdo

Figura V.6: Diagrama de caixa aplicada ao dominio Mercado de ag¢oes para diferentes horizontes
dos modelos ARIMA e WARMA

Tabela V.2: Sumaério estatistico da métrica MASE aplicada ao dominio Mercado de ac¢bes para
diferentes horizontes dos modelos ARIMA e WARMA

1-3 1-6 1-9 1-12 1-14

ARIMA  WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA
Minima 2.59 1.42 3.04 3.38 2.82 3.39 247 3.05 2.56 2.73
19 quartil 2.98 1.7 3.62 3.56 3.57 3.66 4.45 4.45 4.32 4.29
Mediana 3.27 1.87 3.98 4.2 4.05 4.64 5.23 6.22 5.06 6.26
Média 3.92 3.26 3.94 4.05 4.18 4.68 5.1 5.87 4.95 5.82
3° quartil 4.04 4.68 4.39 4.39 4.92 5.65 6.31 7.53 6.08 7.58
Maxima 7.1 7.03 4.6 4.71 5.52 6.23 7.11 8.29 6.89 8.34

Desvio-padrao 1.6 2.34 0.55 0.49 0.9 1.1 1.61 2 1.52 2.13
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Cambio monetario

Para o dominio Cambio monetério, os resultados da Tabela V.3 mostram que, para qualquer
horizonte, o método ARIMA apresenta valores MASE ligeiramente inferiores ao WARMA. A dife-
renga é mais significativa no horizonte de 1-9, embora a diferenga percentual neste horizonte seja
5,9%. Além disso, nao ha um padrao crescente da média MASE com o aumento do horizonte de
previsao, como frequentemente é observado em anélises de séries, sugerindo que ambos os métodos
mantém sua capacidade preditiva de forma relativamente estével, independentemente do horizonte
considerado.

Outro ponto da Tabela V.3 revela que ambos os métodos apresentam comportamentos similares
em relagao ao desvio-padrao, indicando niveis comparaveis de consisténcia. Por exemplo, no ho-
rizonte 1-3, o ARIMA apresenta um desvio-padrao de 1,16 frente ao 1,03 do WARMA, sugerindo
que ambos os métodos mantém valores proximos de variabilidade ao longo dos diferentes horizon-
tes. Porém, considerando somente as minimas e as méximas, seja para o ARIMA ou WARMA,
observa-se que as minimas aumentam ao longo dos horizontes, enquanto que as maximas diminuem

ao longo dos horizontes.

@ ARIMA
@ WARMA
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Figura V.7: Diagrama de caixa aplicada ao dominio Cambio monetario para diferentes horizontes
dos modelos ARIMA e WARMA

Tabela V.3: Suméario estatistico da métrica MASE aplicada ao dominio Cambio monetario para
diferentes horizontes dos modelos ARIMA e WARMA

1-3 1-6 1-9 1-12 1-14

ARIMA  WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA
Minima 0.67 0.96 0.76 1.05 0.87 1.15 1.39 1.68 1.57 1.86
19 quartil 2.78 2.91 2.53 3.17 2.77 3.02 2.69 2.76 2.57 291
Mediana 3.5 3.59 3.1 3.32 3.82 4.06 3.35 3.66 3.26 3.52
Média 3.37 3.45 3.06 3.19 3.55 3.76 3.35 3.5 3.26 3.39
32 quartil 3.95 4.18 3.88 3.68 4.78 4.37 4.22 4.24 4.07 4.25
Méxima 5.23 4.83 4.67 4.63 5.18 5.72 4.41 4.89 44 4.67

Desvio-padrao 1.16 1.03 1.05 1.03 1.35 1.38 0.97 0.99 0.86 0.93
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Commodities

Na comparacao entre os métodos ARIMA e WARMA no dominio Commodities, o ARIMA
mostrou-se superior nos horizontes avaliados, sendo a diferenca mais notavel no horizonte mais
curto (1-3), onde o ARIMA apresenta um MASE médio de 1,95 comparado a 2,39 do WARMA,
representando uma diferenca percentual de 22,56%. Todavia, & medida que o horizonte de previsao
aumenta, ocorre uma reducao na diferenca percentual, variando de 14,28% no horizonte 1-6 para
5,03% no horizonte 1-14 (Tabela V.4).

A partir do horizonte 1-6, as minimas e maximas MASE de ambos os métodos sao similares.
A maior diferenga percentual nos valores maximos é de aproximadamente 5% enquanto nos valores
minimos é menor que 10%. Essa similaridade sugere que os métodos possuem comportamentos
parecidos, considerando seus melhores e piores cenarios de previsao para horizontes mais longos.

Em relagao ao comportamento ao longo dos horizontes, observa-se um padrao crescente da média
MASE em ambos os métodos & medida que o horizonte de previsdao aumenta. No caso do ARIMA,
o MASE médio aumenta de 1,95 para 6,55, enquanto o WARMA apresenta um crescimento de 2,39
para 6,88 para os horizontes 1-3 e 1-14, respectivamente (Tabela V.4).

! ! : = ARIMA
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Figura V.8: Diagrama de caixa aplicada ao dominio Commodities para diferentes horizontes dos
modelos ARIMA e WARMA

Tabela V.4: Sumério estatistico da métrica MASE aplicada ao dominio Commodities para diferentes

horizontes dos modelos ARIMA e WARMA

1-3 1-6 1-9 1-12 1-14

ARIMA  WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA
Minima 0.21 0.6 0.35 0.34 0.41 0.47 0.43 0.46 0.58 0.59
19 quartil 0.68 0.89 1.24 1.51 2.08 2.11 3.06 2.95 3.5 3.26
Mediana 1.23 1.28 1.87 2.44 2.98 3.27 3.79 4.07 4.54 5.08
Média 1.95 2.39 3.22 3.68 4.54 4.92 5.86 6.22 6.55 6.88
3° quartil 2.06 2.51 4.42 4.71 4.77 6.73 6.06 7.03 7.16 7.84
Maxima 9.56 9.92 15.57 16.33 20.98 21.99 24.08 25.3 24.93 26.38

Desvio-padrao 2.25 2.51 3.5 3.66 4.55 4.77 5.39 5.65 5.91 6.23
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Atividade econdmica

No dominio Atividade econémica, observa-se uma inversao de desempenho ao longo dos horizon-
tes de previsdo. O método WARMA demonstro desempenho superior nos horizontes mais curtos,
com uma variagao percentual de 29,00% no horizonte 1-3 (MASE médio de 1,37 contra 1,93 do
ARIMA) e 20,58% no horizonte 1-6. No entanto, essa vantagem diminui progressivamente ao longo
dos horizontes subsequentes (Tabela V.5).

Observa-se que o WARMA apresenta maior variabilidade nos horizontes mais longos, com
desvios-padrao consistentemente maiores que o ARIMA a partir do horizonte 1-6, sugerindo que,
embora as médias sejam similares, o ARIMA oferece previsdes mais estéveis nesses horizontes. To-
davia, verifica-se que as maximas do WARMA a partir do horizonte 1-6 indicam variagdes superiores
as maximas do ARIMA, o que pode explicar essa variacao no desvio-padrao.

Diferentemente dos padroes comumente observados em previsdes de séries, ndo ha um padrao
decrescente do desempenho com o aumento do horizonte. As médias MASE do ARIMA apresentam
um leve aumento até o horizonte 1-6, partindo de 1,93 a 1,62, e posteriormente se estabilizando por
volta de 1,80 nos horizontes de 1-9 a 1-14. O WARMA, por sua vez, mostra um crescimento gradual

no MASE médio, partindo de 1,37 no horizonte mais curto até 1,81 no mais longo.
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Figura V.9: Diagrama de caixa aplicada ao dominio Atividade econémica para diferentes horizontes

dos modelos ARIMA e WARMA

Tabela V.5: Sumério estatistico da métrica MASE aplicada ao dominio Atividade econémica para
diferentes horizontes dos modelos ARIMA e WARMA

1-3 1-6 1-9 1-12 1-14

ARIMA  WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA
Minima 0.21 0.48 0.58 0.62 0.95 0.57 1.06 0.87 1.02 0.78
19 quartil 1.51 0.75 1.46 0.76 1.13 1.02 1.2 1.11 1.26 1.27
Mediana 2.04 1.02 2.03 1.04 1.56 1.35 1.66 1.44 1.75 1.55
Média 1.93 1.37 2.04 1.62 1.8 1.64 1.79 1.77 1.8 1.81
32 quartil 2.51 1.58 2.79 1.84 2.5 1.67 2.19 1.68 1.95 1.66
Maxima 3.32 3.28 3.29 4.22 2.94 3.91 2.96 4.08 3.17 4.1

Desvio-padrao 1.07 1.03 1.02 1.37 0.86 1.18 0.74 1.18 0.78 1.17
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DLSP

No dominio DLSP, que retrata a Divida Liquida do Setor Publico, o método WARMA de-
monstra um desempenho superior consistente ao longo dos horizontes de previsdo. A diferenca no
desempenho aumenta significativamente & medida que o horizonte de previsao aumenta, comegando
com uma vantagem de 6,66% no horizonte 1-3 e chegando a uma diferenga de 23,73% no horizonte
1-14. Esse crescimento sugere que o WARMA é particularmente eficaz em previsdes de longo prazo
para este conjunto de dados (Tabela V.6).

Observa-se um padrao decrescente do desempenho em ambos os métodos conforme o horizonte
de previsao aumenta, embora com variagoes de deterioracgao diferentes. O MASE médio do ARIMA
cresce de 2,85 para 6,7, enquanto o WARMA apresenta um aumento mais controlado, de 2,66 para
5,11. Embora ambos os métodos mostrem aumento nos desvios-padrao com o horizonte mais longo,
o WARMA mantém uma variabilidade ligeiramente maior ao longo dos horizontes, sugerindo que

suas previsoes, apesar de mais precisas, considerando a média, podem ser menos estaveis.
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Figura V.10: Diagrama de caixa aplicada ao dominio DLSP para diferentes horizontes dos modelos
ARIMA e WARMA

Tabela V.6: Sumario estatistico da métrica MASE aplicada ao dominio DLSP para diferentes
horizontes dos modelos ARIMA e WARMA

1-3 1-6 1-9 1-12 1-14

ARIMA  WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA
Minima 0.4 0.14 0.34 0.54 0.72 0.83 1.24 1.05 1.11 0.95
192 quartil 0.56 0.65 0.7 0.86 1.41 0.95 1.73 1.16 2.63 1.55
Mediana 0.7 0.83 1.55 1.01 1.83 1.41 3.21 2.03 4.67 2.24
Média 2.85 2.66 3.54 3.33 4.39 3.71 5.73 4.57 6.7 5.11
3° quartil 1.57 1.13 2.61 1.82 4.35 4.27 7.73 4.18 10.03 4.64
Maxima 13.62 15.71 15.8 17.86 15.65 17.73 17.42 19.5 17.99 20.08

Desvio-padrao 4.45 4.98 5.05 5.61 4.97 5.45 5.56 5.98 5.8 6.22
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IPCA

Para o dominio IPCA, a anélise comparativa entre os métodos ARIMA e WARMA, usando a
métrica MASE, o ARIMA demonstra um desempenho superior ao longo dos horizontes de previsao.
A diferencga ¢ mais pronunciada no horizonte curto (1-3), onde o ARIMA apresenta um MASE médio
de 1,3 comparado a 1,5 do WARMA, representando uma vantagem de 15,55%. Essa superioridade
do ARIMA, embora diminua nos horizontes mais longos, se mantém consistente, estabilizando-se
em torno de 7,5% de vantagem nos horizontes 1-9, 1-12 e 1-14 (Tabela V.7).

Os desvios-padrao sao ligeiramente menores para o ARIMA ao longo dos horizontes, indicando
que além de mais preciso, o método oferece ainda maior consisténcia nas previsoes. E interessante
notar que ambos os métodos mostram valores minimos e maximos similares, sugerindo que apre-
sentam capacidades comparaveis em seus melhores e piores casos.

Um aspecto notavel é que nao se observa um padrao de deterioragdo do desempenho da média
com o aumento do horizonte. O MASE médio do ARIMA varia entre 1,3 e 1,61, enquanto o
WARMA varia entre 1,5 e 1,73. Isso sugere que ambos os métodos mantém sua capacidade preditiva

relativamente estavel ao longo dos diferentes horizontes de previsao.
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Figura V.11: Diagrama de caixa aplicada ao dominio IPCA para diferentes horizontes dos modelos
ARIMA e WARMA

Tabela V.7: Sumario estatistico da métrica MASE aplicada ao dominio IPCA para diferentes hori-
zontes dos modelos ARIMA e WARMA

1-3 1-6 1-9 1-12 1-14

ARIMA  WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA
Minima 0.27 0.28 0.33 0.26 0.32 0.41 0.29 0.44 0.27 0.44
19 quartil 0.52 0.85 0.92 1.02 1.02 0.9 1.03 0.91 1.07 1.04
Mediana 1.19 1.42 1.83 1.63 1.74 1.7 1.62 1.68 1.71 1.73
Média 1.3 1.5 1.59 1.74 1.5 1.61 1.52 1.64 1.61 1.73
32 quartil 1.94 1.99 2.15 2.6 1.92 2.19 2 2.41 2.14 2.56
Méxima 2.78 2.84 2.9 3.28 2.34 2.7 2.62 2.6 2.81 2.71

Desvio-padrao 0.87 0.89 0.83 0.98 0.68 0.82 0.76 0.81 0.81 0.83
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Taxa de juros

Para o dominio Taxa de juros, a anélise comparativa entre os métodos ARIMA ¢ WARMA
observa-se um padrao de comportamento ao longo dos diferentes horizontes de previsao. O WARMA
demonstra um desempenho notavelmente superior nos horizontes mais curtos, apresentando médias
MASE consistentemente menores para os horizontes de 1-3 a 1-6 (Tabela V.8).

A medida que o horizonte de previsdo se expande, ambos os métodos mostram um padrio
de aumento no erro de previsao, apesar das variacoes de deterioracao diferentes. Nota-se que a
diferenca de desempenho entre os métodos diminui nos horizontes mais longos (1-12 e 1-14), com
ambos apresentando uma deterioracao natural da acuracia. E particularmente interessante notar
que, mesmo com o aumento do horizonte, o WARMA mantém uma vantagem na maioria das séries,
embora essa vantagem seja menos pronunciada nos horizontes curtos.

Um aspecto notavel é a variabilidade dos resultados entre as diferentes séries. Por exemplo,
enquanto algumas séries fornecem um MASE relativamente baixo mesmo em horizontes longos,
outras mostram um aumento mais acentuado no erro de previsao. Esta variabilidade sugere que as
caracteristicas especificas de cada série temporal podem influenciar significativamente o desempenho

relativa dos métodos.

@ ARIMA
@ WARMA

MASE
>
|

1-3 1-6 1-9 1-12 1-14
Horizonte de previsdo

Figura V.12: Diagrama de caixa aplicada ao dominio Taxa de juros para diferentes horizontes dos
modelos ARIMA e WARMA

Tabela V.8: Sumaério estatistico da métrica MASE aplicada ao dominio Taxa de juros para diferentes
horizontes dos modelos ARIMA e WARMA

1-3 1-6 1-9 1-12 1-14

ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA
Minima 0.28 0.47 0.2 0.48 0.25 0.42 0.56 0.64 0.89 0.92
19 quartil 0.55 0.49 0.72 0.5 1.16 0.68 1.66 1.42 2.01 2.14
Mediana 1.05 0.53 1.5 0.92 2.2 1.55 3.56 2.73 4.81 3.43
Média 0.99 0.63 1.23 0.83 1.85 1.36 2.84 2.27 3.71 3.09
3° quartil 1.43 0.75 1.72 1.06 2.71 1.89 4.05 2.96 5.25 4.06
Maxima 1.62 0.95 2.05 1.31 2.75 2.39 4.36 3.78 5.76 4.89

Desvio-padrao 0.55 0.2 0.74 0.34 1.11 0.79 1.61 1.21 2.07 1.57
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V.5.3 Analise global

Na analise global, descontando as séries estacionarias, restou um conjunto de 80 séries nao
estacionéarias. Comparando os métodos ARIMA e WARMA, observa-se um desempenho similar
entre os dois métodos, com uma ligeira vantagem para o ARIMA. As diferengas percentuais das
médias do MASE sao relativamente pequenas, variando de -3,35% no horizonte 1-3 a -0,7% no
horizonte 1-14 (Tabela V.9).

Um padrao de deterioracao do desempenho é observado em ambos os métodos & medida que o
horizonte de previsao aumenta. O MASE médio do ARIMA cresce de 2,37 no horizonte 1-3 para 4,43
no horizonte 1-14, enquanto o WARMA mostra um aumento similar, de 2,45 para 4,46. Além disso,
os desvios-padrao aumentam progressivamente com o horizonte em ambos os métodos, indicando
maior variabilidade nas previsoes de longo prazo.

Concluindo, desconsiderando as poucas excegoes, as medidas estatisticas da Tabela V.9 apresen-
tam pequenas variagoes quando comparadas umas as outras, de forma que se pode argumentar que
ambos os métodos ARIMA e WARMA sdo praticamente equivalentes, considerando o desempenho
geral. Essa conclusao pode ser observada ainda nos diagramas de caixa para os diferentes horizontes

(Figura V.13).

; ; ; ; = ARIMA
10 - | | : : = WARMA

MASE

1-3 1-6 1-9 1-12 1-14

Horizonte de previsdo

Figura V.13: Diagrama de caixa aplicada diferentes horizontes de séries econdémico-financeiras dos
modelos ARIMA e WARMA

Tabela V.9: Sumario estatistico da métrica MASE para diferentes horizontes de séries econémico-
financeiras dos modelos ARIMA ¢ WARMA

1-3 1-6 1-9 1-12 1-14

ARIMA  WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA ARIMA WARMA
Minima 0.21 0.14 0.2 0.26 0.25 0.41 0.29 0.44 0.27 0.44
1° quartil 0.72 0.79 1.32 1.06 1.62 1.42 1.9 1.85 2.11 1.9
Mediana 1.81 1.55 2.17 2.16 2.75 2.64 3.17 3.09 3.41 3.45
Média 2.4 2.39 2.82 2.91 3.43 3.51 4.08 4.12 4.43 4.42
32 quartil 3.27 3.27 3.64 3.62 4.23 4.35 4.41 4.71 4.95 4.71
Méaxima 13.62 15.71 15.8 17.86 20.98 21.99 24.08 25.3 24.93 26.38

Desvio-padrao 2.22 2.43 2.65 2.88 3.17 3.4 3.78 4 4.14 4.34
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Capitulo VI Conclusoes

As conclusoes estao organizadas em trés partes. Na Se¢ao VI.1 sdo apresentadas as consideragoes
finais. Na Secao VI.2 sao apresentadas as produgoes bibliograficos alcangadas ao longo do mestrado.

Finalmente, a Secdo V1.3 aponta para os trabalhos futuros.

VI.1 Consideragoes finais

A condigao estacionaria de uma série é geralmente associada ao fato de que modelos de séries
requerem que a série seja estacionaria. Apesar disso, embora haja uma gama de métodos que,
isoladamente ou combinados, obtém a série estacionaria, pouco se discute sobre a preservacao do
comportamento e das propriedades estatisticas da série original ao aplicar algum método cujo re-
sultado seja uma série estacionaria. Ao obter a estacionariedade considerando a média, varidncia
e covaridncia conjuntamente, fica dificil obter uma visado acerca da série. Além disso, mesmo que
seja possivel caracterizar essas propriedades por meio de uma avaliagao visual, esta avaliagao esta
sujeita ao ponto de vista do usuério em questdo. Ademais, testes de hipdtese avaliam somente a
estacionariedade.

Nesta dissertagao, foi apresentada a criacdo de um modelo que combina pré-processamento e mo-
delagem, denominado Autorregressivo Média-Movel baseado em Janelas deslizantes (WARMA), no
qual o pré-processamento usa janelas deslizantes, visando obter uma série estacionaria que preserva
o comportamento e as propriedades estatisticas das subsequéncias que compoem a série original.
Para a modelagem, o modelo Autorregressivo Média-Movel (ARMA) foi selecionado por usar um
componente deterministico, que modela a dependéncia entre as observagoes da série, e um compo-
nente estocéstico, que incorpora a influéncia dos choques aleatérios passados.

Na Avaliacao experimental I, verificou-se que, apesar do WARMA focar na média e varidncia
nao constantes, 7.e., séries de um ou dois passos, as séries avaliadas requereram somente um ou dois
passos, sendo, portanto, suficiente para obter a estacionariedade. Todavia, convém observar que
essa avaliacao foi realizada em séries de natureza econodmico-financeira e que, por essa razao, pode
nao se comportar igualmente em séries de outras naturezas.

Na Avaliacao experimental II, os modelos ARIMA e WARMA apresentaram desempenhos com-

plementares em alguns dominios, de modo que, enquanto um demonstrava desempenho superior no
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curto prazo, o outro demonstrava desempenho superior no longo prazo. Analisando globalmente,
observou-se um desempenho similar entre ambos os modelos para os diversos horizontes avaliados.

De modo geral, embora o WARMA consiga obter uma série estacionaria, é recomendével que
o WARMA seja aplicado com cautela no &mbito de séries heterocedéasticas, necessitando estudos
adicionais a fim de averiguar se 0 WARMA pode ser aplicavel nesse contexto, visando estabilizar a
varidncia e em que condigoes, se houver. Neste caso, assim como o ARIMA, aconselhamos o uso do

método Box-Cox antes de proceder com o WARMA.

VI.2 Produgao bibliografica

O artigo que precedeu esta dissertagdo, denominado Autorregressivo de Integragdo Adaptativa
[Ronald et al., 2019], foi publicado no XXXIV Simpésio Brasileiro de Banco de Dados (SBBD)!, na
categoria de artigos curtos, na qual o artigo submetido deve conter até seis paginas, sendo ainda
agraciado como melhor artigo nessa categoria (Best short paper).

Neste artigo, o pré-processamento da série nao estacionéria é restrito a normalizagao da mé-
dia, i.e., aplica-se somente as séries que possuam somente média nao constante. Além disso, a
série resultante do pré-processamento foi modelada somente pelo AR. Na avaliacdo experimental,
observou-se que o ARAI apresentou desempenho de previsao superior ao ARIMA, principalmente
em horizontes de curto prazo.

Ja para a submissao do artigo decorrente desta dissertagao, visa-se o periddico IEEE Latin

America Transactions?

, cuja previsao de submissdo é o primeiro semestre de 2025. Além de explo-
rar dominios de outras areas, é esperado nesse artigo que outros modelos de séries estacionarias,
além do ARIMA, sejam incluidos na avaliagdo experimental, objetivando fornecer um retorno mais

abrangente para o usuario.

V1.3 Trabalhos futuros

Na Avaliagao experimental II, os modelos ARIMA e WARMA apresentaram desempenhos com-
plementares em alguns dominios. Diante disso, convém combinar o WARMA com outros modelos
usados em séries, considerando que a combinac¢ao de multiplos modelos geralmente fornece uma efi-
ciéncia maior quando comparados com um tnico modelo [de O. Santos Junior et al., 2019; Marinas-
Collado et al., 2022; Briki et al., 2024].

Outro ponto nao discutido, que abre margem para trabalhos futuros, é a sazonalidade. Por
ora, caso o usuario necessite aplicar o WARMA em séries sazonais, recomendamos aplicar algum

método de dessazonalizacao para, posteriormente, aplicar o WARMA. Nao obstante, caso mesmo

'Pagina do simposio disponivel em: https://sbbd.org.br/2019/
2Pagina do periodico disponivel em: https://latamt.ieeer9.org/index.php/transactions
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assim o usuario deseje aplicar o WARMA em séries sazonais, pode-se aplicar a mesma abordagem
usada na regressao linear (Subsegao I1.3.1), i.e., aplicar o WARMA separadamente para cada um
dos periodos que compdem o padrao sazonal.

Apesar da definicdo de estacionariedade considerar média, variancia e covariancia, o WARMA
obtém a estacionariedade considerando somente a média e a variancia, sem abranger séries nas quais
a covaridncia nao seja constante. Diante disso, a presente subsecao discute a covariancia, de forma
que possa servir de base para estudos futuros, visando um modelo completo do WARMA, i.e., que
considere a média, varidncia e covaridncia. Entretanto, nao é objetivo desta subsecao avaliar a
covaridncia no contexto do WARMA, mas isoladamente

Enquanto o valor da covaridncia depende da unidade de medida em questao, o intervalo dos

valores da correlagao limita-se a-1 e 1, inclusive, facilitando dessa forma a interpretabilidade, quando

comparada com a covaridncia, além de ser a razao para a popularidade dessa medida estatistica

[Diebold, 2007].

100 1 100 1 100 1

T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

(@) (b) ©

Figura VI.1: Covariancia positiva em (a), igual a zero em (b) e negativa em (c)

Jiang et al. [2006] cita a frequéncia variavel ao longo de uma série como um dos motivos para
uma série ser nao estacionéria, uma vez que essa caracteristica implica covaridncia nao constante.
Diante disso, Jiang et al. [2006] propde o conceito de processo G-estacionério, no qual para uma
série {X(t),t € (a,b)}, ndo estacionaria, aplica-se ao eixo temporal desta série uma funcao g(t) = u,
visando estabilizar a frequéncia variavel, resultando em uma série {Y(u),u € (—o0,00)}, denomi-
nada série dual estacionéaria, cuja frequéncia permanece constante ao longo da série e, dessa forma,
satisfaz a condicdo estacionaria.

Como a fungao g(t) faz a ponte entre as fungoes X(¢) e Y(u), um requisito para obter novamente
a série X(t) é que a funcio g(t) admita inversa, i.e., g~ (u) = t,u € (g(a), g(b))

Para aplicar o processo G-estacionério, Xu et al. [2012] enumera os seguintes procedimentos
1. Transformar o eixo temporal a fim de obter uma série dual estacionaria

2. Analisar a série dual estacionaria obtida no item anterior. Isso inclui procedimentos como

modelagem, previsao etc
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3. Transformar a série dual estacionaria de volta & escala original

Quando a frequéncia de uma série é ou monotonicamente crescente, ou decrescente, uma abor-
dagem geral para obter a série estacionaria é aplicar o método Box-Cox no eixo temporal. Tal
procedimento, i.e., no qual o método Box-Cox é usado para escalar o eixo temporal a fim de obter
uma série estacionaria, ¢ denominado processo G(\)-estacionario, em que A corresponde ao valor
usado pelo método Box-Cox [Jiang et al., 2006].

Outro caso no qual pode ser aplicavel o processo G-estacionério é o chirp linear, caracterizado
por frequéncia linearmente variavel, crescente ou decrescente, ao longo da série. Neste caso, o
processo G-estacionéario é denominado processo chirp linear generalizado [Robertson et al., 2010].
Na Figura VI.2, aplica-se o processo chirp linear generalizado, sendo a Figura VI.2 (a) o chirp
linear e a Figura VI.2 (b) a respectiva série resultante. Observe que o intervalo do chirp linear foi

ampliado de 10 para 15, a fim de obter uma série com frequéncia constante.

1.0 4 1.0 4

0.5 0.5 4

0.0 0.0 4

Amplitude
Amplitude

-0.5 — -05

-1.0 - -1.0 1

Tempo Tempo

(@ (b)

Figura VI.2: chirp linear em (a) e a respectiva série estacionaria por meio do processo chirp linear
generalizado em (b)

Apesar de ser um avanco, as aplicacoes de processos G-estacionario sao limitadas a frequéncias
variaveis bem caracteristicas. No caso de frequéncias varidveis que se sobrepoem, as aplicagoes
desses processos nao conseguem extrair componentes de forma satisfatéria. Diante disso, Xu et al.
[2012] introduziu o conceito de Filtro-G, capaz de extrair dados de séries com frequéncias variaveis

que se sobrepoem.
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