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RESUMO

Autovalores da matriz A, de operacdes entre grafos
Uilton Cesar Peres Junior

Orientadores:
Carla Silva Oliveira
André Ebling Brondani

Sejam G um grafo conexo de ordem n, A(G) a matriz de adjacéncia, D(G) a matriz diagonal
dos graus de G e « € [0, 1]. Em 2017, Nikiforov propés uma combinagéo linear convexa de A(G)
e D(G), dada por:

Ao (G) =aD(G) + (1 — a)A(G).

Nesta dissertacdo, estudamos o espectro da matriz A, de algumas operacdes entre grafos e
desenvolvemos alguns resultados originais.

Palavras-chave: Operagbes em grafos. Matriz A,,. Espectro.

Rio de Janeiro,
Abril de 2024



ABSTRACT

Eigenvalues of the matrix A, of operations between graphs
Uilton Cesar Peres Junior

Advisors:
Carla Silva Oliveira
André Ebling Brondani

Let G be a connected graph of order n, A(G) the adjacency matrix, D(G) the diagonal matrix
of degrees of G and « € [0, 1]. In 2017, Nikiforov proposed a convex linear combination defined
given by:

Ao (G) =aD(G)+ (1 — a)A(G),

where « € [0, 1]. In this dissertation, we study the spectrum of the A, matrix of some operations
between graphs and develop some original results.

Keywords: Graph operations. A, Matrix. Spectrum.

Rio de Janeiro,
Abril de 2024
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Capitulo | Introducao

A Teoria dos Grafos é um ramo da matematica que estuda as relagdes € conexdes entre ob-
jetos por meio de estruturas abstratas chamadas de grafos. Os grafos consistem em vértices
interconectados por arestas, e sua representacao geométrica pode ser aplicada em diversas si-
tuacdes praticas, como redes de transporte e interacbes em redes sociais. A Teoria dos Grafos
oferece ferramentas para analisar a complexidade das relagdes entre elementos, resolver pro-
blemas de otimizagdo e modelar uma ampla gama de fenébmenos em areas como ciéncia da
computacao, engenharia, biologia, economia, dentre outras. Operacdes em grafos produzem no-
vos grafos a partir dos grafos iniciais. E possivel criar uma diversidade de outros grafos apenas
por remover ou adicionar vértices ou arestas de um grafo. Existem operagdes efetuadas sobre
um unico grafo e outras, cujos resultados sdo obtidos a partir de dois ou mais grafos. Essas
operagdes de perturbacado na estrutura do grafo possibilitam a obtencdo de uma gama variada de
configuragbes de novos grafos, cada uma com suas préprias caracteristicas e propriedades.

A Teoria Espectral dos Grafos (TEG) € um campo interdisciplinar dindmico que busca encon-
trar relagdes entre propriedades estruturais dos grafos e os autovalores de matrizes associadas
a eles, como por exemplo a matrizes de adjacéncia, laplaciana e a laplaciana sem sinal. A TEG
emergiu a partir das interacées entre a Algebra Linear e a Teoria dos Grafos, visando transformar
caracteristicas dos grafos em propriedades algébricas. Desde sua aplicacao inicial em Quimica
Quantica [Hickel, 1931], expandiu-se para diversas disciplinas, incluindo Fisica, Ciéncia da Com-
putagao e Otimizagdo Combinatéria.

Em 2017, Nikiforov [Nikiforov, 2017] introduziu o conceito da matriz A,, um conjunto de ma-
trizes que contém a matriz de adjacéncia e a matriz laplaciana sem sinal. Deste ponto de vista,
€ interessante estudar a matriz A,, pois ela unifica a teoria destas duas matrizes e a partir disto
diversos resultados acerca deste topico foram discutidos, como por exemplo em [Nikiforov et al.,
2017] e [Nikiforov e Rojo, 2017]. Alguns artigos explicitam os autovalores da matriz A, de algu-
mas classes e operagdes em grafos, como vemos em [Nikiforov, 2017], [Brondani et al., 2019],
[Brondani et al., 2022], [Lin et al., 2018], [Rojo, 2024].

Motivados pelos trabalhos supracitados, investigamos as operagdes shadow, splitting, blow-up
e block-indifference. Explicitamos os autovalores da matriz A, do shadow e do blow-up de um

grafo a partir dos autovalores da matriz A, do grafo inicial. Também determinamos o polinémio



13

caracteristico da matriz A, do grafo splitting de um grafo regular em funcéao dos autovalores de
sua matriz de adjacéncia. Além disso, estudamos os autovalores da matriz A, do grafo block-
indifference para mais de duas cliques, todas de mesma ordem.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no Capitulo Il sdo apresentadas as defini-
ces e resultados de Algebra Linear e Teoria dos Grafos que s&o utilizados ao longo do trabalho;
no Capitulo Il é feito um estudo da matrizes de adjacéncia, laplaciana sem sinal e A,. No Ca-
pitulo IV apresentamos o estado da arte referente ao tdpico deste trabalho, os autovalores da
matriz A, de operagdes entre grafos. No Capitulo V sdo apresentados os resultados que obtive-
mos até o momento, e, finalmente, no Capitulo VI, as propostas de trabalhos futuros acerca do

topico abordado nesta dissertagao.
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Capitulo Il Preliminares

Neste capitulo, introduzimos alguns conceitos e resultados acerca da Teoria de Grafos, e

Teoria de Matrizes que s&o utilizados ao longo do texto.

II.1 Teoria de Matrizes

Nesta secao, relembramos alguns resultados sobre matrizes e determinantes, que sao impor-
tantes para o desenvolvimento deste trabalho e que podem ser encontrados em [Horn e Johnson,
2013].

Denotemos por M,,, ,, 0 espago vetorial real das matrizes com m linhas e n colunas. Quando
m = n, simplesmente, escrevemos M,,. A matriz identidade em M,, é denotada por I,,, a matriz
Jm.n € M, ,, € aquela cujas entradas séo todas iguais a 1 e a matriz em que todas entradas s&o
iguais a 0 é denotada por 0,,,,. Uma matriz em M,, € denominada matriz de permutagdo se em
cada linha e em cada coluna ha n — 1 entradas nulas e uma Unica entrada igual a 1. Uma matriz
é dita ndo negativa se cada uma de suas entradas sdo numeros reais ndo negativos.

Seja M € M,,. Uma submatriz de M é uma matriz obtida pela remogao de todas as entradas
de um numero fixado de linhas ou colunas. Uma submatriz € principal se ela é obtida pela remo-
cao de um subconjunto de linhas e do seu correspondente subconjunto de colunas. Denotemos
por M;; a submatriz de M obtida a partir da excluséo de sua i-ésima linha e de sua j-ésima
coluna.

A seguir, apresentamos a expansao de Laplace para o célculo do determinante de uma matriz

no espaco vetorial M,,.

Definicao Il.1. Dado M = [m;;] € M, o determinante de M é definido, indutivamente, da se-

guinte forma.
(i) Paran =1, definimos det(M) = my;
(i) Paran > 1, fixado i, onde 1 < i < n, definimos det(M) = >_7_, (= 1) Fmy;, det(M;y).

Definig¢ao Il.2. Seja M € M,,. Um escalar A € R € um autovalor de M se existe um vetor nao nulo
v € M, tal que Mv = A\v. Tal vetor v, quando existir, € denominado autovetor de M associado

ao autovalor .
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Alternativamente, podemos definir os autovalores de M € M,,, como as raizes do polinémio
caracteristico de M (ou M-polinbmio), p(M, x), que é o polinémio moénico de grau n, definido por
p(M,z) = det(zl — M). A multiplicidade algébrica de X € a multiplicidade de \ considerado
como uma raiz de seu polinbmio caracteristico. A multiplicidade geométrica de A é a dimensao
do subespaco gerado pelos autovetores associados a A\. Em geral, a multiplicidade algébrica de
A € maior ou igual a sua multiplicidade geométrica. Os resultados envolvendo a matriz M séo
denominados M -teoria.

Seja f(x) = ap + a1z + -+ + axx™ um polindbmio com coeficientes reais. Dado M € M,
define-se f(M) = apl + a1 M + --- + a, M™. O teorema a seguir, conhecido como Teorema de

Cayley-Hamilton, afirma que M é uma raiz do polinbmio p(M, M).
Teorema ll.1. Se M € M, entdo p(M, M) = 0.

O polinémio minimal de M, m(M, z), € o polindBmio ménico de menor grau tal que m(M, M) =

Proposicao Il.1. Seja M € M,,. As seguintes afirmacgdes se verificam:
(i) m(M,x) é unicamente determinado por M ;
(i) Se f(x) € um polinémio tal que f(M) = 0, entdo m(M, x) divide f(z);

(iii) Se {p1,p2,...,pup} S80 os distintos autovalores de M de modo que y; tem multiplicidade

algébrica m;, entao

onde 0 < ¢; < m,.

Dado M € M, denotamos por M* a sua matriz transposta e por M ! a sua inversa, quando
tal matriz existir. Dizemos que M € M, € uma matriz ortogonal se M" = M~'. Quando M = M7,
dizemos que M €& uma matriz simétrica. Dois vetores =,y € M, ; s&o ortogonais entre si se
y"z = 0. Um conjunto de vetores {z1,...,x,} forma um conjunto ortonormal se cada par de
vetores sdo ortogonais e x!'z; = 1 para cada i, onde 1 < i < n. O teorema a seguir apresenta

alguns resultados importantes sobre os autovalores de matrizes simétricas.

Teorema 1.2 ([Horn e Johnson, 2013]). Seja M € M, uma matriz simétrica. As seguintes afir-

magbes sgo verdadeiras:
(i) Os autovalores de M séo reais;

(i) As multiplicidades algébrica e geométrica de qualquer autovalor de M s&o iguais;
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(iii) Os autovetores de M podem ser escolhidos de modo que sejam ortogonais entre si. De fato,

eles podem ser escolhidos para formar uma base ortonormal do R™.

Devido ao Teorema 1.2, nos referimos a multiplicidade algébrica de um autovalor simples-
mente como sua multiplicidade. Uma matriz M € M, é diagonalizavel se existe uma ma-
triz invertivel S € M, tal que S~'MS é uma matriz diagonal. Do Teorema Espectral sabe-
mos que toda matriz simétrica é diagonalizavel, e do Teorema |l.2, seus autovalores sdo nu-
meros reais € portanto, podem ser ordenados. Como usual, indexamos os autovalores de M
de forma ndo crescente, e os denotamos por \{(M) > (M) > --- > \(M). O espec-
tro de M (ou M -espectro) é o multiconjunto formado pelos autovalores de M, denotado por
Spec(M) = {)\[181],)\[282], . .,)\Ej’“]}, onde s; denota a multiplicidade do autovalor \;(A). O raio
espectral de M é dado por p(M) = max{|A\;(M)];1 <i < n}.

Definicédo II.3. Uma matriz M € M, é dita positiva semidefinida se «* Mz > 0, para todo = €

M, 1.
O teorema a seguir fornece uma caracterizagdo das matrizes semidefinidas positivas.

Teorema I1.3 ([Horn e Johnson, 2013]). Dada M € M,,, as seguintes afirmacbes sdo equivalen-

tes:
(i) M é semidefinida positiva;
(i) Todos os autovalores de M sdo n&o negativos.

O préximo resultado apresenta um condigdo necesséria e suficiente para que uma matriz

simétrica seja semidefinida positiva.

Teorema Il.4 ([Horn e Johnson, 2013]). Seja M € M,, uma matriz simétrica. M é semidefinida

positiva se e somente se existe B € M, tal que M = B" B.

Dado M € M, o traco de M, tr(M), é a soma dos elementos da diagonal principal. E um fato
bem conhecido que o trago de uma matriz simétrica M é igual a soma de seus autovalores, isto
é, tr(M) =", X\i(M). Além disso, como observado em [Horn e Johnson, 2013], para a,b € R,

0 espectro da matriz N = aM + bl,, é dado por
Spec(N) = {a i (M) + b,ara(M) +b,...,a\, (M) + b}.

Duas matrizes B, C € M,, séo ditas semelhantes se existe uma matriz invertivel S € M, tal que

B = SCS~!. O resultado a seguir relaciona os espectros de matrizes semelhantes.
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Teorema II.5 ([Horn e Johnson, 2013]). Se B e C sdo matrizes semelhantes entao elas tém o
mesmo espectro.

A seguir, discutimos alguns resultados envolvendo matrizes em blocos, que sdo Uteis para os

capitulos posteriores desta dissertacao.

Definicao Il.4. Uma matriz M € M,, € uma matriz em blocos se M pode ser escrita da forma

Bi1 B2 By,
Bs1  Bas By,

M= . ,
_Bpl Bp2 Bpp

onde B;; € uma submatriz de M. As submatrizes B;; de M s&o chamadas blocos de M.

E facil observar que toda matriz M e M,, é uma matriz em blocos se considerarmos os blocos
como submatrizes de ordem 1. Assim, para uma matriz em blocos, temos alguns resultados
mencionados a seguir.

Uma matriz quadrada M é redutivel quando existem uma matriz de permutagao @) e matrizes
quadradas X e Z tais que

Q"MQ =
0 2

Caso contrario, M é chamada de matriz irredutivel.

Teorema I1.6 ([Horn e Johnson, 2013]). Se A, D € M,,, entao

A B det(A)det(D — CA™'B), se A~! existe;
det =

¢ D det(D) det(A — BD™'C), se D! existe.

As matrizes D — CA~'B e A— BD~'C sdo chamadas Complemento de Schur de A e B, respec-

tivamente.

A B
Corolario Il.7. Sgja P = uma matriz em blocos de ordem n, onde A e C sdo matrizes
0o C

quadradas. Desta forma,

Spec(P) = Spec(A) U Spec(C).
Assumindo a comutatividade dos blocos, valem as identidades a seguir.

Teorema I1.8 ([Horn e Johnson, 2013]). Se A, B,C, D € M,,, entdo
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det(AD — CB), se AC = CA;
et A B det(DA — CB), se AB = BA;
e =
C D det(AD — BC), seDC = CD;
det(DA — BC), se DB = BD.
Uma matriz A € M, da forma
A11 0
A=
onde cada A;; € M,,,, i = 1,...,k, Zle n; = n, € todos o0s blocos acima e abaixo dos blocos

diagonais sdo blocos de zeros, é chamada diagonal em blocos. E fato que se A é uma matriz

diagonal em blocos ent&o det(A) = [[%_, det(As;).

Teorema I1.9 ([Horn e Johnson, 2013]). Seja M uma matriz simétrica de ordem n definida por

Myy Mo -+ My
Moy Mso -+ Moy

M — 9 b 27 ,
| Mgy Myo -+ My

onde M, ;,1 <i,j < k, é uma submatriz de ordem (n;,n;) de modo que a soma de cada uma de
suas linhas é igual c; ;. Se M = [c; |1, €ntdo os autovalores de M sdo também autovalores de
M.

A B
Proposicao II.2 ([Nath e Paul, 2014]). Se P = , entao
B A

Spec(P) = Spec(A + B) U Spec(A — B).

O teorema a seguir, conhecido como Teorema do Entrelagamento, relaciona os autovalores

de uma matriz com os autovalores de suas submatrizes principais.

Teorema I1.10 ([Horn e Johnson, 2013]). Sejam A € M,, e B € M,,_;, onde A € uma matriz
simétrica e B uma submatriz principal de A. Entdo \j11(A) < X\;(B) < Xj(A), para todo j €
{1,2,...,n—j}.

O teorema a seguir, conhecido como Teorema de Weyl e So, relaciona os autovalores de uma

soma de matrizes.
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Teorema II.11 ([Horn e Johnson, 2013]). Sejam A, B € M,, matrizes simétricas de ordem n, e

ke {1,2,...,n}. Desta forma
Ak(A) + An(B) < Ae(A + B) < A(A4) + A (B). (I1.1)
Em ambas as desigualdades, a igualdade se verifica se e somente se existe um vetor ndo nulo

que é autovetor associado a cada um dos autovalores envolvidos.

O teorema a seguir, conhecido como Teorema de Perron-Frobenius, fornece propriedades

para o maior autovalor de uma matriz irredutivel ndo negativa.

Teorema I1.12 (Teorema de Perron-Frobenius). Seja M € M,, uma matriz irredutivel e ndo nega-

tiva, e suponhamos que n > 2. Assim,
(i) p(M) > 0;
(i) p(M) é um autovalor de M e tem multiplicidade igual a 1;
(iii) Existe um tnico vetor x = [x;] tal que x; > 0 Vi, Mx = p(M)x ex1 + -+ xp, = 1;
(iv) Existe um dnico vetory = [y;] tal que y; > 0 Vi, y" M = p(M)y" e z191 + -+ + Tnyn = 1.

O Teorema de Rayleigh-Ritz, a seguir, caracteriza o maior e 0 menor autovalores de uma

matriz simétrica.
Teorema I1.13 ([Horn e Johnson, 2013]). Se M € M, é uma matriz simétrica, entao
A(M) = min 2" Mz e \(M) = max 2" Mz.
zTr=1 zTx=1

Agora, lembramos algumas propriedades do produto de Kronecker de matrizes.

Definicao I.5. Sejam A = [a;5] € M, € B = [b;;] € M, 4. O produto de Kronecker de A e B,

A ® B, é matriz de ordem (mp, nq) definida por

—CLHB algB e alnB_
anB aypB ... ay,B
A®B = "
_am1B aAma .- amnB_

Por definicao, o produto de Kronecker é escrito como uma matriz em blocos, dessa forma,
A® B = [ai; B], onde a;; B € 0 (i, j)-ésimo bloco de A ® B. Vale ressaltar que, como no produto
usual de matrizes, o produto de Kronecker € ndo comutativo. A seguir apresentamos um resultado

envolvendo propriedades do produto de Kronecker.
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Teorema I1.14 ([Broxson, 2006]). Sejam A, B,C € M,,. Desta forma,

() M) @ B=XNA®B)=A® (AB);

(i) (A® B)T = AT @ BT;

(i) (A B)@ C=A® (B®C);

(iv) ( A+ B)@C=A®C+B®C;

(v) A (B+C)=A®B+A®C;

(vi) A0, =0, A =0,
(vii) I, @ Iy, = Ly,

Para encerrar esta secao, revisamos 0s conceitos de produto interno e norma.

Definicao 11.6. Seja V um espaco vetorial sobre R. Um produto interno sobre V' é uma funcao

(,): V xV — R que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) (u+v,w) = (u,w) + (v,w), Vu,v,w € V;
(i) (Au,w) = Mu,w), YA € ReVu,v €V,
(iii) (u,v) = (v,u),Yu,v € V;
(iv) (u,u) > 0,Yu €V, e (u,u) =0 se e somente se u = 0,.

Definicao I1.7. Seja V' um espaco vetorial sobre R. Uma norma em V é uma fungéo |.|| : V —

[0, oo[ que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) |lu|l = 0 se e somente se u = 0y;
(i) ||au|| = |af||ul|, Vo € R e Vu € V;
(i) [Ju+ ol < [Jul| + [[v]|, Vu,v € V.
Seja V um espaco vetorial sobre R com produto interno. A norma ||.|| em relagao ao produto

interno é a fungéo ||.|| : V' — [0, oo[ dada por ||u|| = /(u, u).

1.2 Teoria de Grafos

Nesta secao apresentamos alguns conceitos e resultados da Teoria de Grafos que s&o impor-
tantes ao longo desta dissertacao que podem ser encontrados em [Balakrishnan e Ranganathan,

2012] e [Merris, 2001].
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Definicao II.8. Um grafo é um par G = (V(G), E(G)) ou simplesmente G = (V,E) onde V é
um conjunto ndo vazio e E € um subconjunto de {{u,v} : u,v € V}. Os elementos de V séo

chamados vértices do grafo G e os elementos de F sdo denominados arestas.

Seja G = (V, E) um grafo. A cardinalidade de V, |V| = n, é a ordem de G e a cardinalidade
de E, |E| = m, é o tamanho de G. Dados u,v € V, dizemos que u e v sdo adjacentes em
G quando e = {u,v} € E e, neste caso, dizemos que e incide (ou é incidente) em u e em wv.
Quando um vértice é adjacente a ele mesmo, ou seja e = {u,u} € E, dizemos que e € um
laco. Quando existem duas ou mais arestas com extremos u, v, estas arestas sdo denominadas
arestas muiltiplas. Um grafo simples é livre de lagos e arestas multiplas. Nesta dissertagéao,
todos os grafos tratados sédo grafos simples. O grafo completo, denotado por K,,, € o grafo em
que quaisquer dois vértices distintos sdo adjacentes. Uma cligue em um grafo € um conjunto
de vértices em que todos sao adjacentes entre si, dois a dois. Um conjunto independente é um
subconjunto de V' onde nao existam dois vértices adjacentes. A vizinhanca aberta de v, denotada
por N¢(v), é o subconjunto de V formado por todos os vértices adjacentes a v e a vizinhanga
fechada de v, Ng[v], é definida por Ng[v] = Ng(v) U {v}. O grau do vértice v € V, dg(v) = d(v),
é igual a | N¢(v)|. Os graus minimo e maximo de G s@o denotados por §(G) = min{d(v)jv € V} e
A(G) = max{d(v)|v € V'}, respectivamente. O grau médio de G ¢ dado por d(G) = 2 3=\, d(v).
Uma aresta é dita aresta pendente quando incide em um vértice de grau 1. Os vértices distintos «
e v sdo chamados gémeos verdadeiros quando N |[u] = Ng[v] e séo ditos gémeos falsos quando

nao sao adjacentes e Ng(u) = Ng(v).

Exemplo Il.1. Na Figura Il.1 os vértices v, e vy S0 adjacentes. A vizinhanca aberta de v, é
Ng(v1) = {va,v3,v4}, € @assim, d(vy) = |Ng(v1)| = 3. As vizinhangas fechadas de v, e vy séo
iguais a Ng[v1] = Nglva] = {v1,v2,v3,v4}, OU S€ja, v € vy SE0 Vértices gémeos verdadeiros,
enquanto vy € vs sdo vértices gémeos falsos. O grau minimo de G é 6(G) = 2, o grau maximo

A(G) = 3 e 0 grau médio d(G) = 2.5.

V1 V2

V3 V4

G

Figura I.1: Grafo com 4 vértices e 5 arestas.

Definicao I1.9. Sejam G = (V,E) e H = (W, F) grafos. Diz-se que H é um subgrafo de G se
W CVeF CE. Osubgrafo de G induzido por W é G[W]| = (W, EnN{{u,v}:u,v € W,u # v}).
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Lema Il.1. Seja G um grafo de tamanho m. Se V = {vy,vs,...,v,}, entdo

> d(v;) = 2m.
=1

Demonstragéo. De fato, cada vértice v; fornece d(v;) arestas e como cada aresta contém exata-

mente dois vértices, o resultado segue. O
Teorema I1.15. Todo grafo G tem um numero par de vértices de grau impar.

Demonstragéo. Seja G = (V, E) um grafo de ordem n e tamanho m com V = V; U V5, onde V;
€ 0 conjunto dos vértices de grau impar de G e V5 € o conjunto dos vértices de grau par. Desta

forma,

Zd(vi) = d)+ Y d(v) =2m.

veVy veVa
Sabemos que }_ .y, d(v) = 2k, k € N. Desta forma, pela igualdade acima conclui-se que |Vi| =
2p, p € N, como queriamos demonstrar.
0

Defini¢ao 1.10. Seja G = (V, E) um grafo. Uma cadeia em G, é uma sequéncia de vértices
w = (vi,v9,...,v;) tal que {v;,vi;1} € E,onde 1 < i < k — 1. Dizemos que w é uma cadeia
fechada se v, = vi. Os vértices v, e vy, sdo ditos extremos da cadeia. Paracadai,2 <i <k — 1,
diz-se que v; € um vértice interior de w, caso contrario v; é vértice extremo. O comprimento de w

€ a quantidade de suas arestas.

Seja G = (V, E) um grafo de ordem n. Dado uma cadeia w = (vi,v2,...,v;) em G, diz-se
que w é uma cadeia simples se v; # v;, para quaisquer i,j € {1,...,k}; w é um ciclo, se é
uma cadeia simples e fechada e € um caminho, se é uma cadeia simples e aberta. Um grafo de
ordem n e tamanho m constituido por apenas um ciclo de comprimento m é chamado de grafo
ciclo, denotado por C,,, e chamado de grafo caminho, denotado por P,,, quando é constituido de
apenas um caminho de comprimento n — 1. A distancia de v; a v;, denotada por d(v;,v;), € 0
comprimento do menor caminho cujos extremos sdo v; e v;. Um caminho pendente em um grafo
€ um caminho em que um dos extremos tem grau maior que um, o outro tem grau exatamente

igual a um, enquanto os vértices interiores tem grau igual a dois.

Defini¢ao Il.11. Um grafo G = (V, E) de ordem n é dito conexo se n = 1 ou para quaisquer
dois vértices u,v € V existe um caminho com extremos u e v. Caso contrario, G € dito grafo
desconexo. Seja W C V. Uma componente (conexa) de G € um subgrafo induzido H = G[W] de
modo que H seja conexo e ndo exista um subconjunto X de V que contenha W propriamente e

G[X] seja conexo.



23

Definicao Il.12. Um grafo G cujos vértices sao todos de mesmo grau » € denominado regular de

grau r ou r-regular.

Exemplo Il.2. Na Figura 1.2, G1 é um grafo desconexo pois ndo existe um caminho entre v, e
qualquer outro vértice, e Gy é um grafo conexo 2-regular.

Us

® U4

U3

G1 GQ

Figura I.2: G, desconexo e G conexo.

Do Lema II.1, o tamanho de um grafo r-regular de ordem n é m = nr. Um grafo de ordem n
que é (n— 1)-regular é dito grafo completo e é denotado por K,. Um grafo conexo 2-regular € um

ciclo.

Definicao I1.13. Um grafo G = (V, E) é bipartido se V pode ser particionado em dois subcon-
juntos disjuntos, X e Y, tais que vértices adjacentes nao pertencem ao mesmo conjunto. As
particdes X e Y sdo ditas células de G. Um grafo bipartido é dito bipartido completo quando
todos os vértices de X sdo adjacentes a todos os vértices de Y. Um grafo bipartido completo

cujas particdes tém p e ¢ elementos, respectivamente, € denotado por K, ,.

Exemplo I1.3. Na Figura 1.3 exibimos os grafos bipartidos completos K14 e K,2. Os vértices

ilustrados na mesma cor pertencem a mesma particao.

K, Koo
Figura 11.3: Grafos bipartidos K 4 € K.
Definicao Il.14. Seja G um grafo. Denotamos por G — v, ou simplesmente, (G), o0 grafo obtido de
G a partir da remogéao de v de seu conjunto de vértices e de todas as arestas que incidem em v.

Exemplo 11.4. Na Figura 1.4 vemos um exemplo de grafo e o grafo obtido a partir da remogédo de

um vértice.
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Vs Vs

Ve Ve

Figura ll.4: G e G — vo, respectivamente.

Para finalizar este capitulo, abordamos o conceito de coloragao em grafos.

Definicao I.15. Seja G um grafo e &£ um inteiro positivo. Uma k-coloragcdo de G € uma fungao
c:V(G)—{1,...,k}. Cadai € {1,...,k} € uma cor da coloragédo e k € o numero de cores desta

coloracao de G.

Chamando de V; a pré-imagem de cada i, vemos que V; é o conjunto dos vértices que sao
coloridos com a cor i. Uma coloraggo para G pode ser representada rotulando cada vértice v;

com c(vj).

Definicao 11.16. Dizemos que ¢ é uma k-coloragdo prépria de G se para todo par de vértices

adjacentes u,v de G, c¢(u) # c¢(v). Neste caso, G é dito k-colorivel.

Para fazer com que um grafo seja k-colorivel, basta atribuir para cada vértice uma cor dife-
rente. A seguir, apresentamos uma definicdo para o nimero que representa a quantidade minima

de cores necessarias para uma colora¢do propria.

Definig¢ao I.17. O ndmero cromatico de um grafo G, denotado por x(G), € 0 menor inteiro positivo
k tal que G seja k-colorivel. Neste caso, dizemos que esta coloragdo € minima para G e que G é

x(G)-cromaético.

Seja G o grafo da Figura Il.5. Vemos trés diferentes configuragdes: a primeira (a) uma 3-
coloracao, a segunda (b) uma 4-coloracao prépria e a terceira (¢) mostra que o grafo em questao
€ 3-colorivel. O grafo G, na verdade, é 3-cromatico. De fato, basta observar que K3 € um subgrafo

de G, ou seja, este grafo ndo pode ser 2-colorivel.

3 1 4 3 2 3

(a) (b) (c)

Figura 11.5: Exemplo de k-coloragdo, k-coloragao propria e grafo y(G)-cromatico, respectiva-
mente.



25

Capitulo lll Teoria Espectral de Grafos

Diversas matrizes estdo naturalmente associadas a um grafo. Alguns exemplos incluem as
matrizes de adjacéncia, incidéncia, laplaciana sem sinal, entre outras. Um dos principais desafios
da Teoria Espectral de Grafos (TEG) é determinar com precisédo se e como as propriedades dos
grafos se manifestam nas propriedades algébricas dessas matrizes que os representam. Neste
capitulo, apresentamos conceitos e resultados envolvendo as matrizes de adjacéncia, laplaciana

sem sinal e A,,.

lll.1 Matriz de adjacéncia

Nesta secao, estudamos a matriz de adjacéncia de um grafo e dissertamos sobre algumas de
suas propriedades estruturais e espectrais. Tais resultados podem ser encontrados em [Godsil e

Royle, 2001], [Biggs, 1993] e [Abreu et al., 2007].

Definig¢ao lll.1. Seja G = (V, E) um grafo de ordem n. Dado V = {vy,ve,...,v,}, @ matriz de

adjacéncia de G, A(G) = [a;5] € M, tem entradas dadas por

1, sew; e v; sdo adjacentes;
aij =
0, caso contrario.

Seja G um grafo de ordem n. Como A(G) é uma matriz real e simétrica, todos os seus
autovalores séo reais e portanto podem ser ordenados. Os autovalores da matriz de adjacéncia
de G, \i(A(G)) = X\i(G), Vi, 1 < i < nsaochamados autovalores de G e o polindmio caracteristico
de G é definido por p(G,z) = p(A(G),x). O espectro de G, Spec(G), € o espectro de sua matriz

de adjacéncia.

Exemplo lll.1. Seja G o grafo da Figura Ill. 1.
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V2 U3
U1 ¢

[ V4

G

Figura lll.1: Grafo de ordem 5 e tamanho 6.

Sua matriz de adjacéncia é

o o O
s}

—
=]
o o O

seu polinbmio caracteristico é
p(G,A) = X° — 6X3 — 422 + 3\ + 2,

e 0 seu espectro
Spec(G) = {2.6412,0.7237, —0.5892, —1, —1.7757}.
Portanto, \1(G) = 2.6412.

Neste trabalho, quando os autovalores ndo séo inteiros utilizamos aproximagoes.

Lema lll.1. Seja G = (V, E) um grafo de ordem n e A = A(G) sua matriz de adjacéncia. G é

bipartido se e somente se A pode ser escrita como

0 R
RT 0

A=

Demonstragdo. Sejam V; e V, as células de G com |Vi| = n; e |V2| = ng, onde n = ny + na.
Rotulando primeiramente os vértices de V; e depois os vértices de V;, e sabendo que vértices da

mesma célula ndo sao adjacentes entre si, temos

onde R tem n, linhas e ns colunas e R, tem ny linhas e n; colunas. Como a matriz de adjacéncia

é simétrica, temos que R, = R”.
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Reciprocamente, suponhamos que possamos escrever

0 R
A=
RT 0

Desta forma, basta fazermos a célula V; como os n; primeiros vértices e V, como 0s proximos ng

vértices que concluimos que G é bipartido, e o resultado segue. O

O resultado que € apresentado a seguir € o primeiro exemplo de como é possivel obter propri-
edades estruturais de um grafo analisando propriedades algébricas da matriz de adjacéncia que

0 representa.

Proposicao lll.1 ([Biggs, 1993]). Seja G um grafo de ordem n e tamanho m e seja
p(G,A) ="+ A A" a2ty )+ an.

As afirmagbes a seguir sdo validas:
(i) a1 =0;
(i) az = —m;
(iii) a3 = —2t, onde t é o numero de tridngulos no grafo.

Demonstragdo. Da teoria de matrizes temos que para cada i, 1 < i < k, (—1)‘a; = “soma dos
menores principais de A(G) com ¢ linhas e i colunas”, onde um menor principal de A(G) com i
linhas e i colunas é o determinante de qualquer submatriz principal de A(G), ou seja, uma matriz
obtida de A(G) pela retirada de um subconjunto de n — i linhas e do correspondente subconjunto

de colunas.

(i) Para o primeiro caso, basta observar que a diagonal de A(G) € formada inteiramente por
zeros. Entdo todos os seus menores principais com 1 linha e 1 coluna sdo iguais a zero, €

dai conclui-se que a; = 0.
(i) Para o segundo caso, observamos que qualquer menor principal de A(G) com 2 linhas e

: 01 :
2 colunas que tenha entradas n&o-nulas € necessariamente da forma det pois a
1 0

matriz € simétrica e a diagonal principal € inteiramente formada de zeros. Desta maneira,
vemos que cada menor principal destes vale —1 e existe um deles para cada par de vértices
adjacentes. Logo

(—1)%az = (-1)|E| = (~1)m

Portanto, ao = —m, onde m é o niUmero de arestas de G.
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(iii) No ultimo caso, temos 3 possibilidades para menores principais de A(G) com 3 linhas e 3
010 0 1 1 011
colunas ndo todas nulas, asaberdet [1 0 0|,det |1 0 0| edet|1 0 1| .Destesca-

0 0 O 1 00 1 10
S0s, 0 Unico determinante nao-nulo é o Ultimo, cujo valor é 2. A terceira matriz corresponde

a trés vértices mutuamente adjacentes (grafo completo com trés vértices), ou seja, um trian-
gulo. Assim, (—1)3a3 = 2t, onde ¢ € o nimero de tridngulos de G. Portanto, a3 = —2t, 0 que

conclui a demonstracao do resultado.
O

Exemplo lll.2. Revisitando o exemplo da Figura Ill. 1, temos que seu polinbmio caracteristico é
p(G,\) = X5 — 6X3 — 402 + 3\ + 2. Assim, comparando com a proposicdo, vemos que de fato

a1 =0,a0=—-6e€ea3=—-4=-2x2.

Observacao lll.1. As formulas para calcular os coeficientes a4 e as do polinbmio caracteristico
de um grafo foram determinadas no artigo [de Moraes et al., 2002]. Neste artigo os autores
mostram que tais coeficientes dependem do numero de arestas, nimero de tridngulos, quadrados

e pentagonos no grafo, além do grau de cada vértice.

Proposicao Ill.2 ([Godsil e Royle, 2001]). Seja G = (V, E) um grafo e A = A(G) sua matriz de
adjacéncia. O numero de cadeias de comprimento ¢ ligando o vértice v; ao vértice v; em G €

dado pela (i, j)-6ésima entrada da matriz A*.

Demonstragdo. A demonstracao sera feita por indugédo em ¢. Para ¢ = 1 o resultado € verdadeiro,
dado que A' = A. Agora, suponhamos o resultado verdadeiro para ¢ = L, ou seja, a quantidade
de cadeias de comprimento L ligando v; a v; é [AL(G)];;. Observemos que ALT! = AL A, e assim,

calculemos a (i, j)-ésima entrada de AX*1.

alj

agq
(A i = by b oo bin| || = binany + bizaz + bizazj + -+ + binan

anj_

Cada b;;, representa a quantidade de cadeias de tamanho L ligando v; a vy, e cada ay; vale 1
quando vy, € adjacente a v;, e 0 caso contrario. Desta forma, para cada k, b;,ar; = b;; quando vy,
é adjacente a v;. Mas, se b;;, € a quantidade de cadeias de tamanho L com extremos v; € vy, € vy
¢ adjacente a v;, entéo b;;, € também a quantidade de cadeias de tamanho L 4 1 com extremos v;
e v; tendo v, como um vértice interno. Desta forma, a soma b;1a1; +bizaz; +bizaz;+- - - +bipan; € @

quantidade de cadeias de tamanho L+1 com extremos v; € v;. E isto conclui a demonstragdo. [J



Exemplo Ill.3. Seja G o grafo da Figura Ill.2.

a

Figura Ill.2: Grafo de ordem 4 e tamanho 5.

A matriz de adjacéncia de G é

e, desta forma,

2
1

G

1
2

3
1

1
2
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Neste caso, estamos analisando quantas cadeias de tamanho 2 existem entre cada par de vér-

tices. Por exemplo, se tomarmos a terceira entrada da primeira linha da matriz A?, vemos que

temos duas possibilidades de partir do vértice a e chegar ao vértice c com uma cadeia de tama-

nho 2, o que pode ser conferido observando a Figura Ill.2. E interessante observar as entradas

da diagonal principal, pois estes elementos representam quantas cadeias fechadas de tamanho

2 existem para cada vértice. Neste caso, esta quantidade é dada pelo grau do vértice, ja que a

unica maneira de sair de um vértice e voltar para ele em apenas 2 passos num grafo simples é

passando pela mesma aresta na ida e na volta.

Corolario lll.1 ([Godsil e Royle, 2001]). Seja G um grafo de ordemn e tamanho m com Spec(G) =

{\1,...,\n}. Se T, é o numero total de cadeias fechadas de comprimento ¢ em G, entdo T, =

tr(AY), isto &, T, = >, \. Em particular:

(i) a soma dos quadrados dos autovalores é duas vezes o nimero de arestas, ou seja, tr(A?) =

2m;

. < 5 2 _ .
(i) se G é um grafo r-regular, entao > | \7 = rn;
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(iii) a soma dos cubos dos autovalores € seis vezes o nimero t de tridngulos, ou seja, tr(A3) =

6t.

Demonstragdo. Os elementos da diagonal principal de A’ representam a quantidade de cadeias
fechadas de tamanho ¢ para cada vértice. Desta forma, o niumero total de cadeias fechadas de
tamanho ¢ é T, = tr(A%). Agora, da Teoria de Matrizes, sabemos que se A é um autovalor de A,

entdo A\’ € um autovalor de A‘. Mais ainda, sabemos que tr(A) = .7, \;, e assim, concluimos
— n J4
que Ty = > i1 A;.

(i) Neste caso, basta observar que a unica maneira de sair de um vértice e voltar para ele
mesmo em apenas 2 passos é passando duas vezes pela mesma aresta. Assim, é facil ver
que cada entrada da diagonal principal de A? é o grau de cada vértice correspondente e
assim, tr(A?) = > d(v;) = 2|E| = 2m.

(i) Do segundo item temos que >, A? = 2m. Mas como 2m = >  d(v;) € num grafo r-

regular > . d(v;) = rn, concluimos que > . \2 = rn.
1=1 1=1""

(i) Como sabemos, as entradas da diagonal principal de A2 sdo as cadeias fechadas de ta-
manho 3 no grafo, e essas cadeias representam triangulos. Mas, cada triangulo tem duas
maneiras de ser percorrido partindo de um mesmo vértice, e de cada triangulo fazem parte

trés vértices. Desta forma, conclui-se que tr(A43%) =2 x 3 x t = 6t.
O

Conhecendo o espectro de um grafo, temos determinado o seu niumero de vértices, de arestas
e triangulos. Mas, nao podemos generalizar o resultado sobre ciclos, pois nem sempre o0s ciclos
de comprimento r, com r > 4, sdo determinados em fungéo de ¢r(A"). Podemos observar este
fato na Figura I11.3, que apresenta dois grafos com o mesmo polindmio caracteristico, p(G1,\) =
p(Ga,\) = A> — 4)3, sendo que o grafo da direita tem um ciclo de comprimento 4 e o outro ndo

possui ciclos.

G1 GZ

Figura I11.3: Grafos com 0 mesmo polinémio caracteristico.
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Isto se deve ao fato de cadeias permitirem repeticdes de vértices e arestas. Pensando de
maneira geral, se tivermos dois vértices u e v, adjacentes em G, temos a cadeia w = (u, v, u, v, u)
de tamanho 4.

O préximo teorema a ser apresentado é conhecido como teorema de entrelagamento para
matriz de adjacéncia, e d4 uma relagédo entre os autovalores de um grafo e os autovalores do
grafo obtido a partir da remocao de um vértice do grafo original. A prova é consequéncia do

teorema do entrelagamento para matrizes (Teorema 11.10).

Teorema Ill.2 ([Godsil e Royle, 2001]). Segjam G = (V,E) ev; € V. Se G = G — v;, entao
Ni+1(G) < X (G") < Ni(G), para todo j € {1,2,...,n—1}.

Demonstragdo. Basta observar que retirar um vértice v; do grafo G é equivalente a retirar a i-
ésima linha e a i-ésima coluna da matriz de adjacéncia de G, e entdo aplicamos o Teorema
[1.10. O
Exemplo lll.4. Na Figura lll.4, sejam G e G' = G — ¢ dois grafos.

a d a d

G G
Figuralll4: Ge G' =G —c.

O polinémio caracteristico de G é p(G, \) = \*—5\2—4\ e seu espectro Spec(G) = {2.56,0, —1, —1.56}.
O polinémio caracteristico de G’ € p(G’,\) = X3 — 2\ e seu espectro Spec(G’) = {1.41,0, —1.41}.

* M(G)=0< M (G) =1,41 < \(G) = 2,56.
i )\3(G) =-1< )\Q(G/) =0= )\Q(G) =0.
e M(G) = —1,56 < A3(G') = —1,41 < A3(@) = —1.

Como podemos ver, o teorema é verificado.

lll.1.1 O espectro de certas classes de grafos

A determinacao direta e tedrica do espectro de grafos pode ser notavelmente complexa de
acordo com a ordem dos grafos, e ocasionalmente produz resultados de dificil manipulacdo. Exis-

tem resultados que estabelecem o espectro de grafos derivados de outros através de operacoes
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como unido, join, entre outras. Além disso, alguns resultados oferecem apenas informagdes so-
bre determinados autovalores, enquanto certos teoremas conduzem diretamente ao espectro de
grafos de tipos especiais, empregando artificios de prova especificos. Em geral, possuimos co-
nhecimento sobre 0s espectros apenas em relagdo a algumas classes restritas de grafos. Nesta

segao, apresentamos alguns resultados acerca deste tdpico.

Proposicao I1l.3 ([Harary, 1969]). Sejam G um grafo e u,v um par de vértices gémeos em G.
(i) Se u e v sdo vértices gémeos verdadeiros entdo —1 € Spec(G);
(i) Se u e v sdo vértices gémeos falsos entdo 0 € Spec(G).

Demonstraggo. Seja |[fy];; um vetor de ordem n de modo que a i-ésima entrada seja igual a 1, a

j-ésima entrada igual a —1, e as demais entradas iguais a 0.
(i) Sew; ew;sdo vértices gémeos verdadeiros, A|f,]i; = —1[fulij, POIS [A[fnli i = 1, [Alfn)ijl; =
—le[Alfn)ijlk =0parak #iek #j.
(i) Se v; e vj sdo vértices gémeos falsos, [A[f,]ijli =0-1, [A[fn]is]; =0-—1e [Alfn]ijle =0-0
parak #£iek #j.
O
Proposicao lll.4. Para o grafo completo K,, temos Spec(K,,) = {(—1)*"Y n —1}. Em particular,
P(Kn,A) = (A —n+1)(A+ 1)1,

Demonstragdo. Como K, possui n — 1 pares de vértices gémeos verdadeiros, conclui-se pela
Proposicéo I11.3 que —1 € Spec(K,) com multiplicidade n — 1. Além disso, como a soma de cada
linha de A(K,,) é igual a n — 1, podemos aplicar o Teorema I1.9, onde M é a matriz de ordem 1

com M ; = n — 1. Portanto, Spec(K,,) = {(—1)*~1 n — 1}. O
Proposicao lIl.5. Para o grafo bipartido completo K, , tem-se Spec(K,,,) = {(+/pq), 0P+4=2},

Demonstragdo. Como K, , tem p — 1 pares de vértices gémeos falsos de grau ¢ e ¢ — 1 pares

de vértices gémeos falsos de grau p, conclui-se pela Proposigéo 111.3 que 0 € Spec(K,,) com

0 R
multiplicidade p — 1+ ¢ — 1 = p+ ¢ — 2. Do Lema 1ll.1, podemos escrever A(K, ,) = . .
R0
Mas, como a soma das linhas de R e R” s&o, respectivamente, p e ¢, podemos usar o Teorema
0
1.9 e obtemos M = 1 Portanto, Spec(K, ) = {(++/pq), 0P+a-21}. O
q O

Definigao lll.2. Sejam G, = (V4, E1) e G2 = (Va, E») dois grafos com Vi, NV, = ). A unido de G,
e G é o grafo G; U Gy = (V4 U Va, By U E5). Para qualquer grafo conexo G, escrevemos kG para

indicar o grafo que € a unido de k cépias de G.
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Se G é de ordem n; e tamanho m1, e H é de ordem n, € tamanho ms entdo GU H tem ni +no
vértices e m; + my arestas. Além disso, dgupn (v) = dg(v) € dgug = dg(u) paratodo v € V(G) e
u e V(H).

Proposicao lll.6. Dados os grafos G; com 1 < i < k, se G é a unido dos grafos G1,Gs,...,G

entao

p(G, ) = p(G1, \)p(G2, A) ... p(G;, ).

Demonstragéo. Seja A; a matriz de adjacéncia de G;, onde i € {1,2,...,k}. Podemos organizar

a matriz de adjacéncia de G da seguinte forma

A, 0 - 0
0 A, --- 0
AG) =
0 0 Ay |
Dai, .
M — Ay 0 0
0 M—Ay - 0

p(G,x) = det(A] — A(G)) = det

0 0 - A -4y

Logo, A\—A(G) é uma matriz diagonal em blocos e portanto p(G, \) = p(G1, A\)p(Ga, A) ... p(Gg, A).
O

Definigao lIl.3. Sejam G e H grafos tais que V(G) NV (H) = (). O join de G e H, denotado por
G Vv H, é o grafo com conjunto de vértices V(G VvV H) = V(G) U V(H), e conjunto de arestas
E(GVH)=EG)UEH)U{{u,v}:ueV(G) eveV(H)}.

Exemplo lII.5. A Figura Il1.5 ilustra o grafo obtido do join entre Ps e P;.

Figura lll.5: P3 Vv Ps.

Se G é de ordem n; e tamanho m; e H é de ordem ny e tamanho ms, entdo GV H tem ni +ns
vértices e my + mgy + nyny arestas. Além disso, dgyy(v) = dg(v) +n2 € dgvm(u) = dy(u) + nq

paratodov € V(G) eu e V(H).
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Teorema lll.3. Sejam G e H grafos de ordem n; e ns, respectivamente. Se x e y Sdo vetores ndo
nulos tais que x é ortogonal ao vetor J, ,,, y € ortogonal ao vetor Ji ,, tais que A(G)x = Az e

A(H)y = py para \, u € R, entdo \ e . sdo autovalores de A(G V H).

Demonstracdo. Rotulando os vértices de GV H de modo que o0s vértices de GG sejam 0s primeiros

e os vértices de H sejam os ultimos, podemos escrever

A(G) Jnins
Jnymy A(H)

AGV H) =

Agora, seja X = [z, 0] o vetor de ordem n; + ns cujas n; primeiras entradas sdo as entradas de

2 e as demais entradas sao nulas. Desta forma,

De maneira similar, seja Y = [0,4”] o vetor de ordem n; + ny cujas n; primeiras entradas sdo

nulas e as demais entradas iguais as entradas de y. Desta forma,

e o resultado segue. O

A préxima proposicao mostra como os autovalores de um grafo regular podem se relacionar

com a sua estrutura.

Proposicao lll.7. Se G é um grafo r-regular, entao

(i) r € um autovalor de G,
(i) G é conexo se e somente se a multiplicidade der é 1;

(iii) qualquer autovalor \ de G satisfaz |\| < r.

Demonstraggo. (i) Seja J;, = 1. Sabemos que a soma das entradas de cada linha da matriz
de adjacéncia A = A(G) € igual ao grau do vértice correspondente, e como o grafo é regular
de grau r, entdo a soma de cada linha é igual a . Desta forma, temos que A1 = r1, ou seja,

r & autovalor de G.

(i) Sejaz =[xy ...x,)T um autovetor associado ao autovalor r de G (Az = rz). Suponhamos

que z; € uma entrada de = com valor absoluto maximo. Assim, temos que [Az]; = > x;, onde
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0 somatorio é considerado sobre os r vértices v; que sdo adjacentes a v;. Logo ) x; = rx;.

Dai, temos que para cada [ tal que v; € adjacente a v,

rlaj| = Jas| + (r = Dlagl = 1)l < laal < Jaal + (r = Dlal.

Isto nos fornece |z;| < || e, portanto, z; = x; para todos estes r vértices. Como G é conexo,
podemos prosseguir sucessivamente desta maneira até mostrar que todas as entradas de =
sdo iguais. Entao x é multiplo de 1 e o autoespaco associado ao autovalor » tem dimensao
1.

Reciprocamente, suponhamos que r possua multiplicidade 1. Agora, suponhamos por ab-
surdo que G seja desconexo e tomemos G4, Gos,...,G,, as componentes conexas de G.
Como cada uma é um grafo conexo r-regular, entdo r € um autovalor de multiplicidade 1
para cada G;. Pela Proposigéo 1.6 p(G, ) = p(G1, \)p(Ga, A) ... p(Gm, A), desta forma, r é

um autovalor de G com multiplicidade m, contrariando a hipétese. Logo, G é conexo.

(iii) Seja y um autovetor ndo nulo de G associado a um autovalor A de G e seja y; uma entrada
de y com valor absoluto méximo. Como em (i), temos > y; = Ay; e |A|ly;| = | >_ vil < rly;l.
Logo |\ <.

[

De maneira geral, ndo conhecemos todo o espectro de um grafo r-regular. Mas, conhecendo
seus autovalores, podemos determinar os autovalores do seu grafo complementar, o que pode

ser visto na Proposicao I1.8. A seguir, apresentamos a definicdo de grafo complementar.

Definicéo Ill.4. O grafo complementar de um grafo G = (V,E) éografo G = (V,E),onde V =V
e {vi,v;} € E quando {v;,v;} ¢ E.

E facil verificar que conhecendo a matriz de adjacéncia de um grafo de ordem n, a matriz de

seu complementar é dada por A(G) = J — I — A(G), onde I é a matriz identidade e J é a matriz

quadrada de ordem n em que todas as entradas sdo iguais a 1.

Exemplo lIl.6. Na Figura .6 exibimos um grafo G e o seu grafo complementar G.
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U1 U1

V2 Ve V2 Ve

U3 Us U3 Us

V4 V4

Figura IIl.6: G e G, respectivamente.

A matriz de adjacéncia de G é

= o
o O =
= O
—

—_

e a matriz de adjacéncia de G é

o

= o o O
o o o O
o o o
o O o O =
= @)

Desta forma, verificamos que A(G) = J — I — A(G).

Proposicao lIl.8 ((Godsil e Royle, 2001]). Seja G um grafo k-regular com n vértices e autovalores
k, A2, A3, ..., \n. Entdo G e seu complementar G possuem os mesmo autovetores e os autovalo-

resdeG sdon —k—1,—1—Xg, =1 —A3,...,—1 — \,.

Demonstraggdo. Sabemos que A(G) = J — I — A(G). Seja1 = Ji, e {1,uy,...,u,} uma base
ortogonal de autovetores de A(G) associados, respectivamente, aos autovalores k, Az, ..., A,.
Como A(G)1 = k1 entdo

AGT=J —-T-AG)1 =(n—k—1)1,

pois como o grafo é k-regular, o grau de cada vértice no complementar € n — k — 1. Portanto, 1 é
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autovetor de G associado ao autovalor n — k — 1. Além disso, para cada i, 2 < i < n,

A(é)uz = (J — I — A(G))ul = —U; — )\iui = (—1 — )\L)ul,

pois como escolhemos uma base de autovetores de A(G) e a matriz de adjacéncia é simétrica,
segue que qualquer par de autovetores é ortogonal, e como 1 faz parte dessa base, Ju; € a matriz
nula. E com isto, obtemos que u; é autovetor de G associado ao autovalor —1 — \;

O

Exemplo lll.7. Se G ¢é o grafo formado pela unido de s copias de K, entdo G é 1-regular e tem 2s
vértices. Pela Proposicao Ill.4, p(Ks, \) = \?—1, e pela Proposigcdo .6, p(G, \) = (\®>—1)%. Logo,
Spec(G) = {(1)!¥, (=1)I}. O grafo complementar de G é chamado de hiperoctaedro ou cocktail

party graph e denotado por H,. Assim, pela Proposicdo 111.8, temos que Spec(G) = Spec(H,) =
{25 =2, (0)), (=2)l-1}.

lll.1.2 Isomorfismo de grafos e invariantes

Os resultados desta subsecao podem ser encontrados em [Merris, 2001].

Definig¢ao Ill.5. Dizemos que dois grafos G; = (V4, E1) e G2 = (Va, E2) s@o isomorfos quando

existe uma fungdo bijetora f entre V; e V5 tal que {u,v} € E; se e somente se {f(u), f(v)} € Es.

Exemplo lll.8. Um exemplo bastante recorrente no estudo da Teoria de Grafos é o grafo de
Petersen, que pode ser visto desenhado de duas maneiras diferentes na Figura Ill.7. Seja Gy
o grafo da esquerda e Gy 0 da direita. Para conferir que 0s grafos sdo isomorfos, basta definir
f:V(Gy) — V(G2) como f(v;) = v;. Comparando cuidadosamente as figuras, e verificando que

todas as adjacéncias sdo preservadas, confirmamos que f é um isomorfismo.

U1 U1 V2
U5
U3 &
U3 ‘.' Ve Ve € p U7
A vw
Vs V10 (OF V9
G 1 G2

Figura Il.7: Duas visualizagbes do grafo de Petersen.

Agora, estudamos alguns resultados e conceitos acerca da estrutura de grafos isomorfos.
Mas, antes de prosseguir, enunciamos a proxima proposicao, que mostra que o isomorfismo entre

grafos é uma relagéao de equivaléncia, ou seja, € uma relacgao reflexiva, simétrica e transitiva.
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Proposicao II.9 ([Merris, 2001]). Sejam G1, G, e G5 grafos de ordem n, entao
(i) Todo grafo é isomorfo a si mesmo;
(i) Se G é isomorfo a G2, entdo G, é isomorfo a G1;

(i) Se G, é isomorfo a Gy e G é isomorfo a Gs, entdo G, é isomorfo a Gs.

Demonstragdo. (i) Se v;, 1 <i < n éum vértice de G, basta definir f(v;) = v;, pois desta forma
se v e v; s8o adjacentes, f(vi) = vk € f(v;) = v, também sdo. Assim, conclui-se que todo

grafo é isomorfo a si mesmo.

(i) Se G, é isomorfo a G2, entdo existe uma funcéo bijetora f entre V; e V5 tal que {u,v} € E;
se e somente se {f(u), f(v)} € E,. Desta forma, basta construir g : V(G2) — V(G1) como

g(f(vi)) = v;.

(iii) Seja f1 o isomorfismo entre G; e G2, e fo 0 isomorfismo entre G2 e G3. Entéo, se v; €
G4, basta definir f5 : V(Gy) — V(Gs) como f3(v;) = fa(fi(vs)), € com isto conclui-se a
demonstracao, pois f; e fo sdo isomorfismos.

O]

A partir da Proposigéao 1.9, vemos que f : V(G1) — V(G2) € um isomorfismo de G, para G2
se e somente se f~! : V(G2) — V(G1) € um isomorfismo de G5 para G;. Em outras palavras, G
€ isomorfo a G5 se e somente se G, é isomorfo a GG;. Escrevemos G ~ G, para indicar que dois
grafos sao isomorfos. Evidentemente, grafos isomorfos tem 0 mesmo numero de vértices e ares-

tas. Propriedades como esta, que grafos isomorfos compartilham, sdo denominadas invariantes.

Definigao lll.6. Seja G um grafo. A sequéncia de graus de G, denotada por d(G) = (dy,ds, ..., dy),

€ a sequéncia nao crescente dos graus dos vértices de G.

Exemplo Ill.9. Seja G o grafo da Figura Ill.8. Temos d(G) = (3,3,2,2,2,2,1,1,1,1).

V10

Figura I11.8: Grafo de ordem 10.

Teorema lll.4 ([Merris, 2001]). Grafos isomorfos tém a mesma sequéncia de graus, ou seja, a

sequéncia de graus é um invariante.



39

Demonstragdo. Sejam G e H dois grafos isomorfos. Se u € V(G), entdo dg(u) = |Ng(u)|.
Suponhamos que f : V(G) — V(H) seja um isomorfismo. Entao f é bijetora e {u,v} € E(G) se

e somente se {f(u), f(v)} € E(H). E dai segue que

dg(u) = du(f(u).

Assim, f induz uma correspondéncia biunivoca entre a sequéncia de graus dos vértices de G

€ a sequéncia dos graus dos vértices de H. O

A demonstracdo deste teorema nos mostra que isomorfismos preservam os graus vértice a
vértice. Em outras palavras, nenhum isomorfismo pode levar um vértice de grau 2 para um vértice
de grau 1 ou 3, por exemplo. Mas é importante ressaltar que mesmo que dois grafos possuam a

mesma sequéncia de vértices, ndo necessariamente sdao isomorfos, como vemos no exemplo a

AN

o ——O

sequir.

Figura 111.9: Grafos ndo isomorfos, mas com a mesma sequéncia de graus.

Exemplo lIl.10. Os grafos ilustrados na Figura 111.9 ndo s&o isomorfos pois um é conexo e o outro

desconexo, mas tém a mesma sequéncia de graus d(G) = (2,2,2,1,1).

Apoés o estudo deste exemplo, podemos nos perguntar: a quantidade de componentes cone-

xas pode ser um invariante? A resposta esta no proximo teorema.
Teorema llII.5 ([Merris, 2001]). O numero de componentes conexas de um grafo é um invariante.

Demonstragdo. Suponhamos que G = (V,E) e H = (W, F) sao grafos isomorfos e seja f :
V' — W um isomorfismo. Se (vg,v1,...,v,) € um caminho em G de u = vy até w = v,, entdo
(f(vo), f(v1),..., f(vr)) € um caminho em H de f(u) até f(w). Portanto, u e w estdo na mesma

componente conexa de G se e somente se f(u) e f(w) estdo na mesma componente de H. [

Antes de apresentarmos o Teorema lII.6, que é utilizado para relacionar o polinbmio caracte-

ristico de grafos isomorfos, introduzimos uma definicdo e um exemplo.

Definicao IlIl.7. Uma matriz de ordem n tal que suas entradas sédo 0 ou 1 € uma matriz de permu-
tacdo se tem uma entrada igual a 1 em cada linha e em cada coluna, isto €, se contém exatamente

n uns, onde dois ndo podem estar na mesma linha ou coluna.
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Definicao lll.8. Uma permutagcéo de V' é uma fungéo bijetora f : V — V

Exemplo lll.11. Sejam G, e G2 os grafos isomorfos da Figura Ill.10.

2 3 a b

1 4 d c
G1 G2

Figura Il1.10: Grafos isomorfos.

Suas matrizes de adjacéncia sao

0111 0001
1 0 0 0 00 1 1
A(Gy) = e A(Gs) =
1 0 0 1 01 0 1
_1 0 1 O_ _1 1 1 0_

Seja f : V(G1) — V(G2) o isomorfismo definido por f(1) = d, f(2) =a, f(3) =be f(4) =c. A

matriz de permutagéo correspondente € definida por P(f) = [6;¢(;], onde

1, sei= f(j);
0if(j) = _
0, caso contrario.

Esta matriz é também chamada de delta de Kronecker. Note que

100
0
0 01
0 00

- o O O
(@)
—

€ a matriz obtida pela permutacao das linhas da matriz identidade 1, de acordo com a permutagcao

f. A conexdo entre A(G1) e A(G») é dada por

A(Gy) = P(f) T A(G2)P(f),

0 que pode ser provado mostrando que P(f)A(G1) = A(G2)P(f).

O préximo teorema caracteriza o isomorfismo entre dois grafos em termos de semelhanca de

matrizes.
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Teorema IlIl.6 ([Merris, 2001]). G1 e G4 sdo isomorfos se e somente se existe uma matriz de
permutacdo P tal que
A(Gy) = P71A(G9)P. (1n.1)

Demonstracdo. Sabemos que G e G2 sao grafos isomorfos. Logo, como a quantidade de vérti-
ces é um invariante, assumimos que G; € G2 tem ordem n. Sem perda de generalidade, supo-
nhamos que V(G1) = V(G2) =V ={1,2,...,n}.

Sejam A(G1) = [ai;] € A(G2) = [bij]. Como G ~ G, existe uma permutacédo f de V em V tal
que {7, j} € E(G1) se e somente se {f(i), f(j)} € E(G2). Logo a;; = bsaiys(), 1 < 4,5 < n. Seja
P = P(f) = ;- Entdo a (i, j)-ésima entrada de P~! &€ §,(;), a (j, i)-ésima entrada de P. Da

definicdo de multiplicagdo de matrizes, a (i, j)-ésima entrada de P~1A(G2)P = [c;;], & dada por

Cij = ;1 Osf(i)bstOry () = br(iyp(j) = @ij-
Portanto, P~'A(G2)P = A(G1)

Reciprocamente, seja P uma matriz de permutagdo que satisfaga a equagéo (Ill.1). Defina
f(4) como o indice da linha do unico 1 na coluna j de P, 1 < j < n. Como P é uma matriz de
permutacdo, f : V — V é bijetora. Na verdade, P = P(f). Da definicdo de A(G1), {i,j} € E(G1)
se e somente se a;; = 1. Da equagdo (lll.1), a;; = 1 se e somente se 1 = [P~1A(G2)P];; =
braiys(), S€ € somente se {f(i), f(j)} € E(Gz), 0 que prova que f & um isomorfismo entre G e

Go. U

Sabemos da Teoria de Matrizes que duas matrizes de ordem n com entradas reais e simétricas
sao semelhantes se e somente se tém o mesmo polindbmio caracteristico. Assim, através do
Teorema II1.6, prova-se que o polinémio caracteristico da matriz de adjacéncia é um invariante.

Isto é, se G1 e G sao isomorfos, entao
det(xI, — A(Gy)) = det(xI, — A(G3)).

A partir do Teorema 1.6, podemos fazer a seguinte pergunta: é possivel dois grafos terem suas
matrizes de adjacéncia semelhantes sem que sejam semelhantes por permutagdo? A resposta é

sim, como podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo lll.12. Se G, e G5 sdo os grafos da Figura Ill.3, ja vimos que o0s dois possuem 0 mesmo
polinémio caracteristico, e portanto, suas matrizes de adjacéncia sdo semelhantes. Mas como
também foi visto, esses grafos ndo sdo isomorfos, e portanto, suas matrizes de adjacéncia ndo

podem ser semelhantes por permutacao.
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Como vimos até o momento, podemos afirmar que G; e G sdo isomorfos quando podemos
obter um do outro através de uma permutagao de seus vértices. Agora sdo apresentados alguns

resultados acerca de grafos que compartilham o mesmo espectro.

Definicao llIl.9. GG; e G, sao ditos grafos coespetrais quando tém os mesmos autovalores com as

mesmas multiplicidades, isto €, quando Spec(G1) = Spec(Ga).

Se dois grafos sao isomorfos, eles ttm o mesmo espectro. A reciproca dessa afirmagcao em

geral ndo é verdadeira, 0 que pode ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo lIl.13. Sejam G, e G, os grafos da Figura Ill.11.

Gl G2
Figura Ill.11: Grafos co-espetrais ndo isomorfos.

Os grafos G, e G2 sdo coespectrais com polinbmio caracteristico
p(G1,A) = p(Go, N) = A —7TA —4N3 - 7A2 140 — 1

mas nao sao isomorfos, visto que G tem um vértice de grau 5, e em G1, 0 grau maximo é 3, e

como sabemos, se dois grafos sdo isomorfos, eles devem ter a mesma sequéncia de graus.

Definicao Ill.10. Dizemos que um grafo G é caracterizado pelo seu espectro se os grafos co-

espectrais com G séo isomorfos a G.

O fato de existirem grafos coespectrais ndo isomorfos significa que algumas de suas propri-
edades nao podem ser caracterizadas pelo seu espectro. A conexidade e a existéncia de ciclos
de comprimento 4, por exemplo, sdo propriedades de grafos que ndo dependem do espectro,
como vimos na Figura 111.3. O grau dos vértices é outra propriedade que também nao pode ser

caracterizada pelo espectro.

Proposicao IlIl.10 ([Merris, 2001]). Um grafo G possui um unico autovalor se e somente se G é

um grafo sem arestas.

Demonstracdo. Suponhamos que G possua um unico autovalor com multiplicidade k. Como o
trago da matriz de adjacéncia de G é zero, entdo A\ = 0. Desta maneira, o polinbmio minimo de
A(G) é h(x) = — XA =z, e assim
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00 0
00 0
AG) =
00 0]

Portanto, G possui & vértices isolados.
Reciprocamente, se G ndo possui arestas e tem k vértices, entdo A(G) é igual a matriz nula,

e assim, p(G, \) = \*. Ou seja, 0 é o Unico autovalor e tem multiplicidade k. O
Como consequéncia da Proposicao Il1.10 temos o seguinte corolario.

Corolario lI.7 ([Merris, 2001]). Grafos sem arestas sdo caracterizados pelo seu espectro.

.2 Matriz laplaciana sem sinal

Nesta secao, estudamos algumas propriedades espectrais da matriz laplaciana sem sinal. Os
resultados abordados nesta segdo podem ser consultados em [Cvetkovi¢, 2010]. Mas antes de

dar inicio aos estudos desta matriz, fazemos uma subsecao sobre a matriz de incidéncia.

lII.2.1 Matriz de Incidéncia

A matriz de incidéncia de um grafo fornece uma descricao das relagdes de incidéncia das
arestas nos vértices do grafo. Ela tem grande importancia teérica, pois algumas de suas pro-
priedades sao auxiliares na demonstragao de resultados sobre a matriz laplaciana sem sinal. O
mesmo pode ser observado com relagéo a utilizagao da matriz de incidéncia na obtencao de pro-

priedades do grafo linha de um grafo, como vemos ainda nesta segéo.

Definicao lll.11. A matriz de incidéncia de um grafo G de ordem n e tamanho m, denotada por

B(G) = [bsj], € a matriz de ordem (n, m) cujas entradas séo

1, see; €uma aresta incidente no vértice v;;
bij =

0, caso contrario.

Exemplo lll.14. Seja G o grafo da Figura Ill.12.



44

€1 V2 €3
V1 L ]
V4
ea | “ es
V3 Vs
€6
G

Figura ll.12: Grafo de ordem 5 e tamanho 6.

Sua matriz de incidéncia é

o o O
(e}
—
[es}

= o O
(e}

Definicao Ill.12. Seja G um grafo. O grafo linha de G, ¢(G), é construido tomando as arestas de
G como vértices de ¢(G) e ligando dois vértices de ¢(G) quando as arestas correspondentes em

G possuem um vértice em comum.

Exemplo lll.15. Seja G o grafo da esquerda na Figura Ill.13. O grafo da direita € o seu grafo

linha, ¢((G).
a d {a7 d}
{a,b} {d,c}
b C {bv C}
G UG)

Figura 111.13: Um grafo e seu grafo linha.

Lema lll.2 ([Cvetkovi¢, 2010]). Sejam B = B(G) a matriz de incidéncia de um grafo G = (V, E),
¢(G) o seu grafo linha e A, a matriz de adjacéncia de ¢(G). Entdo BT B = 21 + A,.

Demonstragdo. Primeiramente, verifiguemos que B”B e A, tem a mesma ordem. Se G é de
ordem n e tamanho m, entdo B tem ordem (n,m) e BT tem ordem (m,n). Assim, BT B tem
ordem (m,m). Sabemos também que ¢(G) € um grafo com tantos vértices quantas sao as arestas
de G, entdo A, tem ordem (m,m) e assim, vemos que BT B e A, tém a mesma ordem.

Consideremos «;; = [BT B);;. Sejam (L;)T, i-ésima linha de BT e L;, j-ésima coluna de B.
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Dai temos que «a;; = (Li)TLj. Assim, a;; = 1 quando e; e e; tém um vértice em comum, a;; = 2

sei=jeaw;=0,see; ee;ndo tém vértices em comum. Desta forma

0, see; ee; ndo tém vertices em comum;
B'B=S1 see¢e ej t8m apenas um vértice em comum;
2, sei=j.
Agora, tomemos 3;; = [A,];j. Como L; e L; s&o vetores colunas associados as arestas de ¢

entdo f;; = 1 se e; e e; incidem num mesmo vértice. Agora, se e; e e; ndo incidem num mesmo

vértice 3;; = 0. Logo,

0, see; ee; Ndo tem vertices em comum;

Ay

Il
o

sei=j;
1, see; e e;tem apenas um vértice em comum.
Portanto, BT B = 21 + A,. O
Como consequéncia do Teorema I1.4 temos a seguinte observagao.

Observacgao lll.2 ([Cvetkovi¢, 2010]). Se G = (V, E) € um grafo e B = B(G) é sua matriz de

incidéncia, entdo B” B é positiva semidefinida.
A proposicdo a seguir apresenta uma cota inferior para os autovalores do grafo linha.

Proposicao Ill.11 ([Cvetkovi¢, 2010]). Seja G um grafo. Se \ é um autovalor de ¢(G) entdo
A> =2,

Demonstragcdo. Pelo Lema .2, BTB = 2I + A,. Se \ é autovalor do grafo linha entdo existe

vetor v n&o nulo tal que

(BTB)v = (2I + Ag)v = 20+ dv = (2 + M.
Portanto, 2+ \ é autovalor de BT B. Como BT B é matriz positiva semidefinida, segue que 2+ \ >
0. Logo, A > —2. O

Apesar de restritiva, a condicao dada na Proposicao Ill.11 ndo caracteriza grafos linha. Exis-
tem grafos cujos autovalores sao todos maiores ou iguais a —2 e nao sao grafos linha de ninguém,

como pode ser visto no Exemplo 111.16.

Exemplo lIl.16. Seja G ~ K 4, como na Figura Ill.14.
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Figura Ill.14: K 4

Spec(G) = {—2,08%,2}, ou seja, G possui menor autovalor igual a —2, mas néo é grafo linha
de nenhum grafo. De fato, suponhamos por absurdo que fosse, como a € e sdo adjacentes, as
arestas correspondentes no grafo original devem compatrtilhar um vértice, e o mesmo vale para
as arestas {a,d}, {a,c} e {a,b}. Como uma aresta é incidente em dois vértices, deveriam existir

pelo menos duas arestas entre os vértice e, d, c e b, 0 que é um absurdo.

Definig¢ao Ill.13. Seja G um grafo de ordem n. A matriz dos graus de G, D(G) = D, é a matriz

diagonal de ordem n definida por [D(G)]i; = dg(v;) = d(v;).

O lema a seguir relaciona a matriz de incidéncia com a matriz dos graus e de adjacéncia de

um grafo.

Lema lII.3 ([Cvetkovi¢, 2010]). Sejam G um grafo de ordem n, B = B(G) a sua matriz de incidén-

cia e A = A(G) sua matriz de adjacéncia. Desta forma, BBT = D + A.

Demonstragdo. Se i = j, o produto da i-ésima linha de B pela j-ésima coluna de BT é o grau do
vértice v; em G. Se i # j, a (i, j)-ésima entrada em BB é 1 ou 0, conforme v; e v; sejam ou ndo

adjacentes em G. O

Lema lil.4 ([Cvetkovi¢, 2010]). Sejam B = B(G) a matriz de incidéncia de um grafo G, ¢(G) o seu
grafo linha e Ay, a matriz de adjacéncia de ((G). Se existe vetor v ndo nulo tal que Bv = 0, entao

—2 é autovalor de A,.

Demonstracdo. Como foi visto no Lema Ill.2, BB = 2I + A,. Seja v um vetor ndo nulo tal que
Bv = 0,,. Assim,
(B'B)v = BT (Bv) = BT0,, = 0,,,.

Desta maneira, (21 + Ay)v = 2Iv + Ayv = 0,,, OU Seja, Ajv = —2v. Como v # 0,,, temos que -2 é

autovalor de A,. ]

Lema III.5 ([Cvetkovi¢, 2010]). Se B = B(G) é a matriz de incidéncia de um grafo G que contém

um ciclo de comprimento par, entdo existe vetor v # 0,, tal que Bv = 0,

Demonstragdo. Seja ey, es, ..., e um ciclo de comprimento 2k em G. Indexemos primeiramente

as 2k arestas que fazem parte do ciclo e depois indexemos as demais na constru¢do da matriz
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de incidéncia. Tomemos o vetor v = [v;] tal que v; = (—1)' para 1 <i < 2k ev; = 0 parai > 2k.
Logo, Bv = 0,,. O

Exemplo Il.17. Seja G o grafo da Figura I1l.15.

U1 Vs

€5

Ve

G

Figura Ill.15: Grafo de ordem 6 e tamanho 5.

Dado o vetorv = [(—1)%, (—=1)2,(—1)3, (—1)*,0], temos:

10010l - [o
1
11000 0
1
01100 0
Bv = —1| = = Ov.
00110 0
1
00001 0
0
0000 1"~ o]

A partir dos Lemas 1l1.4 e 111.5, podemos concluir que se G contém um ciclo de comprimento
par, entdo —2 € autovalor de ¢(G). A reciproca também é verdadeira, e a demonstra¢do pode ser
encontrada em [Cvetkovi¢, 1971]. De maneira semelhante, também é provado que se G tem dois
ciclos impares na mesma componente conexa se e somente se —2 € autovalor de GG, como visto
em [Cvetkovi¢ et al., 1980].

A seguir, apresentamos um resultado que relaciona os polindbmios caracteristicos do grafo e

de seu grafo linha quando o grafo & r-regular.

Proposicao lll.12 ([Cvetkovi¢, 2010]). Se G € um grafo r-regular de ordem n e tamanho m, entdo

p(U(G), ) =(A+2)" "p(G, A —1r+2).

Demonstragdo. Consideremos as matrizes:

0o I, BT I,
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onde B é a matriz de incidéncia do grafo GG. Desta forma,

A\, 0
ABT \I,,— BTB

M, —BBT 0
UV = eVU =

BT M,

E como det(UV') = det(VU), temos
det(\I,,) det(M,, — BBT) = det(\I,,) det(\I,, — BT B),
ou seja,
A" det(M, — BBT) = A" det(\],,, — BTB) (1.2)

Desta forma, pelo Lema IIl.2, temos
p(L(G), \) = det(M,, — Ag) = det(\,, — (BT B —2I,,,)) = det((A + 2)I,, — BTB).
Agora, pela Equagéo (Il.2) e pelo Lema 111.3, obtemos

p(l(G),\) = (A+2)™ "det((A+2)I, — BBT)

(A+2) ((

(A +2)" " det((A + 2)I, — (D + A))

= (A+2)" " det(\ + 2)I,, — rI, — A))

A+ 2)" " det((A+2 — 1), — A)
(A+2)

A+2)""p(G, N — 1+ 2).

Corolario 111.8 ([Cvetkovi¢, 2010]). Se G é r-regular e Spec(G) = {r, A[lml], .. A[ms”]}, entao

» Ns—1
Spec((G)) = {2r — 2, (r — 2+ \) ™l (1 — 24 A y)lmei] —olmonly

onde s é quantidade de autovalores distintos de G.

Demonstragdo. Como p(¢(G),\) = (A +2)" "p(G, X — r + 2), para que X\ seja raiz de p({(G), \)
basta que seja —2 ou raiz do polindmio p(G, A — r + 2). Logo, —2 tem multiplicidade m — n. Seja
Ai um autovalor de G. Se A éraizde p(G,\ —r +2),entdo \; = A —r + 2. Se i = 1, temos que
r=A—r+2,eassim\ = 2r— 2, com multiplicidade 1. Se i # 1, obtemos A = r — 2+ \;, com

multiplicidade m;. Assim, obtemos o resultado. O

Exemplo 1I.18. Seja G ~ K5. Como Spec(K;) = {4,—1®%}, pelo Corolario 1.8, temos que



49

Spec(¢(Ks)) = {6, 114, -2},

lll.2.2 A Matriz laplaciana sem sinal

Comecamos esta subsecao definindo a matriz laplaciana de um grafo e apresentando uma
de suas propriedades que sera (til ao relaciona-la com a matriz laplaciana sem sinal e posterior-

mente com a matriz A,.
Definicao lll.14. A matriz laplaciana de G, L(G), € definida como L(G) = D(G) — A(G).

Proposicao lll.13 ([Grone e Zimmerman, 1990]). Se G é um grafo de ordem n, entdo
M (L(G)) < n e X,(L(G)) =0,

Como consequéncia da Proposi¢éo 111.13, temos que L(G) é uma matriz positiva semidefinida. O
resultado a seguir € bem conhecido na literatura, para mais detalhes indicamos [Godsil e Royle,
2001].

Proposicao lll.14. Se G € um grafo de ordem n, entdo a multiplicidade do 0 como autovalor de

L(G) é igual a quantidade de componentes conexas de G.

Definicao lll.15. A matriz laplaciana sem sinal de G, Q(G) = @, é definida como sendo Q(G) =
D(G) + A(G).

Seja G um grafo de ordem n e B sua matriz de incidéncia. Denotamos p(L(G), z) = pr(G, x)
e p(Q(G),r) = pg(G, x). De acordo com o Lema 1.3, temos BBT = D + A. Logo, Q = BBT.

Pelos Lemas III.2 e 111.3 sabemos que
BB =D+ A=Q,B"B=A,+2I, (11.3)

onde Ay é a matriz de adjacéncia de ¢(G). Como sabemos da Teoria de Matrizes, os autovalo-

res ndo negativos de BB” e BT B sd0 0s mesmos, 0 que nos leva a proxima proposicao.

Proposicao lll.15 ([Cvetkovi¢, 2010]). Se G € um grafo de ordem n e tamanho m, entdo
pU(G),A) = (A+2)"""po(G, A+ 2).

Demonstracdo. A demonstracdo € similar a da Proposicdo I11.12, considerando Q = D + A. [

O resultado a seguir é consequéncia do Teorema 11.4, considerando Q = BB, onde B é a
matriz de incidéncia de um grafo e a Proposicao Ill.17 relaciona o fato de o grafo ser bipartido

com o zero ser um autovalor da matriz laplaciana sem sinal.
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Proposicao 1ll.16 ([Cvetkovi¢, 2010]). Seja G um grafo. A matriz laplaciana sem sinal de G é

positiva semidefinida.

Proposicao .17 ([Cvetkovi¢, 2010]). Seja G um grafo conexo. O menor autovalor da matriz
laplaciana sem sinal de G é igual a 0 se e somente se G € bipartido. Neste caso, 0 é um autovalor

simples.

Corolario 1.9 ([Cvetkovi¢, 2010]). Seja G um grafo. A multiplicidade de 0 como autovalor da

matriz laplaciana sem sinal é igual ao nimero de componentes conexas bipartidas.

Em geral, o Q-polinbmio ndo contém a informagéao do grafo ser bipartido ou néo. Ele contém se
o grafo é conexo, mas nés nao podemos identificar um grafo conexo a partir do seu @Q-polinémio.

Um fato interessante a se notar € que com o Q-polindmio juntamente com a informacao de
uma das propriedades em questao (conexidade ou se o grafo € bipartido) nos possibilita recu-
perar a informacao da outra propriedade: se nés sabemos o nimero de componentes conexas,
podemos decidir se o grafo é bipartido, e se nds sabemos se o grafo é bipartido, podemos des-
cobrir se ele é conexo.

O resultado a seguir relaciona pg (G, x) e pr,(G, z) quando G é bipartido.

Proposicao I1l.18 ([Cvetkovi¢, 2010]). Seja G um grafo. po(G,z) = pr(G, x) se e somente se G
é bipartido.

Demonstragdo. Suponhamos G seja bipartido, com células V; e V; tais que |Vi| = n; e |Va| = na.

Pelo Lema lll.1, podemos escrever
0 R

RT 0

A=
Desta forma, podemos escrever Q = D+ Ae L = D — A como

D, R D, -R
Q= el = ,
RT D, —RT D,

onde D; é a matriz diagonal que possui em sua diagonal principal os n; primeiros graus dos

vértices G e D, a matriz diagonal que possui 0s ny graus dos vértices restantes de G. Assim,

temos,

xln, — Dy —R
pQ(G, ) = det(x] — Q) = det
~RT I, — Do
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Como z1,, — D; é invertivel, podemos aplicar o Teorema I1.6, e obtemos,

po(G,z) = det(zl — Q)
= det(zl,, — D1)det(zl,, — Dy — (—RT (zI — D3)"*(—R)))
= det(zl,, — Dy)det(zl,, — Dy — (R (zI — D3)"'R))

= pL(G,x).

Reciprocamente, sabemos que a multiplicidade do autovalor 0 no L-espectro € igual ao na-
mero de componentes conexas, enquanto no Q-espectro, a multiplicidade de 0 é igual ao niumero

de componentes que sao bipartidas. Assim, conclui-se o resultado. O

Proposicao llI.19 ([Cvetkovi¢, 2010]). Seja G um grafo de ordemn e pg(G,x) = ap+ a1z +-- -+

anz™. O tamanho de G é m = —a,,—1/2.

Demonstragdo. Como sabemos pelas relagdes de Girard, Y ;' ; A\i = —an—1/a,. Como o trago da
matriz laplaciana sem sinal é igual a soma dos graus dos vértices de G, temos que —a,,—1/a, =
2m, onde m € a quantidade de arestas em G. Além disso, po(G,z) € monico, ou seja, a, = 1.

Logo, —a,—1 = 2m e portanto, m = —(an—1)/2. -

A proposicao a seguir mostra como uma relagdo de coespectralidade em relacdo a matriz
laplaciana sem sinal de dois grafos implica numa rela¢do de coespectralidade em relagéo a matriz

de adjacéncia de seus grafos linha.

Proposicao 111.20 ([Cvetkovi¢, 2010]). Se dois grafos sdo copespectrais em relacdo a ), entao

seus grafos linha sdo coespectrais.

Demonstragdo. Sejam G e G, dois grafos. Sabemos da Proposicao I11.15 que
pU(G1),A) = (A+2)" "p(G1, A +2)

p(€<G2), /\) = ()\ + 2)mian(G2, A+ 2)

Como G e G séo coespectrais em relagéo a (), sabemos que po(G1,z) = po(Ga,x), e desta

forma, podemos escrever p(¢(G2),A) = (A +2)" "pgo(G1, A + 2), ou ainda,

E assim obtemos,

_ m—n p(E(G2)7 )‘)
p(L(G1),A) = (A +2) Or 2y
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e portanto,
p(U(G1)) = p(l(G2)).
]

Apesar da Proposicéao 111.20, dois grafos cujos grafos linha sdo coespectrais ndo precisam ser
coespectrais em relacdo a ). Isso se deve ao fato de que dois grafos linhas coespectrais nao
precisam ter o mesmo numero de vértices nos grafos originais. Podemos verificar melhor este

fato no exemplo a seguir.

Exemplo l1l.19. Sejam ((G) e ¢(G2) os grafos linha da Figura 111.16.

A
e

Go {(G2)

Figura Ill.16: Grafos linha coespectrais

Os grafos ¢(G1) e ¢(G3) tém o mesmo polinémio caracteristico p({(G1),\) = p(£(G2),\) =
AAZ =X —4)(A—1)(A+1)2. Reescrevendo a equagado da Proposigao Ill. 15, vemos que é possivel

obter o Q-polinémio a partir de polinbmio caracteristico do grafo linha da seguinte maneira:

PG\ —2)

)\mfn

pQ(G1, M) =

O grafo original G tem 7 vértices e 6 arestas com pg(G1, ) = A(A—1)2(A—=2)(A=3)(A\2 =51 +2)
enquanto G tem 8 vértices e 6 arestas com pg(Ga, \) = A2(A — 1)%(A — 2)(A — 3)(A\? — 5 + 2).

A seguir, exibimos a Proposigao I11.7 para o caso da matriz laplaciana sem sinal.
Proposicao I1l.21 ([Cvetkovi¢, 2010]). Se G é um grafo r-regular, entao
(i) 2r € um autovalor da matriz laplaciana sem sinal de G;
(i) G é um grafo conexo se e somente se a multiplicidade de 2r é 1;

(iii) qualquer autovalor X de Q(G) satisfaz0 < X\ < 2r.
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Demonstragdo. (i) Suponhamos que G é r-regular. Pela Proposicao IIl.7 » é autovalor de A

(i)

associado a um vetor v # 0,, € além disso A = Q — Ir. Dai, temos,
Av=rv= (Q — Ir)v =rv = Qv = 2rv.

Logo, 2r € um autovalor de Q(G);

Suponhamos que G é conexo. Seja = = [z173 ... z,]7 um autovetor associado ao autovalor
2r de Q(G) (Qz = 2rz). Suponhamos que z; € uma entrada de  com maior valor absoluto.
Assim, temos que [Qz]; = rz; + Zviwj x;, onde ~ representa a relacao de adjacéncia entre

vi € vj. Logo rx; + 3, ., ®i = 2rxz;, 0 que implica - x; = rxj. Dai, temos que para

Vi~V

cada [ tal que v; é adjacente a v;,

rlajl = lajl+ (r = Dlagl =) xil <Y lal < |l + (0 = 1)la).

Isto nos fornece |z;| < |z;| e, portanto, z; = x; para todos estes r vértices. Como G é conexo,
podemos prosseguir sucessivamente desta maneira até mostrar que todas as entradas de «
sao iguais. Entao x é multiplo de 1 e 0 autoespacgo associado ao autovalor 2 tem dimensao
1.

Reciprocamente, suponhamos que 2r possua multiplicidade 1. Agora, suponhamos por ab-
surdo que G seja desconexo e tomemos G1,Ga,...,G, as componentes conexas de G.
Como cada uma das componentes conexas é um grafo r-regular, entdo 2r € um autovalor de
@ com multiplicidade 1 para cada G;. Mas como pg (G, ) = pg(G1, N\)pg(G2A) ... pgo(Gm, ),
segue-se que 2r é um autovalor de G com multiplicidade m, contrariando a hipétese. Logo,

G é conexo.

Seja y um autovetor ndo nulo de Q(G) associado a um autovalor X e seja y; uma entrada de
y com maior valor absoluto. Como emii), temos ry; +> v = Ay;j e [A—r||y;| = | D vl < rly;l.
Logo |A —r| < r, e portanto, 0 < A < 2r.

O

A Proposicao II1.22 relaciona o maior autovalor da matriz laplaciana sem sinal de um grafo

regular com o grau de seus vértices, seu tamanho, além de relacionar a multiplicidade deste

autovalor com a quantidade de componentes conexas do grafo.

Proposicao Il.22 ([Cvetkovi¢, 2010]). Seja G um grafo de ordem n e tamanho m, e seja q1 0

maior autovalor de Q. Se G é regular entéo seu grau € q,/2, e o numero de componentes & igual

a multiplicidade de ¢,. Mais ainda, G é regular se e somente se 4m = nq.
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Proposicao lll.23 ([Cvetkovi¢, 2010]). Um grafo G é regular se e somente se sua matriz laplaciana

sem sinal tem um autovetor com todas as coordenadas iguais a 1.

Demonstragdo. Seja G um grafo r-regular. Dai temos, Q1 = 2r1. Portanto, 2r é autovalor asso-
ciado ao autovetor 1.
Reciprocamente, suponhamos que Q1 = A1. Desta maneira, para toda linha i, temos que

2d(vi) = > i_; ¢i;; = A. Portanto G é regular de grau A/2. O

Para grafos regulares, podemos expressar o polinémio caracteristico da matriz de adjacéncia
e da matriz laplaciana em termos do polinbmio caracteristico da matriz laplaciana sem sinal como
podemos ver a seguir. Desta forma, para grafos regulares, toda a teoria existente do espectro da
matriz de adjacéncia e da matriz laplaciana sé@o diretamente transmitidas para a matriz laplaciana

sem sinal. Se G é um grafo r-regular, temos D = Ire A = @Q — Ir. Logo,
p(G,z) =det(x] — A) =det(x] —Q +rl) =det((x + )] — Q) =po(G,z + 7).
Se pr.(G, x) é o polinbmio caracteristico da matriz laplaciana de G, temos
pr(G,x) =det(xl — L) =det(zl —rI+ A) =det(xl —rI+Q —rl) =

det((z —2r)I + Q) = (=1)"det((2r — ) — Q) = (=1)"pg(G, 2r — \).

Assim, para grafos regulares, a fungéo ¢, (a) = a+r leva os autovalores de A aos autovalores
de @ e pode ser considerada como um isomorfismo da A-teoria de grafos regulares a parte
correspondente da Q-teoria. O mesmo pode ser dito da fungéo ¢2(q) = 2r — ¢ mas levando os

autovalores de () aos autovalores de L.

Exemplo I11.20. Neste exemplo, sdo apresentados os espectros das matrizes A, @ e L de duas
classes de grafos regulares: os completos e os ciclos. Tendo em m&os os autovalores de uma
das matrizes, podemos calcular os autovalores das outras duas. Para o grafo completo K,,, com

n > 2, temos
+ Spec(A(Ky)) = {n—1,(~1)"1};
* Spec(Q(Kn)) = {2n — 2, (n —2)"'};
« Spec(L(K,)) = {0,n""1}.
Para o grafo ciclo C,,, comn > 3, temos:

» Spec(A(Cy)) = {2c0s(22), 2cos(EL), ..., 2cos(Z1)},

n 2n
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« Spec(Q(Cr)) ={2+ 2005(%), 24+ 2008(3711), 24 QCOS(W(;;I))};

» Spec(L(Cy)) =12 — 2008(%), 2 — 2005(3711), 2 - 2008(71’(7’21;1))}'

A propriedade de simetria dos autovalores da matriz laplaciana sem sinal de um grafo bipartido
regular € uma consequéncia imediata da conhecida simetria em relagcao a origem dos autovalores
da matriz de adjacéncia de um grafo bipartido (Teorema 3.11 [Cvetkovié et al., 1995]), como pode

ser visto na Proposicéo I11.24.

Proposicao lll.24 ([Cvetkovi¢, 2010]). Se G é um grafo bipartido r-regular entao o QQ-espectro de

G é simétrico em relacdo ar.

.3 Matriz A,

Até aqui conhecemos os conceitos da matriz de adjacéncia, matriz dos graus, matriz de inci-
déncia, matriz laplaciana e laplaciana sem sinal. Nesta secao estudamos algumas propriedades
bésicas da matriz A, introduzida em 2017 por Nikiforov [Nikiforov, 2017]. Esta matriz contempla
as matrizes de adjacéncia, dos graus e laplaciana sem sinal, e se relaciona com a matriz lapla-
ciana, como veremos a seguir. A matriz A, é ainda um caso particular da matriz de adjacéncia
universal, definida em [Haemers e Omidi, 2010], cuja definicdo é a seguinte: sejam a,b, ¢, d es-
calares tais que a # 0 e seja G um grafo de ordem n. A matriz de adjacéncia universal de G é
definida como U(G) = aA(G) + bl,, + ¢J, + dD(G). E facil notar que se fizermos b = ¢ =0, d = «
ea=1—-a,com0<a<l1,U(G) =aD(G)+(1-a)A(G) = A(G).

A definicdo a seguir e os resultados desta segdo, bem como as demonstragbes omitidas,

podem ser encontradas em [Nikiforov, 2017].

Definigao lll.16. Seja G um grafo, A(G) a sua matriz de adjacéncia e D(G) sua matriz diagonal
dos graus. Para cada a € [0,1], a matriz A,(G) € a combinagéo linear convexa definida da
seguinte maneira

An(G) = aD(G) + (1 — a)A(G). (111.4)

Muitos fatos sugerem que o estudo desta matriz € muito adequado. Para comecar, temos
A(G) = Ao(G), Q(G) =24,/2(G) e D(G) = Ai(G).

Ou seja, a matriz A, generaliza as definicdes das matrizes A(G), D(G) e Q(G). Podemos ainda
interpretar a matriz A,, como um segmento de reta no espaco das matrizes ligando A(G) e D(G)

passando por Q(G).
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Como mencionado anteriormente, a matriz A, também se relaciona com a matriz laplaciana,
e essa relagéo é dada por
4a(G) = A3(G) = (a = B)L(G), (I11.5)

onde «, 3 € [0, 1]. De fato,

Aa(G) = Ap(G) = aD(G) + (1 - )A(G) = BD(G) + (6 - 1)A(G)

l.3.1 Propriedades Basicas da Matriz A,

Dado um grafo G de ordem n, o sistema de equacoes de autovalor para a matriz A, é obtido
como vemos a seguir. Sejam A(G) = A, D(G) = D, A.(G) = A, e z 0 autovetor associado ao

autovalor ). Desta forma, temos
Apz = r < (aD+ (1 —a)A)x = Xz

aDz + (1 — a)Ax = Az.

Na k-ésima entrada de A\x podemos verificar que

Az = ad(vg)xg + (1 — a) Z xi, 1 <k<n. (11.6)

Vi~V

Como feito para a matriz laplaciana sem sinal, a Proposicao Ill.7 agora sera adaptada para a

matriz A,,.

Proposicao 11l.25 ([Nikiforov, 2017]). Se G é um grafo r-regular e o € |0, 1], entado
(i) r € um autovalor da matriz A, (G);
(i) G é um grafo conexo se e somente se a multiplicidade der é 1;

(iii) qualquer autovalor X de A, (G) satisfazr(2a —1) < A <r.

Demonstragdo. (i) Sejam G um grafo r-regular e a € [0, 1]. Pela Proposic¢ao IIl.7 » € autovalor
de A associado a um vetor v # 0,,. Verificando a equagado que define a matriz A, para o

caso de grafos regulares, temos

An(G) = arl + (1 — a)A(G).
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Sea=1, Ay =D =rlI, e oresultado segue. Se a # 1, entdo

AG) = 1 ~(4a(G) ~ arTy)

Como r é autovalor de A associado a v (Av = rv), temos que

(Aa((;) - arl) e

l-a
& (Au(G)—arv=(1—-a)rv=1v—arv

Aa(G)v —arv=rv —arv

& AL(Gv =rv.

Logo, » é um autovalor de A, (G).

(i) Seja x = [z122...2,]7 um autovetor associado ao autovalor r de A,(G) (An(G)r = rzx).
Suponhamos que z; € uma entrada de x com maior valor absoluto. Dai, temos que [A,z]; =
arzj+(1—a) )’

Dai, temos que para cada [ tal que v; € adjacente a v,

virow, Ti- LOGO, arwj + (1—a) ZWNUJ_ x; = rz;, 0 que implica ZWNW T = 17

rlasl = lagl+ (r=Dlagl = Y @il < Y ol < laal + (r = D).

;U ;U

Isto nos fornece |z;| < |z;| e, portanto, x; = x; para todos estes r vértices, pois z; tem valor
maximo. Como G é conexo, podemos prosseguir sucessivamente desta maneira até mostrar
que todas as entradas de = sao iguais. Entao x é multiplo de 1 e 0 autoespacgo associado ao

autovalor r tem dimensao 1.

Reciprocamente, suponhamos que r possua multiplicidade 1. Agora, suponhamos por ab-
surdo que G seja desconexo e tomemos G1,Ga,...,G, as componentes conexas de G.
Como cada uma das componentes € um grafo conexo r-regular, entao » € um autovalor de

A, com multiplicidade 1 para cada G;. Mas como
P, (G, A) = pa (G1, N)pa, (G2, A) -+ - pa, (G, ),

segue-se que r é um autovalor de G com multiplicidade m, contrariando a hipétese. Logo, G

é conexo.

(i) Sejay = [y1y2-..yn)T um autovetor ndo nulo de A, (G) associado a um autovalor \ e seja y;
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uma entrada de y com maior valor absoluto. Como em (ii), temos

aryi+(1—a) Y i =Xy

Vi~V

€ assim,

Nyj—ary; = (1—a) Yy
N—arllyl = QA=) D vl <1 —a)rlyl
A—ar] < (1-a)r
e desta forma,
2r —r < A <r.
O

Proposicao Il1.26 ([Nikiforov, 2017]). Se G € um grafo r-regular de ordem n e o € [0, 1], entdo
Ai(Aa(G)) =ar+ (1 — a)N(A(G)) paracadal <i <n.

Demonstragdo. Como G é r-regular, sabemos que D(G) = rI,. Agora, seja x; um autovetor de

A(G) associado ao autovalor \;(A(G)). Desta forma,

Au(G)z; = (arl+ (1 — a)A(G))x;
= arz; + (1 — a)N(A(G))z;
= (ar+ (1 —a)XN(A(G)))x;, paral <i<n.
O

Como feito para a matriz de adjacéncia, apresentamos a seguir um resultado que relaciona

alguns autovalores da matriz A, de um grafo que contenha vértices gémeos.

Proposicéo Il.27 ([Brondani et al., 2019]). Sejam G' um grafo, v;,v;,, 1 < p < n vértices gémeos

emGeac|0,1].
(i) Sev; ewv;, sdo vértices gémeos verdadeiros entdo a(d(v;) + 1) — 1 € Spec(An(G));
(i) Se v; e v;, sdo vertices gémeos falsos entdo ad(v;) € Spec(An(G)).

Proposicao I11.28 ([Nikiforov, 2017]). Sejam G um grafo de ordemn e o € [0,1], com A, (G) = A,,

r=[r179...2,)7 € V(G) = {v1,v2,...,v,}. As formas quadraticas a seguir sGo equivalentes:
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(Ap,z) =0 Y afd(v) +2(1—a) > wm; (11.7)
v; €V (G) {vi,v;}€E
(Aqz,x) = Z ax? +2(1 — a)zxj + aw?; (111.8)
{’Uiﬂ)j}eE
(Agz,z) = 20— 1) Y afdw)+(1—a) > (zi+z))* (111.9)
’UZ'EV(G) {Ui,Uj}EE

Demonstragdo. De fato,

(Agz,2) = ((@D+ (1—a)A)z,z) = (aDz + (1 — a)Az, z)
= (aDz,z)+ (1 — a)Az,z) =
= a(Dz,z) + (1 — a)(Az, z)
= alldw)zi], )+ (1—a)(2 Y ]2

{’Ui ’U]'}EE
= o Y dw)x)+200-a)m Y =]
’UZGV(G) {vi,v;}eE
= « Z z2d(vi) + 2(1 — @) Z T
v;EV(G) {vi,v;}€E

Para a Equagéo (111.8), basta observar que 3=, () #7d(vi) = Yoy, 1, 1ep @5 + 17, € dai segue
diretamente da Equacao (111.7).

Para a Equacéo (I11.9), analisando mais uma vez a Equacao (Ill.7), podemos reescrevé-la

como

(Agz,x) = Z z3d(v;) + Z 2(1 — a)x;z;.

v;€V(G) {vi,v;}€FE

Somando zero escrito nas formas (a — 1)z? + (1 — a)z? e (a — 1)95? +(1- a)x?, obtemos

« Z zid(v;) + Z 2(1 — o)z + (o — Da? +(1—a)z? + (o — 1)33]2 +(1- Oé).r? =
v; €V (G) {viv;}ekE
e Z z2d(v;) Z (1—a)z?+2(1 — a)ziz; + (1 — a)a:? + (a —1)(z? + x?) =
v, €V (G) {vi,v;}€E
=« Z xid(v;) + Z (1 —a)(w; + ;)% + (o — 1)(27 + x?)
v, €V(G) {viv;}eE

Como observado na obtencdo da Equagao II1.8, > r,  1cp xp + a5 = 3, cve rid(vi) desta

forma

a > aidw)+ > A-a)wita)+(a—1) Y zid(v) =

v, €V (G) {vi,v;}€FE v;€V(G)
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2a—1) Y 2ldw)+(1-a) > (zi+mz5)%

v; eV (G) {vi,v;}€E

como queriamos. O

Cada uma dessas representagdes pode ser muito util em demonstragées. Da Equacao (l11.5)

obtemos a seguinte propriedade de (4,z, x):

Proposicao 111.29 ([Nikiforov, 2017]). Sel1 >« > 8 > 0 e G é um grafo de ordem n, entao
<AOC<G)‘T7 .I> > <A5(G)‘T7 .CC>

para qualquer vetor de ordem n.

Demonstragdo. Comecemos analisando a diferenga (A (G)z, z) — (As(G)z, ) =
(Aa(G)z — Ap(G)z,z) = ((Aa(G) — Ap(G))z, 7).
Pela Equaggo (IIl.5), temos
((a = B)L(G)z,x) = (a — B)(L(G)z, ) > 0
pois L(G) é positiva semidefinida. Desta forma,
(Aa(G)z,2) = (Ag(G)z,2) =2 0 & (Aa(G)z, 1) = (Ap(G)x, 7)

O]

Além disso, como A,(G) € uma matriz real e simétrica, obtemos do principio de Rayleigh

resultado a seguir:

Proposicao I11.30 ([Nikiforov, 2017]). Se « € [0,1] e G € um grafo de ordem n com A, (G) = A,,
entao

)\I(Aa) - Hrﬁla:Xl<Aa(G)x7x> e )\n(Aa) - \|I£ﬂ£1<Aa<G)w’x> (”|10)

Mais ainda, se x € um vetor unitario de ordem n, entdo \1(A.) = (Ay(G)z, x) se e somente se x
€ um autovetor unitario associado ao autovalor \1(A,) e M\ (As) = (Ax(G)x, z) se e somente se

x € um autovetor unitario associado ao autovalor A, (A,).
Da Equagéo (I11.10) temos o resultado a seguir.

Proposicao Ill.31 ([Nikiforov, 2017]). Se « € [0,1] e G é um grafo com A, (G) = A,, entao

A1 = max{\ (As(H))|H é uma componente conexa de G},
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A = min{\,(A,(H))|H é uma componente conexa de G}.

Observacgao lll.3. Se G € desconexo, \1(A,) pode ser atingido em diferentes componentes co-
nexas de G, dependendo de «. Por exemplo, seja k > 2 um inteiro e seja G a unido disjunta de
K3k11,3k+1, K3 312 € Ky 34211, Calculando o maior autovalor de Ay, A,/ e A1 para cada uma das

trés componentes conexas de G, temos a tabela a seguir.

Kakr1,36+1 | K312 Ky 36241 G
M(Ag) | 3k+1 3k V3EZ+T [ 3k+1
M(Ay ) | 3k+1 (3k%+3)/2 | Bk2+1)/2 | (3k* +3)/2
M(A) [ 3k+1 3k? 3k? + 1 3k? +1

Podemos observar que \i(A,) pode ser alcangado em qualquer componente conexa de G

dependendo de a.

Se G é um grafo r-regular de ordem n, entdo

Ay(G) = arl, + (1 — a)A(G).

Pela Proposicao I11.26 vimos que existe uma correspondéncia linear entre o espectro de A, (G)
e A(G). Além disso, da Proposicéao 111.25 sabemos que, entdo A\ (A.(G)) = r para qualquer a €
[0,1] e se G é conexo, a equacao obtida na Proposicao 111.26 implica que A\x(A(G)) é crescente
em « para 2 < k < n. Esta Gltima propriedade é valida também para qualquer grafo, como vemos

na proposicao a sequir.
Proposicao 111.32 ([Nikiforov, 2017]). Sejal > o« > 8 > 0. Se G é um grafo de ordem n com
Aq(G) = A, e Ap(G) = Ag, entéo

Me(Aa) = Me(Ag) > 0 (I.11)

para qualquerk € {1,...,n}.
Demonstraggo. Pela Equacéo (l11.5) temos que, A, — Ag = (a — ) L. Utilizando o Teorema II.1

na equacado A, — B = Ag onde B = (a — §)L(G) temos que

Ae(Ag) + Anl(o = B)L(G)) < Ae(Aa) <
Ae(Ap) + (@ = B)An(L(G)) < Mi(Aa)-

Pela Proposic¢éo IIl.13 sabemos que A\, (L(G)) = 0 e assim, A\x(As) — Ax(Ag) > 0, 0 que conclui a

demonstracao. O
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Agora, apresentamos os A,-espectros dos grafos completo e bipartido completo, que séo
utilizados para obter resultados posteriormente.

Proposicao I11.33 ([Nikiforov, 2017]). Sejap > ¢ > 1. Se a € [0, 1], 0s autovalores de A, (K )

sdo

<a<p S SN e oy e 2a>>,

N | —

Al(Aa(Kp,q)) =

A(Aa(Kp ) = <a<p L) - VT a F Al = 2a>),

1
2
Me(Ao(Kpq)) =apparal < k <gq,

Me(Aa(Kpyq)) =agparaq <k <p+q.

Proposicao 11l.34 ([Nikiforov, 2017]). Para cada o € |0, 1], 0o A,-espectro do grafo completo é

dado por Spec(As(Ky,)) = {n — 1, (an — 1)1}

ll.3.2 Positividade semidefinida de A, (G)

Uma importante propriedade da matriz laplaciana sem sinal Q(G) é que ela é uma matriz
positiva semidefinida. Isso certamente nao é verdade para a matriz A, (G) quando « € suficien-

temente pequeno, mas para « > 1/2 este fato é verificado, como mostra a Proposigéo 111.35.

Proposicao 111.35 ([Nikiforov e Rojo, 2017]). Sejam G um grafo e « € [0, 1]. As seguintes afirma-

cbes se verificam.

(i) Sea>1/2, entdo A.(G) é positiva semidefinida;

(i) Se o > 1/2 e G ndo tem vértices isolados, entdo A, (G) é positiva definida.

Demonstragdo. Sejam z = [z1 ...z,]” um vetor ndo nulo e V(G) = {v1,...,v,}. Se a > 1/2, en-
tdo para qualquer aresta {v;,v;} € F, pela Equag&o (111.9) (levando em conta que Zviev(c) x2d(v;)

Z{vi,vj}eE 7 + 96?), vemos que
(Aa(G)z,z) 2 (1= a)(zi +2;)° + (20 — 1)af + (2a — L)aF > 0. (11.12)

Desta forma, A, (G) é positiva semidefinida. Agora, suponha que G nao tenha vértices isola-
dos. Escolhemos um vértice v; com z; # 0 e seja {v;,v;} € E. Assim, teremos a desigualdade

estrita em (111.12), implicando que A, (G) é positiva definida. O

Pelas Proposicdes I11.32 e I11.35 se o« > f conclui-se que Ag € positiva (semi)definida para

algum «, entdo A, é positiva (semi)definida.
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Se G é o grafo completo K,,, pela Proposigéo 111.34 temos que A\, (A.(K,)) = na — 1. Desta
forma, A, € positiva semidefinida se e somente se a > 1/n. Este exemplo pode ser generalizado
na Proposicao 111.36, a qual relaciona a positividade da matriz A, (G) com o nimero cromatico de
G.

Proposicao 111.36 ([Nikiforov e Rojo, 2017]). Sejam G um grafo regular com numero cromatico

x(G) ea €[0,1]. Se A,(G) é positiva semidefinida entdo o > 1/x(G).

Demonstragdo. Sejam G um grafo r-regular e A sua matriz de adjacéncia. A cota de Hoffman
[Hoffman, 2003] implica que
)\1 (A) T

A () B R ()

Desta forma, pela Proposicao 111.26 temos que

M(Aa(@)) <ar—(1-a)——0— =

> _1
e consequentemente a > - O

Em 2017, Nikiforov e Rojo [Nikiforov e Rojo, 2017], definiram «y(G) como o menor valor no
intervalo [0,1] tal que A\, (A, (G)) > 0. Desta forma, A,(G) é positiva semidefinida se e somente
se ap(G) < a < 1. A seguir, apresentamos alguns resultados envolvendo o a( para grafos
regulares e conexos bipartidos.

Primeiramente, apresentamos uma propriedade geral do a(G) que ajuda a estender os re-

sultados de grafos conexos para grafos nao conexos.

Proposicao Il1.37 ([Nikiforov e Rojo, 2017]). Se G é um grafo desconexo, entao
ap = max{ag(H) : H é uma componente conexa de G}.

Proposicao 111.38 ([Nikiforov e Rojo, 2017]). Se G € um grafo r-regular, entao

M(AG))

R WeT)

Demonstragdo. Se G é r-regular de ordem n, entdo

Ay(G) = arl, + (1 — a)A(G),
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onde I,, € a matriz identidade de ordem n. Assim, verificamos que
M(Aa(G)) = ar + (1 — o)\ (A(G)).

E facil observar que o lado direito da igualdade acima cresce com «. Logo ag é a solugdo Unica

da equagéao
oor + (1 — ao))\n(A(G)) =0,
ou seja,
aor + A (A(G)) — aoAn(A(G)) = 0
aor — apA (A(G)) = —MA(G))
ao(r — A(A(G)) = —A(A(G))
L SMAE)
C T = MAG)

e o resultado segue. O

Proposicao .39 ([Nikiforov e Rojo, 2017]). Um grafo conexo G é bipartido se e somente se
Oé()(G) = 1/2.

Encerramos esta sec¢do apresentando apresentando uma cota superior para «y.

Proposicao 111.40 ([Nikiforov e Rojo, 2017]). Se G € um grafo de ordem n n&o bipartido, entao

—An(A(G)) - Ln/2][n/2]
A(Q(G)) =20 (A(G) 1 +24/[n/2][n/2]

o <

l.3.3 Algumas cotas para os autovalores da matriz A, baseadas em grau

Podemos dizer que as cotas baseadas em grau sdo as mais usadas na Teoria Espectral de

Grafos. Nesta subsecao, sao apresentados algumas cotas deste tipo para a matriz A, (G).

Proposicao .41 ([Nikiforov, 2017]). Sejam G um grafo de ordem n com graus dos vértices
d(vy) > - >d(vy,), a €[0,1] e Ax(G) = A,. Se v, € V(G), entédo

)\k(Aa> S d('l)k>

Em particular, \1(A.) < A(G).

Demonstraggo. Aplicando o = 1 na Proposigao I11.32 temos que A, (A1) —Ai(As) > 0. Além disso,

como A; = D, segue \,(D) — Ap(Ag) > 0, ou seja, \p(D) > A\p(Ag). Mas, como \,(D) = d(vy)
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temos que
Ae(Ag) < d(vg).
[

A cota \,(A,) < 0(G) obtida na Proposicao Ill.41 ainda pode ser melhorada. Seja v; um
vértice de grau minimo e definamos o vetor x = [z1,...,2,] com z; = 1 e as outras entradas

nulas. Desta forma, da Observacgéao 111.30 e da Equacéo (IIl.7), temos que

M(da) < (Aoz,z)=a Y aldv)+2(1—a) > zw;=ad.
v;EV(G) {vi,v;}€E

Mas, se « € [0, 1), o vetor x ndo satisfaz as autoequacdes para A\, (A, ). Desta forma, vemos que
An(Aq) < dau. (111.13)

A proxima proposicao é uma aplicacao da desigualdade de Weyl (Teorema I1.11).

Proposicao 111.42 ([Nikiforov, 2017]). Se « € [0,1] e G é um grafo com A(G) = A e A.(G) = A,,
entao

ad + (1 — a)Mp(A) < Me(An) < @A + (1 — a)Mi(A).

A seguir, é dada uma cota inferior de \; (A, ) que generaliza um resultado de Lovasz [Sachs e
Lovasz, 1980].

Proposicao 111.43 ([Nikiforov, 2017]). Seja G é um grafo com A(G) = A e a € [0, 1]. Entdo

A(Aa) > (a(A +1) 4+ Va2(A+1)2 +4A(1 — 2a)> :

N

Se G é conexo, a igualdade vale se e somente se G = K a

Proposicao 111.44 ([Nikiforov, 2017]). Seja G um grafo com A(G) = A. Se « € [0,1/2] entao
M(4a(G)) =z a(A+1).

Se «a €[1/2,1) entdo
M(AL(G)) > aA + (1 — a)? /e
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Capitulo IV O A,-espectro de operacoes entre grafos

Apb6s Nikiforov definir a matriz A, em 2017, muitos estudos, sob diversos pontos de vista,
foram feitos acerca desta matriz, como por exemplo estudos sobre a positividade semidefinida e
a caracterizagao do A,-espectro de algumas classes de grafos. Neste capitulo, oferecemos uma
visdo dos estudos sobre o espectro e a positividade semidefinida da matriz A, de operacdes
entre grafos, fundamentando-nos em uma selecao especifica de artigos relevantes para este
tema. Ao fim da Sec¢éao I1V.3, a ultima deste capitulo, apresentamos demonstra¢des e enunciados

alternativos para dois resultados demonstrados em [Brondani et al., 2022].

IV.1 Operacées uniao, join, e H-join

Nesta secédo, apresentamos o0 A,-espectro das operacdes unido, join € H-join.
No Capitulo Il explicitamos o A-espectro da unido entre dois grafos. Agora, tratamos do seu
A,-espectro. Se rotularmos GU H de modo que os vértices de G sejam 0s primeiros e 0s vértices

de H sejam os Ultimos, podemos escrever

AG) 0 D@G) 0
AGUH) = A e D(GUH) = o bl
0

Desta forma, para a € [0,1] A, (GUH) = aD(GUH) 4 (1 — «)A(G U H) é dada por

A proposicao a seguir é consequéncia direta do Lema I1.7.

Proposicao IV.1 ([Nikiforov, 2017]). Seja o € [0, 1]. O A,-espectro de G U H é dado por
Spec(Ao(GUH)) = Spec(An(G)) U Spec(Aq(H))

Agora, revisitemos a operagao join e explicitemos resultados a cerca de seu A,-espectro.

Sejam G e H grafos de ordem n; e ns, respectivamente. Se rotularmos os vértices de G vV H de
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modo que os vértices de G sejam os primeiros e 0s de H os ultimos, podemos escrever

A(G) Jnl X12
Jn2><n1 A(H)

noly, + D(G) 0
0 n1[n2 + D(H)

AGV H) = e DGV H) =

Desta maneira, a matriz A, de G V H é dada por

analn, + AQ(G) (1 - a)Jn1 XM
(1 — O[)Jn2 Xn1 anll’ng + AOC<H)

Aa(GV H) =

A seguir, apresentamos um resultado que explicita os autovalores do join de dois grafos regu-

lares.

Teorema IV.1 ([Nikiforov, 2017]). Sejam G1 um grafo ry-regular de ordem ny, Go um grafo rs-
regular de ordem ns e a € [0,1]. O A,-espectro da matriz A,(G1 V G2) € determinado como a

sequir:

(i) O maior e o menor autovalores sdo dados por

Al(Aa(Gl\/GQ)) = )\1(M),
)\n(Aa(Gl\/GQ)) = )\Q(M),

r1 + an 1—a)nin
ondeM!1 2 ) 12}

1 ro + ang

(i) Os autovalores restantes sdo dados por

ary + (1 — )M\ (A(Gh)), 2 <k <nq,
ary + (1 — a))\k(A(GQ)), 2 <k <ns.
A sequir, apresentamos a definicao da operagéao H-join, que € uma generalizacao da operagao
join.
Definicao IV.1. Dado um grafo H com V' (H) = {1,2,...,p} e umafamilia de grafos 7 = {G1,Go,...,Gp}
tal que |V (G;)| = n;, 1 < j < p. O Hjoinde G1,Go,...,Gp éografo G = \/,;{G;;1 < j < p}tal

que

meV@pem®<Um@0U( U E@N&J.

{r,s}eE(H)

Observagao IV.1. Quando H = K, 0 H-join é a operagdo join, descrita na Definigdo 111.3.

A seguir, apresentamos exemplos de H -join de alguns grafos.
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Exemplo IV.1. Na Figura IV.1, ilustramos o grafo K3-join de F = {2K,4K;,3K,}.

Figura IV.1: Grafo \/ . {2K1,4K1, 3K }.

Exemplo IV.2. Na Figura IV.2, ilustramos o grafo H-join de F = {Cy, K2,2K1}, com H = Ps.

Figura IV.2: Grafo \/ p {Cy, K2, 2K }.

Em [Cardoso et al., 2022] os autores explicitam o espectro da matriz de adjacéncia universal

da operagao H-join utilizando a matriz cadeia e autovalores principais do grafo.

IV.2 Produtos de grafos

Nesta secéao, estudamos o A,-espectro de algumas opera¢des em grafos, denominadas pro-
dutos. Estes produtos sdo operacdes classicas que podem ser encontradas com facilidade na
literatura e indicamos para mais detalhes, por exemplo [Balakrishnan e Ranganathan, 2012].

Sejam G e H grafos de ordem n; e ns, respectivamente. O produto de G e H, denotado por
G * H, tem conjunto de vértices dado por V(G x H) = V(G) x V(H), e para cada forma de definir
o conjunto de arestas, temos um diferente produto de grafos, os quais sao apresentados ao longo
desta segdo. Sejam (v1,v2) € (v}, v)) vértices quaisquer de G x H. Consideremos as seguintes
possibilidades: v; pode ser ou ndo adjacente a v; em G, v, pode ser ou ndo adjacente a v, em
H, vy = v} elou vy = v.

Seja V;(G « H) C V(G x H) o subconjunto de vértices de G x H cuja primeira coordenada é
dada pelo vértice v; de G, paratodo i € {1,2,...,n;}. A ordenagéo de vértices que utilizamos de

G « H é dada por
VIG«xH)=Vi(GxH)UVa(G+«H)U---UV,, (G« H),

ou seja, as primeiras linhas das matrizes associadas ao produto G «+ H estdo associadas aos

vértices de V; (G x H), as seguintes aos vértices de V2 (G « H), e assim por diante.
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IV.2.1 Produto cartesiano de grafos

Definicao IV.2. O produto cartesiano de G e H, denotado por G x H, é o grafo em que (vy,v2) €
(v, v) s@o adjacentes se e somente se v; = v] e ve é adjacente a v, em H, ou v; € adjacente a
vl em G e vy = vh.

Exemplo IV.3. Considere os grafos Ps; e P,. A Figura IV.3 apresenta o produto cartesiano entre
Ps; e P,. A mesma rotulagdo utilizada neste exemplo é usada nos exemplos seguintes para o0s

produtos entre grafos.

vs (111, Ul) (1)1, Uz)
U2

V2 (v2,u1) (v, u2)
Uy

vy (v2,u2)  (vs,ur)

Figura IV.3: Grafos P;, P, e P3 x P, respectivamente.

Se G e H séo de ordens n; e ns respectivamente, suas matrizes de adjacéncia e de graus

sao dadas por

AGx H) = AG)® Iy, + I, ® A(H)

D(GxH) = DG)®Iy,+ I, @ D(H).
Desta forma, a matriz A, (G x H) & dada por
Aa(Gx H) = Ay(G) @ I, + I, @ Ap(H).

O A,-espectro de G x H é explicitado no teorema a seguir.

Teorema IV.2 ([Li e Wang, 2019]). Se G e H séo grafos de ordens n, e ns, respectivamente, e

a € [0,1], entdo
Spec(Aq(G x H)) = {Xi(Aa(Q)) + Xj(Aa(H));1 <i<n; e1<j<na}.

Exemplo IV.4. Tomemos como exemplo o grafo G ~ P; x P, (Figura IV.3). Dos Teoremas 111.33 e

111.34 sabemos que

Spec(An(P)) = {1,2a—1};

Spec(Aa(P3)) = {a; <3a +v/9a2 — 160 + 8)} .
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Assim, a partir do Teorema IV.2, conclui-se que

1 |
Spec(Aa(G)) = {1+a,1+2(3aj: 9a2—16a+8),3a—1,2a—1+§<3ai 9a2—16a—|—8>}.

IV.2.2 Produto direto de grafos

Defini¢ao IV.3. O produto direto de G e H, denotado por G ® H, é o grafo em que (v, v2) €

(v],v}) sdo adjacentes se e somente se v; € adjacente a v; em G e v, é adjacente a v, em H.
Exemplo IV.5. A Figura IV.4 exibe um exemplo do produto direto entre P; e Ps.

(vi,u1)  (v1,u2)

s

(1)2, ul) 04—0 (2}3, UQ)

(voruz) (o)

Figura IV.4: Grafo P; © P».

As matrizes de adjacéncia e de graus de G ® H sao dadas por

AGOH) = AG)©AH) e

D(GoH) = D(G)® D(H).
Desta forma, a matriz A, (G ® H) € dada por
A GO H)=aD(G)® D(H) + (1 — a)A(G) ® A(H).
O teorema a seguir explicita o maior autovalor da matriz A, de G ® H no caso em que H é

r-regular e G conexo.

Teorema IV.3 ([Li e Wang, 2019]). Se H é r-regular, « € [0,1] e G é conexo, entdo \i(A.(G ®
H)) =r\(4a(Q)).

O coroléario a seguir apresenta uma parte do A,-espectro de G ® H no caso em que H € um

grafo r-regular.

Teorema IV.4 ([Lima, 2021]). Se G é um grafo de ordem n, o € [0,1] e H é r-regular, entdo

rAi(Aa(G)), com1 < i <n é autovalor de A,(G © H).
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Exemplo IV.6. Tomemos como exemplo o grafo G ~ P; ® P, (Figura IV.4). Ja conhecemos o
espectro de P; e sabemos que P, é 1-regular, desta forma, a partir do Corolario IV.4, conclui-
se que Spec(A,(Ps)) C Spec(An(Ps ® P»)). Mais ainda, aplicando o Teorema IV.3, obtemos
que \(An (P2 ® P3)) = M (Aa(Ps3)), 0 que pode ser facilmente conferido levando em conta que

P30 Py, ~2P;.

IV.2.3 Produto forte de grafos

Definicao IV.4. O produto forte entre os grafos G e H, denotado por G ® H, € o grafo em que
(v1,v2) € (v},v) sdo adjacentes se e somente se v; € adjacente ou igual a vj em G e vy é

adjacente ou igual a v5, em H.
Exemplo IV.7. A Figura IV.5 ilustra o exemplo do produto forte entre Ps e P5.

(vi,u1)  (vi,u2)

(v2,u1) » (v3,u)

(v2,u2) (vs,u1)

Figura IV.5: Grafo P; @ P».

A partir da definicao, é possivel ver que G x H e G ® H sao subgrafos de G® H, e além disso,

as matrizes de adjacéncia e de graus de G ® H sao dadas por

AGoH) = AGxH)+AG®oH) e

D(G®H) = D(GxH)+D(Go H).

Portanto, a matriz A, (G ® H) é dada pela expressao

Aa(G @ H) = Aa(G x H) + Aa(G © H).

Teorema IV.5 ([Li e Wang, 2019]). Se H é r-regular, o € [0,1] e G é conexo entédo

Al(Aa(G ® H)) = r)‘l(Aa(G)) + Al(Aa(G)) + 7.

Corolario IV.6 ([Lima, 2021]). Se G é um grafo de ordemn, o € [0, 1] e H é r-regular, entdo
rAi(Aa(G)) + XNi(An(G))+ 11 <i<n

s&o autovalores de A, (G ® H).
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Exemplo IV.8. Tomemos como exemplo o grafo G ~ P; @ P, (Figura IV.5). Ja conhecemos o
espectro de P; e sabemos que P é 1-regular, desta forma, a partir do Corolario V.6, conclui-se
que

{2a Y114 (3a + /902 — 16a + 8)} C Spec(Aa(Q)).
E, pelo Teorema IV.5, temos
M (Aa(G)) =2a+ 1.
IV.2.4 Produto composicao de grafos

Definig¢ao IV.5. O produto composi¢ao de G e H, denotado por G o H € o grafo em que (vy,v2) €
(v}, vh) s@o adjacentes se e somente se v; € adjacente a vj em G; ou v; = v} e vy é adjacente a

vy em H.
Exemplo IV.9. A Figura IV.6 ilustra um exemplo do grafo composi¢do entre P; e Ps.

(Ulv ul) (Ul) u2)

: » (vs,uz)

(v2,u2) (v3,u1)

(v2,u1)

Figura IV.6: Grafo P; o P;.

As matrizes de adjacéncia e de graus da produto composi¢ao entre grafos sdo dada por

A(GoH) = In®AH)+AG)® Jn, ©

D(GoH) = I, &D(H)+nD(G)® L.

Portanto, a matriz A, (G o H) é

A(G o H) = I, © Au(H) + (1 — Q) A(G) ® Jn, + anaD(G) @ I,

O teorema a seguir explicita o A,-espectro de G o H no caso em que H é um grafo r-regular.
Teorema IV.7 ([Li e Wang, 2019]). Sejam G e H grafos de ordens n, e ns, respectivamente. Se

V(G) =A{vi,...,v,} ea €[0,1] e se H é r-regular entédo

Spec(A4n(Go H)) = {r+X(Aa(G))ne;1 <i<mni}U

{ar+ (1 —a)\j(A(H)) + angdg(vi);1 <i<n; e 2<j<ny}.
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Exemplo 1V.10. Tomemos como exemplo o grafo G ~ Ps o P» (Figura IV.6). Ja conhecemos o
espectro de Ps; e sabemos que P, é 1-regular, e além disso, P; e P, tem ordens 3 e 2, respectiva-

mente. Assim, a partir do Teorema IV.7, conclui-se que
Spec(Aa(G)) = {2a F1,14 (3a + /902 — 16a + 8) (6o — 12 40 — 1} .

IV.3 Outras operacoes

Em [Brondani et al., 2022], os autores explicitaram o A,-espectro e estudaram o a, das fami-

lias de grafos pineapple, K K', 1!, e block-indifference, definidas a seguir.

Definicao IV.6. Dados inteiros ¢ > 1 e p > 3, o grafo pineapple, denotado por K}, é obtido ligando

g novos vertices a um vertice de um grafo completo K.

Definicéo IV.7. Dados os inteirosne ¢,n >3 e 1 < ( <n, KK’ é o grafo obtido tomando duas
copias do grafo completo K,, e adicionando ¢ arestas entre um vértice de uma cépia de K, e ¢

vértices da outra copia.

Definicéo IV.8. Dados os inteiros ne ¢, n >3 e 1 < ¢ < n, H’ é o grafo obtido de duas copias
do grafo completo K, adicionando ¢ arestas entre ¢ vértices da cépia de K,, e 0s seus vértices

correspondentes na outra cépia.

Na Figura IV.7, sdao apresentados exemplos dos grafos supracitados.

WW

K? KK} H3
Figura IV.7: Exemplos de pineapple, KK e H!
Para definir o grafo block-indifference, introduzimos primeiramente a nogao de coalescéncia
entre grafos.

Definigao IV.9. Sejam G = (V,E) e H = (W, F) grafos tais que VN W = (). A coalescéncia
de G e H, denotada por G - H, é o grafo de ordem |V | + |WW| — 1 que é obtido do grafo G U H

identificando um vértice de G com um vértice de H.
Na Figura IV.8 exibimos um exemplo de coalescéncia entre os grafos K4 e K.

Definig¢ao IV.10 ([Belardo et al., 2010]). Sejam k£ > 1 e Go(n1,n2,...,ni) 0 grafo consistindo em

k cliques de ordens ni,no,...,ng, n; > 2,1 < i < k, conectados pelo seguinte procedimento:
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%}.A

Figura IV.8: Exemplo de coalescéncia dos grafos K, € K3.

Ks- Ky

1. Go(nl) = Knl;
2. Go(n1,n2) € obtido da coalescéncia dos grafos K,,, € K,,;

3. Go(ni,ng,...,n) € obtido de Go(ny,na,...,n:—1) identificando um vértice da clique K, ,
de menor grau com um vértice da clique K,,, t < k. O grafo Go(ni,ne,...,n;) € chamado

de block-indifference.

Seja G um grafo do tipo block-indifference com n vértices da forma Go(ny,na,...,ng). Uma
representagcdo de G é dada por R(G) = [n1,n2,...,n,), e quando n; = n; =pcom1 <i,j <Kk,
outra representacdo & Ry[p].

A Figura IV.9 mostra dois exemplos de grafos block-indifference.

R(G) = [4,3]

Rs3|3]
Figura IV.9: Exemplos de block-indifference.

As Proposicoes V.2, IV.3, IV.4 e IV.5 explicitam parte do A,-espectro dos grafos pineapple,

KK¢, 1! e block-indifference, respectivamente.

Proposicao IV.2 ([Brondani et al., 2022]). Se a € [0,1) e G ~ K} entdo pa,(G,z) = (x — ap +
1)P~2(z — )91 f(z), onde

f(z) = 23 =[a(n+1)+p—2]2*+[na®+(np—2)a—n+1]z—(p* —p+29)a® — (2pg—4g—n+1)a+q(p—2)
en=p+q. Sex,xo €x3 SA0 as raizes de f(x) entao

r3<ap—1<a<z <], seogagﬁ;

r3<a<ap—1<zy <, sezﬁ< 1.

Q
A

Proposicéo IV.3 ([Brondani et al., 2022]). SejaG ~ KK e o € [0,1). Entéo

pa, (G,x) = (x —an+ 1)2”473(36 —an — o+ l)lflg(a;),
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onde g(x) = x* —[(2n+ L+ 1)a+2n—4)22 + {[(n+2)+n(n+1)]a?+ (2n - 3)(2n+ L+ 1V)a+ (n —
3)2— (€ —3)}z? — {2nla® +2[2 +n(n—1)(n+ L+ 1) — lla® + [-302 + (n? — 2n) + 2n3 — Tn? 4+ 2n +
3la— 2+ (2n —3)0+2n? — 6n + 4}z + 20(n* —n +£)a® + {(2n — )2 + (n — )n[(n — 3)¢ +n? —
N} +[(7T-3n)P+(n—2)(n—1)f—2n+1)(n—1)}a+ (n—2)2—(n—2)(n— 1)+ (n—1)2

Proposicéo IV.4 ([Brondani et al., 2022]). Sejaa € [0,1) e G ~ H!. Entdo
pa, (G z) = (z —an+ )22z — an) Yz — an — 200+ 2) T hy (z) ho(2),
onde hi(z) = 22— (an+n—1)z+an? —an— (1 —a)l € ha(z) = 2° — (an+n+2a—3)z +n(an —
D+ (a—1)[2a—1)+n—2].
Proposicao IV.5 ([Brondani et al., 2022]). Sejan; < ns e« € [0,1). O polinémio caracteristico da
matriz A,, de qualquer grafo block-indifference G com R(G) = [n1,n9| €
pa. (G, x) = (any —1)™ " any — 1) f(x),
onde, f(z) = —x®+[(n1+n2)(a+1)—4]z? —[(n1+n2—1)a?+(n1+n2—3)(n1+n2)a+(n1 —3) (ng —
2) —ni]x+ (n? —n1+n3 —n?)a? —[2(n1 +n2)% — (n1ng+1)(n1 +n2+2)ja—2(ning +2) +3(n1 +n2).

Em [Brondani et al., 2019] os autores estudaram o A,-espectro dos grafos da familia firefly,

definida a seguir.

Definicao IV.11 ([Aouchiche et al., 2011]). Um grafo € denominado grafo firefly, denotado por
Fsrt, S€ € constituido por s arestas pendentes, r tridngulos e ¢t caminhos pendentes de tamanho

2, todos compartilhando um vértice.

Se G ~ F,,1, G édeordemn = 2r + s + 2t + 1 e tamanho m = s + 3r + 2¢t. Na Figura IV.10

apresentamos dois exemplos de grafos firefly.

R

Figura IV.10: Grafos Fy 21 € F3 42, respectivamente.

A Proposicao V.6 explicita o polinbmio caracteristico da matriz A,, do grafo firefly.

Proposicao IV.6 ([Brondani et al., 2019]). SejaG ~ F;,;. Paras>1,r>1,t>1ea € (0,1),

pa (Gz)=(z—a) Nz — Ba—1)"(z - (a+1)""Ha? — 3az + a® + 2o — 1) Lg(z),
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onde g(z) = 2°+ (—at —2ar —as—5a—1)z* + ((4a® +3a— 1)t + (8% + 6 —2)7r + (4a® +3a—1)s+
8a?+6a—1)x3+((—had —11a? +2a+1)t+ (—8a® —28a% + 10a)r + (—4a3 — 13a? +3a+1)s — 5a® —
8a2 4+ 1)z +((2a* + 1203 + a2 —3a)t + (201 +28a% + 202 —10a+2)r + (a* +11a® + 7a? —8a+1)s +
a*+3a3 +a? —a)r+ (—4a* —2a3 4202t +(—6a* —10a3 +10a2 —20)r 4 (—2a* — 503 +a? +3a —1)s.

Em [Brondani et al., 2022], além de explicitar o A,-espectro dos grafos pineapple, K K, H’
e block-indifference os autores ainda estudaram o problema de encontrar o oy nessas familias

como pode ser visto nas proposicoes a seguir.

Proposicao IV.7 ([Brondani et al., 2022)). Seja G ~ K, comp > 3 eq > 1. A matriz A,(G) é

semidefinida positiva se e somente se a € [ao(G), 1), onde

2(p — 2)q .
2p—5)g+1—p++/(p+q—1)[(2p—3)2q+p—1]

ap(G) =
Proposicao IV.8 ([Brondani et al., 2022]). SejaG ~ KK’ ea € [0,1). A matriz A,(G) é semide-
finida positiva se e somente se « € [ay(G), 1), onde «g € H, %} e p = |Xn(A(G))].

Proposicao IV.9 ([Brondani et al., 2022]). Sejam G ~ H! e a € [0,1). A matriz A.(G) é semide-

finida positiva se e somente se « € [ay(G), 1), onde

—n?—n+5+/n(n—1)(n%+3n—6)+1

sel =1;
4 ) )

g = 9

— se2</<n.
n-+2

Proposicao IV.10 ([Brondani et al., 2022]). Seja G um grafo block-indifference com n > 3 e
R(G) = [n1,n9] tal que ny < ny. Entéo A, (G) é semidefinida positiva se e somente se « € [ag, 1),
onde oy (G) = max{1/ny,c} tal que

—[(n1 —2)nZ 4+ (n? — 2n1 + V)ng — 2n? +ny + 2] +Vd

CcC =
2[n3 — na +n? — nq|

ed = (ng+ny —2)(nind — 4n1n3 + 4n3 + ning — 2n3n3 + 6n1nd — 8n3 — 4ndny + 6ning — dning +

5ng + 4n$ — 8n? + Bny — 2).

Em [da Silva Jr. et al., 2022], os autores explicitaram o polindmio caracteristico da matriz
A, da coalescéncia entre dois grafos, do grafo linha de G se G é semiregular bipartido e de
algumas operagdes como o grafo subdivisdo e o grafo total. A seguir, introduzimos uma notacao
e enunciamos o teorema que explicita o polinbmio caracteristico da matriz A, da coalescéncia
de dois grafos em funcdo dos polinbmios caracteristicos das suas matrizes A, e dos polinbmios

caracteristicos das suas matrizes A, ap6s a remogao de um vértice.
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Teorema IV.8 ([da Silva Jr. et al., 2022]). Seja G - H um grafo obtido da coalescéncia de G e H

identificando os vértices uw € V(G) ev € V(H). Desta forma, para o € [0, 1]

PAG - H,2) = pa (G, 2)pa, (H)o, 2) + Pa(Gus ©)pa, (H, ) — 2pa, (G)u, 2)pan (H)u, ).

A partir do Teorema IV.8, podemos utilizar uma técnica de demonstracao diferente da apre-
sentada em [Brondani et al., 2022] para demonstrar as Proposi¢des IV.2 e IV.5, como vemos a

sequir.
Proposicao IV.11. Sea € [0,1) e G ~ K} entdo
pa,(Gx)=(z—p+D(z—ap+1)P 2?4+ (z—p+2)(z—alp—1)+1)P % (z—a)?!

<x _ % (g +1) + v/a%(g + 12 + 4g(1 - 201)}) (x _ % [ag +1) ~ V/a2(g + 12 + 4q(1 - 2@])
— (x—p+2)(z—alp—1)+1)" %"

Demonstragdo. Basta observar que K ~ K, - K14, (K,), ~ K,_1 para qualquer v € V(K,),
(K1,4)u ~ K, quando u é o vértice de grau ¢. A partir das Proposigdes 111.33 e 11.34 temos o
polinémio caracteristico da matriz A, dos grafos K , e K,,, respectivamente. Mais ainda, é facil

ver que pa, (K,,z) = 2%. Desta foma, pelo Teorema IV.8

pa,(Gyx)=(r—p+1)(x —ap+ P lat 4 (e —p+2(x—alp—-1)+1)P2(z—a)i?

(a: - % [a(q—i— 1) ++va2(g+1)2 +4q(1 — 204)}) (w - % [a(q—i— 1) —va2(qg+1)2 +4q(1 — 2a)])

— (x—p+2)(z—alp—1)+1)P 22

e isto conclui a demonstracgao. O

Proposicao IV.12. Sejan; < ns ea € [0,1). O polinémio caracteristico da matriz A,, de qualquer

grafo block-indifference G com R(G) = [n1,n2] €

pa.(Goz) = (z—n1+1)(z—an + 1"z —ny+2)(z — alng — 1) +1)"22
+ (@—ng+1)(z—ang + 1) Nz —ny +2)(z —alng — 1) + 1) 2

— -—m+2—aln —1)+1D"2(z —ny+2)(z — alng — 1) + 1)™272
Demonstragdo. Basta observar que a partir da Proposicéao 111.34, temos

pa,(Kp,x) =(x—n+1)(z —an+ 1)"_1,
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e como para qualquer v € V(K,), (K,), = K,—1 , temos
Pa((Kn)o,2) = pa, (Kn-1,2) = (z = n+2)(z —a(n — 1) +1)" 2.

A partir destes polindmios, basta aplicar o Teorema IV.8 no grafo G, tal que R(G) = [n1,n2], €

obtemos,

pa,(Goz) = (z—n1+1)(z—any + 1"z —ny +2)(z — a(ng — 1) + 1)™22
+ (@—no+D(z—ang + 1) Yo —ny +2)(z — alng — 1) +1)m 2

— (-—m+2x—an —1)+1)"2(z —ny+2)(z — alng — 1) +1)"272,

0 que conclui a demonstragao. O
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Capitulo V Resultados obtidos

Neste capitulo investigamos o espectro da matriz A, para algumas operacoes em grafos defi-
nidas em [Vaidya e Lekha, 2010], [Sidorenko, 1987], [Sampathkumar e Walikar, 1981] e [Belardo
et al.,, 2010]. Destacamos que os resultados aqui apresentados sdo de nossa autoria e os resul-

tados das Segbes V.1, V.2 e V.3 foram publicados em [Junior et al., 2023b] e [Junior et al., 2023a].

V.1 Operacao shadow

Nesta secéo, apresentamos a definicdo de grafo shadow de um grafo, definido em [Vaidya
e Lekha, 2010], e fazemos um estudo acerca do seu A,-espectro. Esta operacdo € um caso
particular da operacao blow-up, definida na Secao V.2, e todos os resultados obtidos para o grafo

shadow, serao generalizados para o grafo blow-up.

Definicao V.1. Seja G um grafo de ordem n, o grafo shadow de G, de ordem 2n, denotado
por Dy(G), é obtido tomando duas cépias de G, denotadas por Gl e G2, tal que cada vértice

v e V(G é adjacente a v][.” € V(GI) sempre que {v;,v;} € E(G).

A Figura V.1 ilustra o grafo C, e seu grafo shadow, Dy(Cy).

V4 (% UE] vy

V3 V2 v;[,,l] Vg

Cy
Dy (Cy)

Figura V.1: Cy e Do(Cy)
A partir da definicao do grafo shadow, vemos que para todos vl[”, vzm e V(D2(G)) 1 <i<n,
existe v € V(G) tal que d(vz[l]) = d(v?]) = 2d(v), desta forma 4(D2(G)) = 26(G) e A(D2(G)) =

2A(G). Além disso, a operacao shadow preserva algumas propriedades estruturais do grafo,

como mostramos na proposicao a seguir.
Proposicao V.1. Seja G um grafo de ordem n e tamanho m. As seguintes afirmagdes sdo validas.

(i) O grafo D2(G) tem ordem 2n;



80

(ii) O grafo Dy(G) tem tamanho 4m;
(iii) Se G é conexo entdo Dy (G) é conexo;
(iv) Se G é bipartido entdao D+ (G) é bipartido.
Demonstragédo. (i) A partir da definigao, é facil ver que Dy (G) é de ordem 2n.

(i) Seja m’ otamanho de Dy(G). Sabemos que
om' = 3" d(l") + 3" d) = 3 2d(v) + Y 2d(vi) =4 d(vi) = 4(2m) = 8m,
=1 i=1 i=1 =1 =1

ou seja, m’ = 4m.

(i) Como G é conexo, dados u,v € V(G), existe pelo menos um caminho com extremos u e v.
Para Dy (G), se u e v estdo na mesma cépia de G, entdo existe caminho com extremos u e v.
Caso u e v estejam em copias diferentes, basta criar um caminho que comecga em u, passa

por um vizinho da sua cépia e vai até v.

(iv) Suponhamos que G seja bipartido. Sejam G!'! e G[?! as cépias de G que compdem D (G),
tal que V(GI) = X UY e V(G¥) = X' UY’. Assim, V(Ds(G)) pode ser particionado em
dois subconjuntos X U X’ e Y U Y’ tal que as arestas de Dy(G) partem de um vértice em
X U X’ e chegam em vértice de Y UY". Logo D»(G) é bipartido.

]

A seguir vemos as matrizes de adjacéncia e de graus dos grafos apresentados na Figura V.1.

—
= o
—
()
—
[a)
—
[a)

010 1 010 1/010 1
1010 101 0/10710 A(Cy) A(Cy)
A(Cy) = , A(D2(Cy)) = = ;
0101 010 1/010 1 A(Cy) A(Cy)

10 1 0 101 0/10710

010 1/010 1

101 0/1010
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(400 0]000 0]

04000000

2 0 0 0 00400000
020 0 000 4(0 00 0 2D(Cy) 0

D(Cy) = e D(D3(Cy)) = =
0020 00004000 0 2D(Cy)

00 0 2 00000400

00000040

00000004

Podemos observar que A(Dy(Cy)) € uma matriz em blocos onde cada bloco € igual a A(Cy).
Esse comportamento é natural se rotularmos primeiramente os vértices do grafo original e depois
os vértices da copia na mesma ordem. No caso geral, o primeiro bloco da esquerda para a direita,
de cima para baixo, se comporta naturalmente como A(G), o segundo bloco diz respeito a como
os vértices do grafo original se comportam em relagdo aos vértices da cdpia, o terceiro bloco
diz respeito a como os vértices da copia se comportam em relacao aos vértices do grafo original
e o0 quarto bloco diz respeito a como os vértices da copia se comportam em relagdo aos seus

proprios vértices. Assim, para o caso geral em que G é um grafo qualquer, temos que

[A(G) A(@)
A(D:(G)) =
A(G) AG)
e a matriz diagonal dos graus é dada por
2D(G) 0
D(Dy(G)) =

0  2D(G)

Logo, a matriz A, (D2(G)) é dada por
A(Da(C) — [QQD(G) +(1— a)A(G) (1—a)A(G)
(1-a)A(G) 2aD(G) + (1 — a)A(G)

Os préximos resultados envolvem o espectro da matriz A, (D2(G)).

Teorema V.1. Se G é um grafo de ordemn e « € |0, 1], entéo

Spec(Ds(Q)) = {2Xi(Aa(Q)), 20d(v;); 1 < i < n).

A B
B A

Demonstragdo. Observemos que A, (D2(G)) tem a forma e assim, pela Proposicéo 11.2,
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os autovalores de A, (D2(G)) sao os das matrizes

2aD(G) + (1 — 0)A(G) + (1 — a)A(G) = 2aD(G) + 2(1 — ) A(G) = 2A4,(G) e
2aD(G) 4+ (1 — a)A(G) — (1 — @) A(G) = 2aD(G).

Portanto, o resultado segue. O

Como consequéncia do Teorema V.1 temos o seguinte corolario.
Corolario V.2. Se G é um grafo de ordemn e a € [0, 1], entao
P (D2(G),2) = pa, (G, 2/2) [] (= = 20d(w).
=1

Em particular,
/\n(Aa(D2(G))) = 2)\n(Aa(G))'

Demonstragdo. Como consequéncia do Teorema V.1 temos o espectro de A,(D2(G)) e con-
sequentemente p4, (D2(G),z). Pela Equagdo (I11.13), temos que A\, (A.(G)) < ad(D2(G)) =
2a0(G). Portanto, A\, (Aa(D2(G))) = 2M(Aa(G)). O

Como aplicacao do Corolario V.2 e das Proposicdes 111.33 e 111.34, explicitamos o polinémio

caracteristico de A, (D2(Ky)) € Aq(D2(K,4)), no Exemplo V.1.

Exemplo V.1. Das Proposicées 111.33 e 111.34, temos

pan (Da(Ky), ) = (& — 2(n+ 1)) (¢ — a2(n + 1))" " [z = 2a(n — 1)]"

pAL(D2(Kpg), ) =
(& —2ap)* ! (= 209) 7" (2% = 20(p+ @)z + (P + q)) — (@®(p+ )* + 4pg(1 — 20)) .
Como consequéncia do Corolario V.2 temos as seguintes observacgoes.

Observacgao V.1. Se « € [0, 1], para que a matriz A, (D2(G)) seja positiva semidefinida é neces-

sario e suficiente que a matriz A, (G) também o seja.

A seguir, introduzimos uma notagao para o grafo shadow de ordem ¢, que é obtido do grafo

original apds a operagao shadow ser aplicada ¢ vezes.
(i) Seja D3(G) = D2(G);

(i) Para (> 2, DEPH(G) = Do(DS(Q)).



Observacéo V.2. Se G é um grafo e D5(G) = D5, entdo ag(G) = ag(D2) = ao(D3) = ... = ap(D5).

V.2 Operacao blow-up

Nesta secdo, estudamos as propriedades espectrais da matriz A, do grafo obtido a partir
da operacao blow-up cuja defini¢cao foi dada inicialmente em [Sidorenko, 1987]. Os autovalores
deste grafo e de seu grafo complementar para as matrizes de adjacéncia e laplaciana sem sinal,
ja foram determinados na literatura, como pode ser visto em [Nikiforov, 2006] e [Lima et al., 2016].
Os autores em [Lima et al., 2016] usaram a operac¢ao blow-up para avaliar o comportamento as-
sintético do valor maximo do autovalor A, (Q(G)) = 2\, (A;2(G)) para grafos livres de subgrafos

completos de ordem r + 1.

Definicao V.2. Dado um grafo G com V(G) = {vi,...,v,} € um vetor m = [my,...,m,| de
inteiros positivos, denotamos por G o m o grafo obtido de G trocando cada vértice v; € V(G) por

um conjunto independente de m; vértices v}, v?, ... v

L)

e {v;,v}} € E(G om) se e somente se
{vi,v;} € E(G) . O grafo G o m é chamado de blow-up de G. Denotamos o grafo G o m por G(*)

quando m; = mj,onde 1 <i,j <n.

A Figura V.2 mostra os blow-ups Psom,onde m = [3,4,2] e G = P§2); os retangulos tracejados

mostram a influéncia do vetor m na operacéo.

Figura V.2: Grafos blow-up

Nesta secdo, estudamos os blow-ups do tipo G®). E possivel observar que dado um grafo G,
Dy(G) éisomorfo & G?). Ou seja, a operagao blow-up generaliza a operacéo shadow. Além disso,
0 blow-up de um grafo G de ordem n, G o m, onde m = [my,...,my,], € um caso particular do
H-join quando tomamos H = G e F = {m1K1,...,m,K;}. Em[Cardoso et al., 2022], os autores

expressaram os autovalores da operacao H-join da matriz de adjacéncia universal, que generaliza
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a A,, utilizando a matriz cadeia e autovalores principais do grafo. Nesta secao, investigamos o
A,-espectro do blow-up do tipo G® utilizando outra técnica de demonstragéo através do produto
de Kronecker, além de explicitar o A,-espectro do grafo complementar da operacao blow-up.

A partir da definigdo do grafo blow-up, vemos que para todos v}, v?,...,vf € GH 1 <i < n
existe v; € V(G) tal que d(v}) = d(v?) = --- = d(v}) = td(v;), desta forma §(G®) = t5(G) e
A(GW) = tA(G). Além disso, a proposigio a seguir fornece algumas propriedades estruturais do

grafo blow-up.
Proposicao V.2. Seja G um grafo de ordem n e tamanho m. As seguintes afirmagdes sdo validas.
(i) Parat> 1, G") tem ordem tn;
(i) Parat > 1, G® tem tamanho mt?;
(i) Se G é conexo entdo G'Y) é conexo;
(iv) Se G é bipartido entdo G) é bipartido.
Demonstragdo. (i) A partir da definicao, é facil ver que G(*) é de ordem tn.

(ii) Seja m’ o tamanho de G(*). Sabemos que

om/ = f: d(v}) + Enj dwj) + -+ En: d(v})
=1 =1 =1
= Zn: td(v;) + Zn:td(’uz‘) + -+ Zn:td(vi)
=1 =1 =1

= t)_td(vy)) =2 d(v;) = t*2m = 2mt?,
=1

i=1 j—
ou seja, m' = mt>.

(i) Como G é conexo, dados u,v € V(G), existe pelo menos um caminho com extremos u e v.
Para G, se u e v estdo na mesma cépia de G, entdo existe caminho com extremos u € v.
Caso u e v estejam em copias diferentes, basta criar um caminho que comecga em u, passa

por um vizinho da sua cépia e vai até v.

(iv) Suponhamos que G = (V, E) seja bipartido. Logo V = X UY tal que X NY = (. Sejam
G, GP, ... G as copias de G que compdem G, tal que V(G = XMW uy ™ v(GPl) =
XAuy®@ v = XOuy®, Assim, V(G®) pode ser particionado em dois subcon-
juntos X = XODUX@uU...uXx® ey =YD uy@u...uvy®talque XNY = 0 e cada

aresta de G(*) incide em um vértice de X e em um vértice de Y, respectivamente.
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Exemplo V.2. Na Figura V.3 exibimos o grafo bipartido completo K 3 e seu blow-up K ﬁ,} E pos-
sivel ver como o grafo se comporta apos a operagdo, em relagdo a propriedade de ser bipartido

quando o grafo base é bipartido.

Figura V.3: Grafos K; 3 e K{? respectivamente.

Seja G um grafo de ordem n. Rotulando primeiramente os vértices v}, com 1 < i < n da primeira
copia de G, em seguida os vértices v? da segunda copia de G, e assim por diante, teremos no
bloco da linha i, coluna j da matriz de adjacéncia de G um bloco que diz respeito a como a

i-ésima copia de G se comporta em relacéo a sua j-ésima copia. Desta forma, A(G")) é dada

por i i
A(G) A(G) A(G)

A(Ga)): A(_G) A(_G) A(.G) = J, ® A(G).
LA(G) A(G) A(G)]

A partir da matriz de adjacéncia do grafo blow-up, vemos que os graus de G sdo iguais aos

graus do grafo original multiplicados por ¢, logo a matriz dos graus de G®) & dada por

DG 0 - 0 ]
D (c) - OPE U e b,
0 0 tD(G)

Consequentemente, a matriz A, (G*)) é dada por
Au (G(t)> = atl, ® D(G) + (1 — a)J; @ A(G).

Sabemos que dado um grafo G, temos A(G) + A(G) = A(K,) = J, — I,,. Logo, para o grafo
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complementar de G, obtemos

[Ty~ I, — AG)  Jn—AG) - Jy— AG) ]
A(60) = T _A(G) e AG) N s _A(G) = Ji@Jp—Li@L,—Ji2A(G).
Jn — A(G) Jo—AG) o Jy—I,— AG),

Utilizando o Teorema I1.14, podemos reescrever A, (G®) da seguinte maneira:

AGD) = J, @ (Jn — A(G)) — I, @ I,.

Além disso, a matriz dos graus de G(*) é dada por

[ (tn — 1)1, — tD(G) 0 . 0 ]
D (@) - 0 (in - M’f ~th(©) N 0 — L& ((tn—1)I,—tD(G)).
I 0 0 (tn — 1)I,, — tD(G)]

Portanto,

A (GD) = aD(GW) + (1 - a)A(GD)

= L, ®[at(nl, — D(G)) — L] + (1 — a)J; ® (AG)).

O préximo teorema descreve o espectro das matrizes A, (G®") e A,(G®).

Teorema V.3. Se G é um grafo de ordemn e « € [0, 1], entédo

Spec(GY) = {tA(Aa(Q)), [atd(v)|E1:1 < i < n});
Spec(GM) = {tAi(Aa(G)) +t—1,[at(n —d(v;)) —1]"" 51 <i < n}.

Demonstragéo. Seja G um grafo de ordem n. Dado um inteiro ¢ > 2, temos
Ao (c;(t)) = atl,® D(G) + (1 - a)Jy ® A(G).

Como A,(G) € uma matriz simétrica, existe uma base ortonormal {z1,z9,...,z,} formada por
autovetores de A, (G), associados, respectivamente, aos autovalores \;(A,(G)),1 < i < n. Para

cada i, 1 <1i < n, consideremos o vetor j; ® x;, onde j; € o0 vetor com t entradas iguais a 1. Desta
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forma,

A (GV) Grow) = atje® DG+ (1 - )lJij & AG)a
= ) ® OéD(G):L‘Z +t5: ® (1 — Oé)A(G):BZ
= tjt [ Aa(G)xi

— (A @ 7).

Assim, para cada i, tA;(A.(G)) é um autovalor de A,(G®) associado ao autovetor j; ® z;. Agora,
seja pf’j) um vetor de ordem t onde a i-ésima entrada € igual a 1, a j-ésima entrada igual a —1,
com i # j e todas as outras entradas iguais a 0, e, seja {y1,...,y,} uma base ortonormal de

autovetores associados, respectivamente, aos autovalores \;(D(G)),1 < i < n. Desta forma,

A @NPI @ y) = atpl™ @ D(@)yi + (1 - @)l @ A(G)yi]

= atpgi’j)@?/\i(D(G))y@-
= atdw) (P @ yy).

Portanto, para cada i, 1 < i < n, atd(v;) é autovalor de A,(G®) com multiplicidade ao menos
t — 1, pois podemos escolher pf’j) de t — 1 maneiras diferentes. Para obter o resultado para item

(ii), basta aplicar a mesma técnica de prova para G®), O

Exemplo V.3. Na Figura V.4, exibimos o grafo de Petersen G e seu blow-up G®?.

Figura V.4: Grafo de Petersen e seu blow-up, respectivamente.

Como o grafo de Petersen é um grafo 3-regular e o espectro da sua matriz de adjacéncia é
dado por Spec(A(G)) = {(—2)4, 1 3}. Desta forma, pela Proposicdo Ill.26, concluimos que
seu A, -espectro é dado por Spec(A,(G)) = {(5a — 2)4, (2a + 1)B), 3} e, portanto, do Teorema
Vi1,

Spec(A.(G?)) = {(10ac — )W, (4 + 2)P) 6, (6) 119}

Exemplo V.4. Na Figura V.5 exibimos P;, seu complementar, seu blow-up, e o blow-up do seu
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complementar.

%%%@

Py

Figura V.5: Grafos blow-up

Sabemos que

Spec(A.(P3)) = {a, % <3a + v9a2 — 16 + 8> } e
Spec(A.(P3)) = {0,1,2a —1}.

Do Teorema V.3 obtemos
Spec (Aa (P§3))) - {(304)[5} (60)2, <3a + /902 — 16a + )}

Spec <Aa (133(3)» - {2,5, (60 —1)B1, (30 — 1)[21} .

Como consequéncia do Teorema V.3 temos o0 seguinte corolério.

Corolario V.4. Se G é um grafo de ordemn e o € [0, 1], entéo
pa. (G0, 2) = pa (G, 2/t) [ [(x — tad(v:)
=1

Em particular, \,(Aa(G®) = tA, (A (Q)).

Demonstragdo. Do Teorema V.3 temos o espectro de A,(G")) e, consequentemente, o seu po-

linbmio caracteristico. Da Equacéo (Il1.13) obtemos
(Ao (GD)) < ad(GY) = atd(@) = atd(vy).

Portanto, A, (A, (G®)) = tA,(Aa(G)). O

Exemplo V.5. Como consequéncia do Corolario V.4, podemos explicitar o polinémio caracteristico
de Ay (Ky (t)) e A, (K, K )) Através das Proposigcoes 111.33 e 111.34, temos que

n—1 n
pa, (KW, z) = <x—tn+t> <x—atn+t> <x—atn—at>
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® 2q—1 2p—1 5 t2 9 5
paL(Kpg, @) = (2 —atp T — atq 2” —at(p+q)z — ra(p+q)" +4pg(l - 2a) ).

Em particular,

[(a(p +q) — Va2(p+q)2 + 4pq(1 — 204)} .

Do Corolario V.4 obtemos a observacao a seguir.

Observacéo V.3. Sea € |0, 1], para que a matriz A,(G") seja positiva semidefinida é necessario

e suficiente que A, (G) também o seja.

Exemplo V.6. Na Figura V.6 apresentamos o grafo H3 e o seu blow-up H§(2).

ANSZAN

V EANANN 7

VANWANE VY

Figura V.6: Grafo #2 e o seu blow-up 7—[2( ), respectivamente.

2
Através da Proposigdo IV.9, temos que an(H3) = 5 Logo, da Observagdo V.3, obtemos
2
ao(H3?) = <.

A seguir, introduzimos uma notacao para o grafo blow-up de ordem ¢, que é obtido do grafo

original apds a operagao blow-up ser aplicada ¢ vezes.
(i) Seja G\ = G,
(i) Para¢>2, G\ = (G,
Com isso temos a seguinte observacao.
Observagio V.4. Se G é um grafo entdo ag(G) = a(G®) = ag(GY) = -+ = an(G), para
{>1.

V.3 Operacao splitting

Nesta secao apresentamos a definicao de grafo splitting de um grafo, definida em [Sampath-

kumar e Walikar, 1981] e resultados do A,-espectro do splitting de um grafo k-regular.
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Definicao V.3. Seja G um grafo. Para cada vértice v de GG, adicionamos um novo vértice v’ adja-
cente a todos os vértices que sdo vizinhos de v em G. O grafo S(G) assim obtido, € denominado

de grafo splitting de G.

A Figura V.7 exibe K 3 e S(K13).

V2

g Sy
) \' ol

Figura V.7: K, 3 e S(K, 3), respectivamente.

Proposicao V.3. Seja G um grafo de ordem n e tamanho m. As seguintes afirmagdes sdo validas.
(i) O grafo S(G) tem ordem 2n;
(i) O grafo S(G) tem tamanho 3m;

(iii) Se G é conexo entdo S(G) é conexo;

(iv) Se G é bipartido entdo S(G) é bipartido.

Demonstragéo. (i) A partir da defini¢éo, é facil ver que S(G) é de ordem 2n.

(i) Seja m’ o tamanho de S(G). Podemos particionar V(S(G)) em dois subconjuntos V4, V5 de
modo que V; é o conjunto dos vértices originais de G e V5 € o conjunto dos novos vértices da
definicdo do grafo splitting. Quando v € Vi, existe v € V(G) tal que d(v) = 2d(u), e quando
v € Vo, existe u € V(G) tal que d(v) = d(u). Desta forma

2m =) d(v)+ > dv)= Y 2d(u)+ Z)d(u)zS

d(v) = 3(2m) = 6m,
veVy veVa ueV(G) ueV (G (@)

ueV
ou seja, m’ = 3m.

(iii) Seja V(S(G)) = Vi U Va como no item (ii). Como G é conexo, dados u,v € V(G), existe
pelo menos um caminho com extremos u e v. Para S(G), se u e v estdo em V;, entdo existe
caminho com extremos u e v. Caso u e v estejam um em V; e outro e em V5, basta criar um

caminho que comecga em u, passa por um vizinho da sua cépia e vai até v.

(iv) Seja V(S(G)) = V41UV, como no item (ii). Como G é bipartido, V7 = XUY e V, = X'UY’ com

XNY =0e X'NnY’'=(. Desta forma V(S(G)) pode ser particionado em dois subconjuntos
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X UX'eY UY'tal que as arestas de S(G) partem de um vértice em X U X’ e chegam em

vértice de Y UY". Logo S(G) € bipartido.

O
Para os grafos apresentados na Figura V.7, suas matrizes de adjacéncia e graus sao
i 011 1]01 11 ]
100 01 0 0 O
0 1 1 1] 1 000[1000
AKLs) = 1000 o A(S(KLs)) = 100 0/1 000 |AKg) A() ;
1000 011 1/0 000 A(K 3) 0
_1 0 0 O_ 100 0/0 0 00
100 0/0 0 00
100 00 0 0 O
| 6 00 0j]0 0 0 O ]
02 00|00 0 O
3 0 0 0] 0020[000 0
0100 000 2[000 0 2D(K13) 0
D(Ki3) = e D(S(Ki3)) = = ’
00 10 0000[300 0 0 D(K 3)
_0 0 0 1_ 0000|010 O
0000|001 O
000 0j0 OO0 10

Desta forma, observamos que A(S(K 3)) € uma matriz em blocos onde trés blocos sdo iguais
a A(K, 3), e umigual a matriz nula. Esse comportamento é natural, pois rotulando primeiramente
os vértices do grafo original e depois os vértices novos na mesma ordem. Com isso, vemos
que no caso geral o primeiro bloco se comporta naturalmente como A(G), o segundo bloco diz
respeito a como os vértices do grafo original se comportam em relagdo aos vértices novos, o
terceiro bloco diz respeito a como os vértices novos se comportam em relacdo aos vértices do
grafo original e 0 quarto bloco € a matriz nula pois os vértices novos nao sao adjacentes entre si,

por definicdo. Assim, para o caso geral de S(G) temos



Logo,
2aD(G) + (1 —a)A(G) (1 —a)A(G)
(1-a)A(G) aD(G)

Aa(5(G)) =

Teorema V.5. Se G é um grafo k-regular de ordemn e o € [0, 1], entéo

3ak + N(A(G))(1 —a) £ 5;
2

Spec(s(G) = { asica)

onde f; = \/a2k? + 2ka(1 — a)i(A(G)) +5(1 — )22 (A(G)) para1 < i < n.
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Demonstragéo. Seja A(G) = A. Como G é k-regular de ordem n, para « € [0, 1], A,(S(G)) pode

ser escrita da seguinte maneira

A(S(G)) = [2akln +(1-a)d (1-a)A .
(1-a)A akl,

Logo,

A, (S(G),x) = det(xlay, — Aa(S(G))) = det
—-(1-wA

(x —2ak)I, — (1 —a)A
—(1-a)A

= det

Aplicando o Teorema 1.8, obtemos que

pa,(S(G),z) = det(((z —2ak)I, — (1 —a)A)((x — ak)l,) — (1 — a)?A4?%)

= det((x — 20k)(z — ak)I, — (z — ak)(1 — o)A — (1 — a)?A?)

ol —2akT, — (1—)A —(1—a)A
xI, — akl,
—(1-a)A

(x — ak)I, '

= det((a? — akz — 2akz + 202k, + (—(1 — a)z + (1 — a)ak)A — (1 — a)?A?)
(

= det((2? — 3akx + 202k*) ] + (—(1 — )z + (1 — @)ak)A — (1 — a)?A?).

Como z1y, — Ao (S(G)) é diagonalizavel, det(z1o, — Aa(S(G))) = [Ty Ni(2Ton

— Aa(5(G)))-

E facil ver que se X é autovalor de A, A + 1 + A2 é autovalor de A + uuI,, + A2. Desta forma,

Ni(zlo, — An(S(@))) = Xi((2? = 3akz + 20°E)) T, + (—(1 — &)z + (1 — @)ak)A — (1 — a)?A4?)

= 2% = 3akz +20°K* + (—(1 — @)z + (1 — a)ak)\(A) — (1

—a)’Af(4)

)
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€ assim,
pa, (S(G),x) = ﬁ (xQ — 3akz + 20%k% + (—(1 — @)z + (1 — a)ak) N (A) — (1 — a)2)\z2(A)).
i=1

Este polinbmio caracteristico tem suas raizes dadas por

3ok + Ai(A)(1 — a) £ \/a2k? + 2ka(l — a)Ai(4) + 5(1 — a)2A2(A)
5 :

as quais séo autovalores de A, (S(G)) para cada i,1 < i < n. Assim obtemos o resultado. O

A partir do Teorema V.5 podemos calcular os autovalores da matriz A, (S(G)) de alguns grafos

conhecidos de maneira simples.

Exemplo V.7. Neste exemplo explicitamos o polinbmio caracteristico da matriz A, dos grafos K,
e K, ,. Os A-espectros destes grafos sdo dados pelas Proposi¢des 111.33 e 111.34, fazendo o = 0,

0s quais séo
Spec(A(K,)) = {n—1,-1""D}, eSpec(A(K,,)) = {p, —p,0" "2}
Assim,

pa, (S(Ky),x) = H <a:2 —3a(n—1z+2%(n -1+ 1 —a)(—z4+an—1)\(A) - (1 - oz)2)\22(A)>
=1

PaL(S(Kpp),x) = H (1:2 — 3apz 4 20%p* + (—(1 — o)z + (1 — a)ap)\i(A) — (1 — oz)Q/\?(A))

n
=1

Exemplo V.8. Na Figura V.8 temos o grafo completo K, e seu grafo splitting.

V4 V1

U3 V2

Figura V.8: Ky e S(K4)

Do Teorema V.5, temos

n

p(An(S(G)),z) = H <:L'2 — 3akz + 20%K% + (—(1 — @)z + (1 — a)ak)M(A) — (1 — a)z)\?(A))
i=1
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Como Spec(A(Ky)) = {3, (—1)B}, conclui-se que
3
MAJ&K@M@:[ﬁ—%ﬂ%w%)+ﬂa—ﬂ[ﬁ—(ma+Dx+ﬂm2—a—q.

Portanto,

2

2 (3]
Spec(Aa(S(K4) = {2(2a— um), (10a+1i\/20a +24a+5> }

V.4 Grafo block-indifference

Em [Brondani et al., 2022], temos explicito o polinbmio caracteristico da matriz A, do grafo
block-indifference para duas cliques podendo ter ordens diferentes. Nesta secao, investigamos o
A, -espectro do grafo block-indifference com trés ou mais cliques, de mesma ordem, com ordem
maior ou igual a trés.

Se G ~ Ry[p] € um grafo do tipo block-indifference formado por k cliques de ordem p, com

k >2ep>3,aordem e o tamanho de G sao dados por, respectivamente

n =p+-D+@-+-+@-1)=kp—(k-1)=k(p—-1)+1

kp(p —1)
—

Na Figura V.9 ilustramos um exemplo de grafo block-indifference.

Figura V.9: Grafo R3[4]

O Teorema V.6 apresenta uma parte do espectro da matriz A, de Ry[p].

Teorema V.6. Seja « € [0,1]. Se G ~ Ry[p], onde k > 2 e p > 3, entdo ap — 1 é autovalor de

An(G) com multiplicidade igual a pelo menos k(p — 3) + 2.

Demonstragédo. Seja G ~ Ry[p| onde k > 2 e p > 3. Podemos observar que G tem a seguinte



quantidade de vértices gémeos verdadeiros

(p=1D) =1+ E=2)[(p-2)-1]+[(p—-1) —1]

=2(p—-2)+(k-2)(p—3)

=2 —4+(k—2)(p—3)

=2p—4+kp—2p—3k+6

=kp—3k+2=k(p—3)+2.
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Desta forma, pela Proposicao I11.27, ap — 1 é autovalor de A, (G) com multiplicidade igual a pelo

menos k(p — 3) + 2, e obtemos o resultado.

O]

Como o grafo Ry[p| tem ordem k(p—1)+1, faltam k(p—1)+1—k(p—3) —2 = 2k —1 autovalores

para serem encontrados, 0s quais sao as raizes do polindmio caracteristico da matriz quociente

de A, (Ry[p]), obtida pelo Teorema 11.9, a qual denotamos por M, (Rx[p])-

Agora analisemos a matriz A, (Rx[p]). Se rotularmos primeiramente os vértices da primeira

cligue da esquerda para a direita, rotulando o vértice que faz coalescéncia com a clique seguinte

por ultimo, e continuarmos esse processo por todo o grafo, a matriz de adjacéncia de Ry[p| €

dada por
I Jp—1 —Ip—1 | Jp-11 Op—1p-2 | Op—1,1 0p—1,1 0p—1,p—2 0p—1,1 0p—1
Jip1 0 Jip2 1 0 012 0 01,1
Op—2,p—1 Jp—21 | Jp—2—Ip—2 | Jp—2.1 0p—2,1 0p—2 0p—2,1 Op—2p—1
01p—1 1 Ji,p—2 0 0 01p—2 0 01,p—1
A(Rilp]) =
01,p-1 0 01,p—2 0 0 J1p—2 1 01,p—1
0p—2,p-1 0p—2,1 0,2 0p—2,1 Jp—2,1 | Jp—2—Ip—2 | Jp—21 0p—2,p-1
01p—1 0 01,p—2 0 1 J1,p—2 0 J1,p—1
051 0p-1,1 Op—1,p—2 | Op-1,1 0p-1,1 0p—1,p—2 Jp—1,1 | Jp—1 — Ip—1
A matriz dos graus de Ry[p] € dada por D(Ry[p]) =
[ (p—DIp—1 | Op_1,1 0p_1,p-2 0p-1,1 0p-1,1 0p_1,p-2 0p-1,1 0p—1 i
01,1 2(p—1) 01,2 0 0 01,2 0 01,1
Op—2,p—1 0p 21 | (p—1)Ip2| 0p_21 0p—21 0p—2 0p—2.1 Op—2,p—1
O1,p—1 0 01,p—2 2(p—1) 0 01,p—2 0 01,p-1
)
01,1 0 01, 2 0 2p—1) | 01,2 0 01,1
0p—2,p-1 Op—2,1 Op—2 Op—2,1 Op—21 | (p—DIp—2 | Op_21 0p—2,p—1
O1,p—1 0 01,p—2 0 0 01,p—2 2(p—1) 01p—1
0p—1 0p—1,1 0p—1,p—2 0p—1,1 0p—1,1 Op—1,p—2 Op11 | (p— 1)1 |

Consequentemente, a matriz A, (Rx[p]) € dada por
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[ 1—dro + (T=dyp)oy | T1=dp (0 — 1) g—d'1-d( 1'1—dg 1'1—dg g—d1—dy T'1—dg 1—d( 1
(o —1) (1—d)vg e=tip(o —1) -1 0 c=1p 0 =g
1—dc—d ve=dp(o — 1) | 190z + (2=437)°y | 1e~9p(0 — 1) T'c—dg ¢—dg T'z—dq 1—dc—d
=g 0 -1 e (v —1) (1—d)vg 0 e1g 0 =1
=g 0 e 0 (1 —d)vg e dip(v 1) -1 =g
1—dc—d T'g—dg ¢—dg T'g—dg 1m|aﬁﬂd -1) =drog + Am&.&vdv\ 1m|g16 -1) 1—dc—d
=1 0 e=T1g 0 CR et (o — 1) (T —d)vg = (o — 1)
=4 '1—dg ¢—d'1—d '1—dg 1'1—dg g—d'1—dg Ui—dp(o — 1) | 190 + (=93P
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Consequentemente, M, (Ry[p]) é dada por

| a+p—2 11—« 0 0 0 0 ]
(1-a)p-1) 20a(p—1) (1-a)p-2) l-a 0 0

0 1 -« 204+ p —3 11—« 0 0

0 l—a  (1-a)p-2) ap-1) (1-a)p—2) 0

0 0 0 l-«a 20+p—3 0

0 0 0 0 0 e a+p—2

Para o caso em que k£ > 3, M,(Rk[p]) € uma matriz de ordem ¢ = 2k — 1, que pode ser

construida como segue. Seja L; a i-ésima linha de M, (Ry[p]).
e Ly = [a—i—p—Q l—a 014-2];

-LQ:[(1_Q)(p—1) 2a(p—1) (1-a)(p—2) 1-a 01,q74}%

Para3 <: < [%L se i = 2r + 1, onde r € um inteiro maior ou igual a 1, temos

* L; = [01,2%1 l—a 20+p-3 1-a Olzq*”*‘l};

Se i = 2r, onde r é um inteiro maior ou igual a 1,

*Li=[0; 1-a (1-a)(p-2) 2a(p-1) L-a)p-2) l—a O ; 4
Para [4] <i<g,

® Gp—ij = Ai41n—j-
Com isso, podemos observar que, & medida em que o k cresce, a ordem de M, (Ry[p]) aumenta
e consequentemente ndo conseguimos explicitar os autovalores que estado faltando da matriz

Aq(Rg[p]). A seguir apresentamos o Corolario V.7 que explicita o polinbmio caracteristico de
Aa(R3[p])-

Corolario V.7. Seja G ~ Rs[p] comp > 3. Se a € [0,1], o polinémio caracteristico de A,(G) é

dado por

PA, (Ga :C) = (ap - 1)3(p_3)+2f(x)7

onde f(z) € o polinbmio caracteristico da matriz M, (G), dado pela seguinte expressao

f(z) = 2%+ (—dap—3p+T7)x* 4+ (202 +4ap? + 12ap? + 3p® + 4a’p — 24ap — 18p+21) 23 + (—6a2 —
4o —120%p® — 12ap? — p? — 8a3p? + 12a2p? + 56ap? + 15p? + 4adp + 18a%p — 52ap — 45p + 35)x2 +
(202 —Ta? —12a+1202p* 4+ 4ap* +1603p® — 3602p> — 40ap? — 4p® + 3atp? — 2603 p? — a?p? +92ap® +
28p% —2a*p+4a3p+38a’p—48ap—56p+33)x+3a? — 14a —4a’p’ —8ap* +20a2p* +8ap* —3atp® +
2203p3 —1502p% —40ap® —4p® 430 p? —8a3p? — 2902 p? +54ap® +20p% — 63 p+25a°p—8ap—31p+15.
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Capitulo VI Consideracoes finais e trabalhos futuros

Neste trabalho, comegamos no Capitulo Il relembrando conceitos acerca da Teoria de Ma-
trizes e Teoria de Grafos. No Capitulo Il estudamos e revisitamos propriedades espectrais das
matrizes de adjacéncia, laplaciana sem sinal e A,. No Capitulo IV revisamos o estado da arte
do topico referente ao A,-espectro de operacdes entre grafos, por fim, no Capitulo V, explora-
mos algumas propriedades espectrais de quatro operacdes entre grafos. Comecamos estudando
o grafo shadow de um grafo, exibindo completamente seu A,-espectro e seu menor autovalor,
ambos em funcao dos autovalores da matriz A, do grafo original, além de mostrar que podemos
aplicar esta operacgao diversas vezes sem alterar a positividade semidefinida de sua matriz A,,.
Estes resultados foram publicados em [Junior et al., 2023b]. Fizemos o mesmo estudo para o
grafo blow-up, cujos resultados foram publicados em [Junior et al., 2023a]. Para o grafo splitting
de um grafo regular, exibimos o espectro completo de sua matriz A,, e estes resultados foram
também publicados em [Junior et al., 2023b]. Para os grafos do tipo Ry[p], um caso particular
do grafo block-indifference, exibimos uma parte do espectro de sua matriz A,, e propomos uma
matriz quociente de sua matriz A, cuja ordem é exatamente a quantidade de autovalores que
faltam e concluimos apresentando um corolario que exibe o polindmio caracteristico dos grafos
Rs|[p].

A seguir, apresentamos a definicao do grafo pineapple generalizado.

Definicao VI.1. Dados inteiros ¢ > 1, p > 3e 1 < r < n — 2, 0 grafo pineapple generalizado,
denotado por K;'" é obtido ligando ¢ novos vértices a uma clique de r vértices de um grafo

completo K.

Na Figura VI.1, vemos um exemplo de grafo pineapple generalizado.

Figura VI.1: Grafo K62’2.

Para dar continuidade aos nossos trabalhos, pretendemos estudar o splitting de G' no caso
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em que G é um grafo qualquer, explicitar o A,-espectro do grafo pineapple generalizado, além de
conseguir mais resultados acerca da ordenagdo dos autovalores desses grafos. Outra familia de

grafos da qual pretendemos obter resultados é definida a seguir.

Definicdo VI.2. Dados inteiros 3 < a1 < ag < --- < ap e k > 2, seja Fy, q,....a, O grafo que

consiste em k ciclos de tamanhos aq, ao, .. ., ai, respectivamente, todos eles compartilhando um

Unico vértice.

A Figura V1.2 exibe dois grafos desta familia.

F34 F333

5

Figura VI.2: Exemplos da familia Fy, q,.....a; -

E importante ressaltar que os grafos do tipo F3 33 880 um caso particular do grafo firefly, que
teve seu A,-espectro explorado em [Brondani et al., 2019] e os grafos do tipo Fy 4, 4 ja foram
estudados do ponto de vista espectral em relacao a sua matriz A, em [Leal et al., 2023].

Para todos os grafos que obtivemos resultados neste trabalho e os que serado trabalhados

futuramente, pretendemos nos aprofundar na investigacao que envolve 0 «y.
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