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RESUMO

PERTURBACOES EM GRAFOS E SEUS EFEITOS SOBRE A CONECTIVIDADE ALGEBRICA

Marcia Bengio de Albuquerque

Orientadores: Carla Silva Oliveira, D.Sc.

Leonardo Silva de Lima, D.Sc.

Resumo da Dissertagdo de Mestrado submetida ao Programa de Pés-Graduacio em Tec-
nologia do Centro Federal de Educagao Tecnoldgica Celso Suckow da Fonseca, CEFET/RJ, como

parte dos requisistos a obtencao do titulo de Mestre em Tecnologia.

Neste trabalho, determinamos as varia¢des sofridas pela conectividade algébrica de um
grafo, um parédmetro espectral, denotado por a(G), ao aplicarmos a operacao de remogao de um
vértice nos grafos das familias split completo, abacaxi, caminho completo, dupla estrela e em
grafos resultantes das operagcbes 1—soma, 2—soma e ponte de ligagdo entre grafos completos.
A funcao utilizada para medir esta variagao é dada por ¢(v) = a(G) — a(G \ v), onde G \ v é 0
grafo obtido de G pela remocao do vértice v e de todas as suas arestas incidentes. Um artigo
recente de autoria de Kirkland estabeleceu condicGes necessarias e suficientes para G tal que
»(v) = 1 e, como consequéncia desse resultado, mostrou que, se G tem um vértice universal v e
este vértice € removido, tem-se ¢(v) = 1. A partir desse fato, o autor levantou a seguinte questao:
"O que podemos dizer sobre ¢(v) se o grau do vértice v é (n — 2)?" Nesse estudo, resolvemos
parcialmente esta questao e obtivemos condi¢gdes necessarias para um grafo G tal que ¢(v) = 0
quando v tem grau (n — 2). Estabelecemos ainda duas conjecturas acerca da fungao ¢(v) quando

vtem grau (n — 2).

Palavras-chave:

Grafos; Conectividade Algébrica; Perturbagdes.

Rio de Janeiro
Agosto / 2012



ABSTRACT

DISTURBANCES IN GRAPHS AND ITS EFFECTS ON ALGEBRAIC CONNECTIVITY

Marcia Bengio de Albuquerque

Advisor(s): Carla Silva Oliveira, D.Sc.

Leonardo Silva de Lima, D.Sc.

Abstract of dissertation submitted to Programa de P6s-Graduagéo em Tecnologia do Cen-
tro Federal de Educacgao Tecnolégica Celso Suckow da Fonseca, CEFET/RJ, as partial fulfillment

of the requirements for the degree of Technology Master.

In this work, we consider the operation of a vertex removal and its effects to the alge-
braic connectivity of a graph, that is a spectral parameter denoted by a(G). That operation is
applied to some families of graphs, such that complete split, pineapple, path-complete, double
star, 1—sum and 2—sum graphs, and linking bridge between complete graphs. We used the func-
tion ¢(v) = a(G) — a(G \ v) to evaluate the algebraic connectivity variation when G\ v is the graph
obtained from G by removing the vertex v and all of its incident edges. A recent paper authored
by Kirkland establishes necessary and sufficient conditions for G such that ¢(v) = 1 and as a
consequence of that result, he also shows that if G has a universal vertex v, then ¢(v) = 1. From
this fact, Kirkland has risen the question: "What can we say about ¢(v) if vertex degree of v is
(n —2)?" Here, we partially solve this problem obtaning a necessary condition to a graph G such
that ¢(v) = 0 when v is of degree (n — 2). Also , we state two conjectures to ¢(v) when v is of

degree (n — 2).

Keywords:

Graphs; Algebraic Connectivity; Disturbances.

Rio de Janeiro
August /2012
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Introducao

A Teoria Espectral dos Grafos (TEG) teve origem na Quimica Quantica quando Huckel
[24], em 1931, produziu um modelo tedrico para um dado problema em que 0s niveis de energia
de certos elétrons eram representados por autovalores de um grafo, a partir de moléculas de
hidrocarbonetos ndo saturadas. No entanto, somente a partir da tese de doutorado de Cvetkovic¢
[6], em 1971, que esta teoria teve sua fundamentacao tedrica sedimentada. O crescimento desta
teoria se deu naturalmente em diversas areas, como por exemplo, na Fisica Teérica e Mecanica
Quantica, na tentativa de minimizar a energia de sistemas Hamiltonianos. Uma das primeiras
motivagdes do estudo em Teoria Espectral dos Grafos foi a esperanca de se caracterizar grafos
por meio dos seus espectros. Mesmo concluindo que essa conjectura ndo era verdadeira a pes-
quisa nao se diluiu, ao contrario, ganhou muitos adeptos. Em 1980, os resultados relacionados a
Teoria Espectral dos Grafos publicados até 1978 foram reunidos em [8]. Em 1988, esta coletanea
foi complementada por Cvetkovi¢, Doob, Gutman e Torgasev em [10]. Os livros An Introduction
to the Theory of Graph Spectra [11], Graph Spectra of Graphs [1], Matematica Discreta: Grafos,
Redes, Aplicacdes [18] sdo os mais recentes publicados nesta area. Um dos principais objetivos
da Teoria Espectral dos Grafos € deduzir propriedades em grafos através de informagdes espec-
trais fornecidas por matrizes associadas a grafos, como por exemplo, a matriz de adjacéncia,
laplaciana e laplaciana sem sinal.

A matriz laplaciana de um grafo G, L(G), é uma matriz simétrica e semidefinida positiva,
que tem o zero como um dos seus autovalores. No caso em que G é conexo, entdo zero € um
autovalor simples e a multiplicidade do zero coincide com o nimero de componentes conexas de
G, [30]. A conectividade algébrica, segundo menor autovalor da matriz laplaciana, é um autovalor
relacionado a conexidade do grafo, que desempenha um papel importante na Teoria Espectral
dos Grafos. Por isso, ha uma riqueza de resultados envolvendo este parametro comeg¢ando com
o trabalho de Fiedler [22]. Os surveys [25] e [32] fornecem visdes gerais sobre este pardmetro e
sobre os vetores de Fiedler. Existem trabalhos que analisam o comportamento da conectividade
algébrica a partir de perturbagdes em grafos obtidas pela remocao de vértices e arestas, vide [21],
[2], [28], [34], [35] e [37]. A conectividade algébrica estd associada a outros invariantes importan-
tes, como por exemplo, conectividade de vértice e de aresta, nimero isoperimétrico e diametro,
corte maximal, numero independente, dentre outros, como pode ser visto em [25]. Além disso,
uma aplicacao bastante interessante desse parametro é como medida de vulnerabilidade de uma

rede, que é a propensao da rede se desconectar apés um ataque consistindo na remo¢ao de um



de seus vértices e/ou arestas, [23]. A vulnerabilidade de uma rede também esté relacionada com
a conectividade de vértices e de arestas do grafo, [3], [9], [12], [14], [15], [17], [23], [5] e [27].

Objetivos

Esta pesquisa tem como objetivo geral analisar o comportamento da fungéo de perturba-
cao ¢(v) ao remover um vértice de grau (n — 2) em grafos conexos. Para atingi-lo, foram esta-
belecidos os seguintes objetivos especificos: (i)calcular o espectro de algumas familias de grafos
e de grafos resultantes de operagdes e de seus subgrafos, obtidos a partir da remogé&o de um
vértice v; (ii)identificar nestas familias e em todos os grafos conexos com n vértices, 4 < n < 7,
e m arestas, 3 < m < 21, quais possuem vértices de grau (n — 2); (iii)selecionar os grafos que
geram fungao de pertubacao nula, ao remover os vértices de grau (n — 2); (iv)analisar a estrutura

desses grafos; (v)caracterizar a matriz laplaciana e o vetor de Fiedler.

Metodologia

A metodologia utilizada na pesquisa foi dividida da seguinte forma:(i)analisamos a fun-
¢ao de perturbacao ¢(v) em algumas familias de grafos e em grafos resultantes de operagdes;
(iverificamos dentre esses grafos, quais possuiam vértices de grau (n — 2) e, se possuiam, que
funcao de perturbacao eles geravam; (iiilcom o auxilio do AGX [16], analisamos a funcao de per-
turbacao em todos os grafos conexos com n vértices, 4 < n < 7, e m arestas, 3 < m < 21 que
possuiam vértice de grau (n — 2); (iv)selecionamos os grafos que geravam funcao de perturbagéo
nula e, com o auxilio do OCTAVE [20], analisamos os vetores de Fiedler; e, por fim, (v)analisamos

a estrutura desses grafos.

Estrutura do trabalho

Esta dissertacdo de mestrado se desenvolve iniciando o Capitulo | com os pré-requisitos
basicos da Algebra Linear, Teoria dos Grafos e Teoria Espectral dos Grafos necessarios para a
compreensao deste texto. O desenvolvimento dos capitulos seguintes é baseado na avaliacao de
uma funcao de perturbacao. Essa funcao é dada pela diferenca entre a conectividade algébrica
de um grafo G e a conectividade algébrica de G apds a remog¢ao de um vértice e foi definida
inicialmente por Kirkland em 2010, [33]. No Capitulo II, a funcdo é avaliada em familias especi-
ficas de grafos tais como: split completo, abacaxi, caminho completo, dupla estrela e os grafos
resultantes das operagdes 1—soma, 2—soma e ponte de ligacao entre grafos completos. No Ca-
pitulo 1ll, sdo apresentados resultados envolvendo a fun¢do ¢(v) em algumas familias de grafos

estudadas no Capitulo Il e em grafos com n vértices, 4 < n < 7, que possuem pelo menos um



vértice de grau (n — 2). Ja no Capitulo IV sdo apresentados os testes computacionais sobre os
grafos apresentados no Capitulo Ill, que geram ¢(v) = 0 e os resultados tedricos obtidos dessa

dissertacéao.



Capitulo | -Conceitos preliminares

A Teoria Espectral dos Grafos procura obter propriedades estruturais dos grafos a partir
de propriedades dos autovalores de matrizes relacionadas a grafos com o uso de resultados ad-
vindos da Algebra Linear. Sendo assim, reunimos neste capitulo alguns resultados da Algebra
Linear, da Teoria dos Grafos e da Teoria Espectral dos Grafos, que sdo necessarios para a com-
preensdo desse texto. As principais fontes bibliograficas para o desenvolvimento deste capitulo
foram [4], [6] e [24].

Neste trabalho consideramos G = (V, E) um grafo simples, ndo orientado tal que V' seja

0 conjunto de seus Vvértices e E o de suas arestas, tal que |V| = n e |E| = m, onde m <
n(n—1)
2
sao vértices adjacentes. O grau de um vértice v, denotado por d(v), € o nimero de vértices

. Cada aresta e de G, é denotada por {z,y} quando z,y € V e dizemos que x e y

adjacentes a ele e o conjunto constituido por esses vértices, denotado por N(v), € denominado
conjunto dos vizinhos de v. O grau minimo de um grafo G, denotado por §(G), € o niumero
0(G) = min{d(v)/v € V(G)}. Entende-se por vértice universal, o vértice que possui grau (n — 1).
Entende-se por grafo completo, denotado por K,,, aquele em que |V | = n e |E| = C,, 2; por grafo
trivial, |V| = 1 e |E| = 0 e por grafo totalmente desconexo, aquele em que |V| = n e |E| = 0.
Uma cadeia de comprimento k£ € uma seqtiéncia de vértices vy, ..., v, tal que {v;,v;11} € E(G)
vV 1 < j < kj—;. Quando os vértices vy, ..., v, s80 todos distintos, essa cadeia &€ denominada
caminho simples. O grafo que é constituido apenas por um caminho simples com k vértices é
denotado por P;. Um ciclo com k vértices € uma cadeia vy, ..., vpv; onde v; ... v, € um caminho
simples com k > 3, denotado por Ci. Um grafo bipartido G € um grafo cujo conjunto de vértices
V' pode ser particionado em dois subconjuntos V; e V5, tal que n&o existam arestas entre vértices
da mesma parti¢do. Dizemos que G é bipartido completo, e denotamos por K, s, com r + s = n,
se G tem todas as arestas possiveis entre as partigdes V; e V5. Sejam G = (V,E)e G' = (V', F')
dois grafos. Se V! C V e E' C E, entdo G’ é um subgrafo de G, ou seja, G’ C G. E ainda, se
G’ C G e G’ contém todas as arestas {z,y} € F com z,y € V', entdo G’ € um subgrafo induzido
de G, denotado por G[V']. Uma clique de um grafo G é um subconjunto de vértices que induz
um subgrafo completo. Grafo complementar, denotado por G, é aquele que possui 0 mesmo
conjunto de vértices e as arestas nao existentes em . Um conjunto independente € um conjunto
de vértices que nao sao adjacentes entre si. Conectividade de vértices de um grafo, denotada
por k(G), € o menor numero de vértices que, ao serem retirados, tornam o grafo desconexo ou o

grafo trivial. Conectividade de arestas, denotada por £/(G), € o menor nimero de arestas que, ao



serem retiradas, tornam o grafo desconexo. A seguir, sdo apresentadas definicbes de algumas

familias de grafos e operacdes em grafos, que sado utilizadas nos Capitulos Il e Ill.

Definig¢ao I.1. [29] Um grafo G é denominado split se e somente se 0 seu conjunto de vértices

pode ser particionado em um conjunto independente e uma clique.

Figura I.1: Exemplos de grafos split

Definicao 1.2. [29] Sejam ¢ e n inteiros tais que 1 < ¢ < n. Um grafo split completo, denotado por
SC(n,q), € um grafo com n vértices e uma clique de tamanho ¢, tal que o conjunto independente

tem cada um de seus n — ¢ vértices adjacentes a todos os ¢ vértices da clique.

&=

Figura 1.2: SC(7,3), SC(6,2) e SC(7,4)

Definig¢ao 1.3. [7] Sejam ¢ e n inteiros tais que 1 < ¢ < n. Um grafo abacaxi (pineapple graph),
denotado por PA(n,q), € aquele com n vértices consistindo de uma clique de tamanho ¢ e um
conjunto independente com n — g vértices no qual cada vértice do conjunto independente é ligado

ao mesmo vértice da clique.



Figura 1.3: PA(7,4), PA(9,5) e PA(11,6)

Definicao I.4. [13] Sejamn,m,tepeN,com1<t<n—-2el<p<n-—t—1.Umgrafocomn
(7”L—t)(7”;—1t—1)+t§mS (n—t)('r;—t—l)
grafo caminho completo (path-complete) (n, p,t), denotado PC,, ,;, se, € somente se,

+n—2 édenominado

vértices e m arestas, tal que

1. acligue maxima de PC,;,; € K, _;

2. PCy ;¢ temum t-caminho P,y = [vg, v1,v2,. .., v tal que vy € K, N P41 € vy esta ligado

a K,,_; por p arestas;

3. ndo ha outras arestas.

p arestas

Figura I.4: Um grafo path-complete (n, p,t)

Definicao I.5. [36] Sejam k& > 0, G; e G5 dois grafos disjuntos, e sejam H; e H, k—cliques em
G1 e (o, respectivamente. Um grafo obtido pela identificagdo de H;, e H, é denominado uma

k—soma de G; e Gs.

Observa-se que a 0—soma é a unidao de G; € G2. A 1—soma é também conhecida como

coalescéncia de vértices entre G; e G5, e a 2—soma como coalescéncia de arestas entre G; e



G2, as quais sdo denotadas por G o Go € G1 e G4, respectivamente. As Figuras 1.5 e 1.6 ilustram

as operacgdes da definicao 1.5.

(a)

Figura 1.5: (a) C4 e K 4; (b) Grafo 1—soma entre Cy e K14 (Cy0 K1 4)

(b)

(a)

Figura 1.6: (a) K3 e SC(6,3); (b) Grafo 2—soma entre K3 e SC(6,3) (K3 e SC(6,3))
Definicao 1.6. Uma ponte de ligagdo entre dois grafos disjuntos G; e G2, denotada por Gyv; :
Gove, € um grafo obtido a partir da ligagdo de um vértice v; € G, ao vértice v, € G2 por uma

aresta.

A Figura 1.7 ilustra a operagdo da defini¢éo 1.6.

Q @
(a)

Figura I.7: (a) P; e G3; (b) Grafo ponte de ligagéo entre Psvy € Gavs (Psvy : Gavg)

Definicao 1.7. [31] Seja I',, ; 0 conjunto de todas as arvores com n vértices e diametro d, com

2<d<n-1.



Obviamente, se T' € I',, o, entdo T' é uma estrela (T’ = Ky ,—1),eseT € I';,,,_1, entéao T'
€ um caminho (T' = P,). Se d = 3, a arvore € usualmente denominada de dupla estrela [31] e
denotada por D, ,, onde p e ¢ sdo os numeros dos vértices pendentes, como pode ser visto na

Figura 1.8.

Figura 1.8: D),

Claramente, D, , € ') 4423, 0nde p,q > 1 e D, , também pode ser visto como uma ponte

de ligagéo K pu : K 4v, onde u e v s80 0s vértices ndo pendentes.

Defini¢ao 1.8. Sejam G, = (V1, E1) e G, = (V4, Es) grafos disjuntos em relagao ao conjunto de

vértices.
i) O grafo soma é G; + Go = (V1 U Va, E1 U E»).

i) O join G1 vV Go, de G e G2 € um grafo obtido através de G; + G4 adicionando todas as

possiveis arestas entre os vértices de GG e vértices de Gs.

A seguir, apresentamos algumas definicées e os principais resultados da Algebra Linear

para o desenvolvimento do tema aqui proposto.

Definicao 1.9. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Um autovalor de A € um escalar A tal
que Az = Az, parax # 0, z € R™. Todo = € R™ que satisfaz a esta equacio é denominado um

autovetor de A associado ao autovalor \. Assim, \ é um autovalor de A, se e somente se
(A= A,z =0

tem solucdo nao ftrivial.

Definicao 1.10. Seja I,, a matriz identidade de ordem n. O polinbmio de grau n associado a A,
definido por
pa(A) =det(A — \I,)

€ denominado polinémio caracteristico de A.

Os autovalores de A s&o as raizes do polindmio caracteristico de A e, portanto, A tem

n autovalores nao necessariamente distintos. O niumero de vezes que um autovalor é raiz do



polindmio € denominado multiplicidade algébrica. Os Teoremas .11 e 1.12 exibem propriedades

das raizes do polinbmio caracteristico associadas a matrizes simétricas.

Teorema l.11. Todas as raizes do polindmio caracteristico de uma matriz simétrica sdo numeros

reais.

Defini¢ao 1.12. Uma matriz A de ordem n é denominada semidefinida positiva se e somente se

todos os seus autovalores sdo maiores ou iguais a zero.

Para finalizar este capitulo, alguns conceitos introdutérios sobre Teoria Espectral dos Gra-

fos sdo apresentados.

Definicao 1.13. A matriz de adjacéncia de G, denotada por A(G), € uma matriz quadrada de
ordem n cujas entradas séo
1, se {vj,vj} € E para v;v; eV,

aij =
0, caso contrario.

Definicao I.14. A matriz laplaciana de G é uma matriz simétrica, denotada por L(G), definida por

onde D(G) é uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal principal sdo os graus dos verti-

ces de G e A(G) a sua matriz de adjacéncia.

Definicao 1.15. O espectro da matriz laplaciana de G, denotado por spec(L(G)), é a sequén-
cia dos autovalores de L(G) ordenados em ordem nao-crescente. Assim, se ui(G) > ... >
tn—1(G) > un(G) séo os autovalores de L(G) e m(u;) suas respectivas multiplicidades algébri-

cas, entao
Spec(L(G)):(,ul(G)m(“l(G)) /‘Lnil(G)m(P«nfl(G)) Mn(G)m(“”(G))).

Defini¢ao I.16. O segundo menor autovalor da matriz laplaciana de G, denominado conectividade
algébrica de G é denotado por a(G) = u,—1(G) e o0 autovetor associado a a(G) é denominado

vetor de Fiedler.

A conectividade algébrica € um invariante que desempenha papel importante na Teoria
Espectral de Grafos e esta associado a diferentes invariantes de grafos importantes, como por
exemplo, conectividade de vértice e de aresta, niUmero isoperimétrico e diametro, corte maximal,
numero independente, dentre outros. Um survey sobre a(G) pode ser encontrado em [25]. Na

Tabela I.1, sdo apresentados os valores das conectividades algébricas para algumas familias de
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grafos [26].
Grafo a(Q)
K, a(Kp,)=n
P, a(Py) = 2(1 — cos(Z))
Cy a(Cp) = 2(1 — cos(2X))
Kpg a(Kpq) = min(p, q)
Kin,comn>1 a(K1p) =1

Tabela I.1: Alguns grafos para os quais a(G) € conhecida

As Proposicdes 1.17 a 1.20 e o Teorema 1.21 apresentam limites superiores para a conec-

tividade algébrica de um grafo e que serdo Uteis no desenvolvimento deste trabalho.

Proposicao 1.17. [22] Sejam G1 = (V4,E1) e G2 = (V;, E») dois grafos tais que V3 = V5 e
F{ C FEs. Entéo, a(G1> < CL(GQ).

Proposicao 1.18. [22] Seja G um grafo com n vértices e k vértices independentes. Entdo, a(G) <
n — k.

Proposicao I.19. [22] Se G € um grafo ndo-completo com n vértices, entdo a(G) < n — 2.
Proposicao 1.20. [22] Se G é um grafo ndo-completo, entdo a(G) < k(G) < K'(G) e a(G) < §(G).

Teorema 1.21. [22] Seja G(V, E) um grafo conexo V vértice v € V. Entdo
a(G) —a(G\v) <1,

onde G \ v é o subgrafo obtido de G pela remogéo do vértice v e de todas as arestas incidentes

nele.

Em [30] é provado que L(G) é positiva semidefinida e consequentemente seus autovalores
sdo positivos, ou seja, p1(G) > ... > un—1(G) > un(G) = 0. A Proposicao 1.22 relaciona o posto
da matriz laplaciana com o niumero de componentes conexas do grafo e a Proposigéo 1.23, a

conexidade do grafo com a sua conectividade algébrica.

Proposicao 1.22. [29] O posto de L(G) € n — w(G), onde w(G) é o numero de componentes

conexas de G.

Como consequéncia da proposigao .22, tem-se que u, =0 e, consequentemente,
Spec(L(G)) = (Mlm(“l) oo g™ (En1) 0).
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Proposicao 1.23. [29] Seja Spec(L(G)) = (™) ... p,_1™#-1) () o espectro da matriz

laplaciana de G. G é conexo se e somente se u,—1 = a(G) # 0.

O Exempilo I ilustra a conectividade algébrica de um grafo conexo e seu correspondente

autovetor de Fiedler.

Exemplo I:

Seja G o grafo da Figura I1.9.

Figura 1.9: Um grafo G

Para determinarmos a matriz laplaciana de G, precisamos calcular D(G) e A(G). Assim,

temos: ) ) ) i
30000 01 110

02000 10010
DG=|00100| e AG=[1000 0
00030 11001

(000 0 1| (00010

Logo, a matriz laplaciana de G é

Entéo, temos Spec(L(G)) = (4.30 3.62 1.38 0.70 0), a(G) = 0,70 e o vetor de Fiedler de G
€ (—0.20491,0, —0.67677,0.20491,0.67677).

A Proposicéo 1.24 relaciona o espectro da matriz laplaciana de G com o espectro do seu

complementar G.
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Proposicao 1.24. [30] Se o espectro da matriz laplaciana de um grafo G é
Spec(L(G)) = (u™H) . py_y™n1) ),
entdo o espectro da matriz laplaciana de G é
Spec(L(G)) = (n — pp_™Hn=1) . p— ™) (),

As proximas proposicdes exibem o espectro da matriz laplaciana de alguns grafos que
serao utilizados nos capitulos posteriores. Destacamos a Proposicao 1.28, [34], que tem funda-
mental importancia para a prova do principal resultado teérico deste trabalho, descrito no Capitulo
V.

Proposicao 1.25. O espectro da matriz laplaciana do grafo completo K, é
Spec(L(K,)) = (n"~! 0).
Proposicéao 1.26. O espectro da matriz laplaciana do grafo bipartido completo K, tal que s < t,
é
Spec(L(Kqp)) = (s+t t71 s71 0).

Proposicao 1.27. Seja O,, um grafo totalmente desconexo, ou seja, sem arestas, com n vértices.

Entao, o espectro da matriz laplaciana de O,, é
Spec(L(0,)) = (0™).

Proposicao 1.28. Sejam G; e G, grafos com k e m vértices, respectivamente, com autovalores
da matriz Iaplaciana ,ul(Gl) > ... 2 /Lk_l(Gl) > [Lk(Gl) =0e ,ul(Gg) > ... 2 ,umfl(GQ) >

um(G2) = 0. Entdo, os autovalores da matriz laplaciana de G; vV G2 sao

m 4k, p1(G1) +m, .. pup—1(Gr) +m, i (Ga) + ks .. pim—1(G2) + K, 0.
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Capitulo Il -Remocao de um vértice em familias de grafos e a conectividade

algébrica

Iniciamos este capitulo apresentando a fungéo ¢(v), na Se¢éo Il.1, introduzida e estudada
por Kirkland em [33]. Na Secao Il.2, sdo apresentados resultados obtidos para esta fungcdo em
algumas familias de grafos, onde uma andlise da fungéo ¢(v) € realizada.

Il.1 Funcao de perturbacao: resultados gerais

Sejam G(V,E) um grafo conexo e v € V(G). G\ v denota o subgrafo de G obtido
eliminando-se o vértice v e todas as arestas incidentes nele. A fungéo ¢(v) é definida como
sendo a diferenga entre a conectividade algébrica de G, a(G), e a conectividade algébrica de
G\ v, a(G \ v), ou seja,

¢(v) = a(G) —a(G\v).

Fiedler em 1973 provou que a(G \ v) > a(G) — 1. Neste caso, naturalmente obtém-se o
resultado do Teorema Il.1. A seguir sdo apresentados resultados envolvendo limites superiores e
inferiores para ¢(v) e uma caracterizagao quando ¢(v) = 1, que se encontram em [33].

Teorema ll.1. [22] Seja G(V, E) um grafo V vértice v € V. Entao

p(v) < 1.

Antes de apresentarmos o proximo resultado, denotamos por N (v) o conjunto dos vértices
de G que sao adjacentes a v e definimos o conjunto de indices correspondentes as entradas nao-
nulas de um vetor w como sendo o suporte de w.

Teorema II.2. [33] Seja G(V, E) um grafo com n > 3 vértices, e sejav € V. ¢(v) = 1se e
somente se existe um vetor de Fiedler de G cujo suporte é um subconjunto de N (v).
Demonstracao:

Primeiramente, suponhamos que v € V tal que d(v) = m e ¢(v) = a(G) — a(G \ v) = 1. A
matriz laplaciana de G pode ser escrita na forma

L1y L1 0
L(G)=| Loy | Loa+ 1 | -1 |,

o” -17 m

onde a ultima linha e coluna correspondem ao vértice v, e

L(G\v) =

Lyy | L2
Loy | Lag

Seja w um vetor de Fiedler para L(G \ v), tal que w” - w = 1, particionado da seguinte
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maneira
w1
w9 .

Tomemos um vetor z € R™ da seguinte maneira

w1

w2
0

Logo,

a(G\v) 2T 2+ w1 T wi +weT - we = a(G\v)- 2T 2+ 27 2 = (a(G\v)+1)- 2T - 2 = a(G) - 2T -2 <
2T L(G) 2z = wl - L(G\v) - w+w ! we = a(G\v) - wl - w+wyT - wy = a(G\v)-2T - 2+ we T -wy ==
a(G\v) -2l 2z +wiT - wp Fwe - we <a(G\v) - 27 -z 4+ wyt - wy <= w1’ -wy <0.

Portanto, w; = 0 e z € um vetor de Fiedler de G, cujo suporte € um subconjunto de N (v).

Agora, suponhamos que G tem um vetor de Fiedler y, y* -y = 1, cujo suporte é um
subconjunto de N(v). Podemos reescrever L(G) da seguinte maneira
L+D|-X

—XT | m ’

L(G) =

onde L é a matriz laplaciana de G'\ v e D é uma matriz diagonal cujas entradas de 1's corres-
pondem aos vértices em N (v), e zeros caso contrario. Assim, podemos escrever y da seguinte

maneira
yo |
0|

a(G) -yT -y, temos que
g—g'-D-j=
(I1.1)

L(G) - 4, conclui-se que

a(G\v)- 7§ < (a(G)=1)-§" - § <= a(G\v) <a(G) — 1

1 <a(G)—a(G\v).
Mas como pelo Teorema ll.1, a(G) —a(G \v) < 1, tem-se a(G) —a(G \v) = 1, ou seja, ¢(v) = 1.1A
Como consequéncia do Teorema 1.2, se tomarmos um grafo H e um vértice isolado v e

construirmos o grafo G = H V v, entédo a(G) = a(H) + 1. Assim, para um grafo G com n vértices

que tem um vértice universal v, temos que ¢(v) = 1, ou seja, a igualdade do Teorema Il.2 é satis-

feita, conforme observado por Kirkland [33].
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O Teorema I1.3 determina um limite inferior para ¢(v) em grafos conexos.

Teorema I1.3. [33] Seja G um grafo conexo com n > 3 vértices. Entdo para qualquer vértice v de
G, ¢(v) > —(n —2). A igualdade acontece se e somente se G = (K,_2U K;) V K1 e v é 0 vértice
pendente do grafo.

Demonstracao:

Primeiramente, suponhamos que G'\v # K,,_1. Da Proposi¢ao .19, tem-se que a(G\v) <
(n — 3). Dai, temos que —a(G \ v) > —(n — 3) e, consequentemente, ¢(v) = a(G) — a(G \ v) >
—(n —3) > —(n — 2). Agora, suponhamos que G \ v = K,,_1, onde v tem grau d(v). Observe que
G\ v é um grafo estrela Ky ,—1—4w) € através da Proposigéo 1.25, obtém-se que: a(G) = d(v).
Logo, ¢(v) = a(G) — a(G \ v) = d(v) — (n — 1) > —(n — 2). Além disso, ¢(v) = —(n — 2) se e
somente se d(v) —n+ 1= —n+ 2, ou seja, d(v) = 1. Portanto, G \ v = K,,_; e d(v) = 1, ou seja,
G=(K,2UK;).R

Através dos Teoremas Il.1 e I1.3, para qualquer grafo G conexo com n > 3 vértices, tem-se
que
~(n—2) <o) < 1.

.2 Funcao de perturbacao: resultados em algumas familias de grafos

Nesta sec¢ao, sao apresentados resultados sobre a funcdo ¢(v) nas familias de grafos split
completo, abacaxi (pineapple), caminho completo (path-complete) e em grafos obtidos através
das operacdes 1—soma, 2—soma, ponte de ligacdo entre grafos completos e ponte de ligacao
entre estrelas.

Proposicao Il.4. Seja SC(n,q) um grafo split completo. Entao:
i) a(SC(n,q)) =q,s€n—q>1;
i) a(SC(n,q)) =n,sen—q=1.

Demonstracao:

Seja SC(n,q) um grafo split completo. E facil observar que o grafo complementar de
SC(n,q) é o grafo K,,_, U O,, onde O, é o grafo de ¢ vértices sem arestas.
Através da Proposigéo |.25, o espectro de L(K,,—,) é:

Spec(L(Kn—g)) = (n— )" 7" 0).
Logo, o espectro de L(K,_,U O,) é:
Spec(L(Kp—qU0y)) = ((n—gq)" 07" 071,
Utilizando a Proposicao 1.24, tem-se que:
Spec(L(SC(n,q))) = (n=0)* (n—(n—q))"" 97" 0)

Spec(L(SC(n,q))) = (n? ¢"=07" 0).
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Sen—q>1,tem-se que a(SC(n,q)) =gesen—q=1,tem-se que a(SC(n,q)) =n. B

Corolario I.5. Seja SC(n, q) um grafo Split Completo. Entao:
i) a(SC(n—1,q—1))=q—1,8en—q>1;
a(SC(n—1,g—1)=n—-1,sen—q=1;
i) a(SC(n—1,q9)) =q,8en—q>2;
a(SC(n—1,9))=n—1,8en—q=2.
Demonstracao:

Segue-se imediatamente da Proposicéo 11.4.

Proposicao Il.6. Seja o grafo abacaxi PA(n,q) comn > 3 e q > 2. Entdo, a(PA(n,q)) = 1.
Demonstracao:

Seja PA(n,q) um grafo abacaxi, comn > 3eq > 2. SC(n—1,n—¢q) U O; é o grafo
complementar do PA(n, q), conforme Figura Il.1.

N 7
rd
\\ ’ /s

»

Figura Il.1: PA(n, q) e o seu complementar

De acordo com a Proposicao 1.4, tem-se que:
Spec(L(SC(n —1,n—q))) = (n — )" (n—q)""N=(=071 @),
Ent&o,
Spec(L(SC(n —1,n =) UON) = ((n=1)""" (n—q)" V7" 0%) =

=((n =" (n—q)"* %)

Utilizando a Proposicao 1.24 obtem-se que:
Spec(L(PA(n,q))) = (n—0 (n—(n—q)"* (n—(n—1))""1 0) =

=(n ¢=% 177 0).
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Logo, a(PA(n,q)) =1. A

Corolario I.7. Seja PA(n,q) o grafo abacaxi, talquen >4,¢>3en—q> 1.

i) Se v pertence a clique, mas nao € o vértice universal ou se v pertence ao conjunto inde-
pendente, entdo a(PA(n,q) \v) =1,

i) Se v é o vértice universal, entdo a(PA(n,q) \ v) = 0.
Demonstracao:

As provas dos itens i) e ii) decorrem imediatamente das Proposi¢coes 11.6 e 1.27.1
Proposicéao II.8. Seja PC,, ;1 o grafo caminho completo com 1 < p < n—2. Entdo, a(PC,, 1) = p.

Demonstracao:

O grafo complementar de PC), ;1 € K1 ,,—p—1 U O,, conforme Figura 11.2.

p arestas

Figura Il.2: PC), ;1 e seu complementar
O espectro de L(K,—p—1), de acordo com a Proposigéo .26, &
Spec(L(K1p—p-1)) = (n—p 177772 0).

Logo,
Spec(L(K1p—p-1UOp)) = (n—p 177P72 Pt

Utilizando a Proposicao 1.24, temos
Spec(L(PCrp1)) = ((n =0 (n—=1)""P"2 n—(n—p) 0)=n" (n—-1)"""2 p 0).

Portanto, a(PC,, 1) = p.

Corolario I1.9. Paran > 4, seja PCy, ;1 0 grafo caminho completo. Entao:
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i) Se v ndo pertence a clique, a(PCpp1 \v) =n —1;
i) Se v pertence a clique, mas nao é o vértice universale 1 <p <n —2, a(PCpp1 \ v) = p;
iii) Se v pertence a clique, mas ndo é o vértice universale p =n — 2, a(PCy, 1 \ v) =n — 1;
iv) Se v pertence a clique e é o vértice universal, a(PCy, p1 \ v) = a(PCp-1p-1,1) =p — L.
Demonstracao:

Seja PC,, 1 o grafo caminho completo. Removendo o vértice ndo pertencente a clique,
obtém-se o grafo K,,_; e, de acordo com a Proposigao 1.25, tem-se que

Spec(L(K,-1)) = ((n = 1" 0) = ((n— 1)"2 0),

Logo, a(PCp 1 \v) =n—1.
Suponhamos, agora, que o vértice removido pertenca a clique, mas nao seja o universal
eque 1 <p <n—2. 0 grafo obtido € PC,,_1 ;1 e, de acordo com a Proposi¢éo 1.8, tem-se que

Spec(L(PCy-1p1)) = ((n — 1) (n—2)""P73 p 0).

Como 1 <p<n-—2tem-se a(PCy_1p1) =a(PCyp1\v)=p.
Suponhamos, ainda, que o vértice removido pertenga a clique, mas néo seja o universal
e que p = n — 2. O grafo obtido é K,,_; e, de acordo com a Proposicao 1.25 , tem-se que

a(anl) = a(PCnfl,an,l \’U) = (TL - 1)

Finalmente, suponhamos que v é o veértice universal. Logo, a(PCyp1\v) = (PCp_1p-1,1)
e pela Proposi¢éo I1.8, tem-se a(PCp—1p-11) =p—1. R

A Proposicao 11.10 e o Corolario Il.11 apresentam a conectividade algébrica dos grafos
resultantes da operagdo 1—soma entre grafos completos.

Proposicao I.10. a(K, 0 K,) =1,Vr > 2ep > 2.
Demonstracao:

Seja H = K, o K,,. Suponhamos que r < p. O grafo complementar do grafo H é o grafo
K,_1,-1UO0O;. Logo, pelas Proposigoes |.24 e 1.26 tem-se:

Spec(L(Kr—1p-1U01) = ((r=1)+(p—1) (p— DTV (= 1)@V ¢2)

=(r+p—2 (p—1)"7 (r—1)"% 0%).

e, consequentemente, Spec(L(H)) é dado por
(r+p=1)=0 [t +p=1) == DF > [0 +p-1) = (=1 (r+p-1) = (r+p—2) 0)

=(r+p—1p2 2 10).

Portanto, a(H) =1. &
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Corolario Il.11. Seja K, o K,, onde 3 < r < p.
i) se v € o vértice de uma das cliques, mas ndo o universal, entdo a(K, o K, \ v) = 1;
ii) se v é o vértice universal, entdo a(K, o K, \ v) = 0.

Demonstracao:

Suponhamos inicialmente que v pertence a clique K,, mas nao é o vértice universal. Dai
temos (K, o K,,) \ v = K,_1 0 K.
Segue imediatamente pela Proposicao 11.10 que:

a(K, o Kp\v) =1.

De maneira similar, obtemos a conectividade algébrica de (K, 0 K,)\v obtido pela remogao
de um vértice v pertencente a clique K, mas que ndo seja o vértice universal e concluimos que
a(K, o Kp\v)=1.

Finalmente, suponhamos que v seja o vértice universal. Como (K, o K,,) \ v € desconexo,
segue-se pela Proposi¢éo .27 que a(K, o K, \ v) = a(K,—1 UK,_1) =0. B

Os dois préximos reultados determinam a conectividade algébrica para os grafos resul-
tantes da operacdo 2—soma ou coalescéncia de arestas entre grafos completos.

Proposicao 1.12. a(K, e K,,)) =2,V3 <r <p.
Demonstracao:

Seja H = K, e K, E facil observar que H tem r+p—2 vértices e que o grafo complementar
do grafo H é o grafo K,_5,_2 U O,. Portanto, pelas Proposicoes 1.24 e 1.26, tem-se que:

Spec(L(Kr—2p2U02)) = ((r =2+ (p=2) (p=2)" 7 (r=2)"7" 0%) =
=(r+p=4) -2 (=277 07).
E, consequentemente,
Spec(L(H)) = ((r+p=2) = 0)° ((r+p=2) = (r=2)"7" (r+p-2) = (p—2)"

(r+p—2)—(r+p—4) 0)=((r+p—2)2 pP=3 r7=3 2 0).

Logo, a(H) =2. R

Corolario I1.13. Seja K, ¢ K,, onde 4 < r < p.
i) se v € o vértice de uma das cliques, mas ndo o universal, entdo a(K, e K, \ v) = 2;
ii) se v é o vértice universal, entdo a(K, ¢ K, \ v) = 1.

Demonstracao:



20

Seja v 0 vértice da clique de tamanho r, que ndo seja o vértice universal. Assim, temos
(K, e K,)\v=K,_ e K, Segue imediatamente da Proposi¢éo I.12 que a(K, e K, \ v)=2. De
maneira similar, conclui-se que a(K, @ K, \ v) = 2 se v é o vértice da clique de tamanho p.

Se v é um dos vértices universais, o grafo resultante é uma coalescéncia de vértices, ou
seja, (K, e K;,) \ v = K,_; o K;,_;. Entdo, pela Proposi¢éo I.10 tem-se a(K, e K, \ v)=1. B

Como contribuicao dessa dissertagao, a Proposicao 11.14 e o Corolario I1.15 apresentam
a conectividade algébrica dos grafos resultantes da operacao ponte de ligacéo entre grafos com-
pletos.

GUO em 2005, [19], provou que se G = Giu : vGy € um grafo obtido através de um join
entre o vértice u de G; ao vértice v de G5 por uma aresta, entao

L) (A) = pre)(N) - Prc)(A) = Prc)(N) - Proca) (N) — Priae)(N) - Pruc) (V- (1.2)

Com base nesse resultado, a Proposicao 11.14 traz na equacéo 1.3 o polinémio caracte-
ristico para os grafos resultantes da operagéao ponte de ligagao entre grafos completos.

Proposicéao Il.14. Seja G = K,u : K,v,onde 7 < r < p. Entdo, a(G) € (0,0.5). Demonstracao:
Seja G = K,u : Kyv, onde r < p. De acordo com [19], temos que
prc)(N) = prr,)(AN) - Prix,)(N) = L) (A) - Pr, k) (A) = Prix,)(N) - Pr.x,) (A, (1.3)

onde L,(K,) e L,(K,) s&o as matrizes obtidas através das matrizes laplacianas de K, e K,
eliminando-se a linha e a coluna referente ao vértice u e v, respectivamente. E facil observar que

L(K,) =[rl, — J,],

onde J, € uma matriz de ordem r, cujas entradas séo todas iguais a 1 e I,, a matriz identidade de
ordem r. Rotulando o grafo de modo que u esteja na dltima linha de L(K,) obtemos

Lu(Kr) = [Tlrfl - Jrfl}'

Além disso, podemos observar que

Logo, 1 é um autovalor de L, (K,) com multiplicidade algébrica no minimo 1. Tomemos os vetores
e1—e;, 2<i<r—1,ondee;é o0 i-ésimo vetor de base candnica. Assim,

LK) [e1—ei] =71"[e1 — e
Portanto, r é autovalor de L, (K,) com multiplicidade algébrica no minimo » — 2. Logo,

L)) = A=) (A= 1), (I1.4)
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Utilizando o mesmo raciocinio para L, (kK,), conclui-se que

L) A = (A =pP72- (A= 1). (I1.5)

Através da Proposigéo 1.25 e de (l.4) e (l.5) podemos reescrever a equagéao (I.3) da seguinte
maneira:
prcy(N) = A=) "X A=p)P A= (A=) LA (A= p)P 2 (A= 1) — (A—plP A (A )2
(A— 1)
AN=A=r)2 A A=pP 2 [A=7)- A A=p)=A=7)-A=1) =(A=p)- (A= 1)]
A=7)"2 X A=p)P 2 [N =7A) - (A =p) = (W = A (r+ 1) +7) = (N =X~ (p+1) +p)]
J)=A=r)"2 X A=pP 2 N (p =7 =2) N+ (r+1+p+1+7rp)- A= (r+Dp)]
A = A=) X A=pP 2 Nt (—p—r—2) N+ (r+p+2+7p) - A= (r+p).

Consideremos o polinébmio de grau 3 de py()()) acima, dado por

)=
)=

o)
e
e

pAN) =N+ (—p—r—2) - XN+ (r+p+2+rp) - A—(r+p).
Avaliando p(A) nos pontos 0 e 0,5 temos que
) p(0) =—(r+p) <0;
i) p(0,5) =0,5rp —0,75(p +r) + 0, 625.
Como por hipétese 7 < r < p, temos que

r

0.75" ! 0.75

0,75(r +p) < 0,5rp = 0,5rp — 0,75(r +p) > 0= 0,5rp — 0, 75(r + p) + 0,625 > 0.

)

5
rp—p & r + p <

SPeTS 5 0.75

-
o5 =
o —1

Portanto, p(0,5) > 0. Como p é continua em [0, 0.5], temos que a(K,u : K,v) € (0,0.5). B

Corolario I1.15. Seja G = (K,u : Kyv),onde 7 < r < p.
i) se w=wuouw=wv,entdo a(G\ w)=0;
i) sew #uew#wv,entdo a(G\ w) € (0,0.5).
Demonstracao:
Segue-se imediatamente das Proposicoes .23 e 1.14.1
A Proposicao 11.16 e o Corolario 11.17 apresentam a conectividade algébrica dos grafos

dupla estrela. Observe que esses grafos sdo um caso particular dos grafos pontes de ligacao,
pois D, = K1 pu : Ky 4v.

Proposicéao 1l.16. Seja D, ,, onde p > 2 e ¢ > 3. Entao, a(D,,) € (0,0.5).
Demonstracao:
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Como D, , = K; pu : K; 4v, 0nde p > 2 e ¢ > 3, de acordo com [19], temos que

PL(Dy.)(N) = PrLik, ) (N) Lk, ) (N) — PLix:,)(N)  PL, () (A) — PLik, ) (A) - PLor, ) (A, (11.6)

onde L,(K14) e L,(K1 ) séo matrizes obtidas através das matrizes laplacianas de K, e K,
eliminando a linha e a coluna referente ao vértice v e u, respectivamente. Como

g -1 -1 ... -1
-1 1 0o ... 0
LKig)=| -1 0 1 0 :|,
: 0 0
| —1 0o .. 0 1 ]
€ uma matriz de ordem ¢ + 1, temos que
Ly(Kiq) =1,

Portanto, 1 é autovalor de L, (K ,) com multiplicidade algébrica ¢. Desta forma,

PLy(K1)(A) = (A= 1)7. (1.7)
Utilizando o mesmo raciocinio para L, (K7 ,), conclui-se que

PL (K1) (A) = (A= 1) (11.8)

Através da Proposicao 1.26 e de (I1.7) e (I1.8) conclui-se que (I1.6) pode ser escrito da seguinte
maneira:

PLDy)N) = A A=1P"1- (A= (p+ 1)) A-A=DT1- (A= (g+1)) =X A=1)P"1- (A= (p+1))-
A=1DI=X- A=D1 A=(g+1) - A=-1)P =

PL(Dyg)(A) = A (A=1)PF2 A (N2 =X (g+1) =X+ (p+1)+ (p+1) - (¢+1)) = (A= (p+1))- (A= 1)~
A=(g+1)-(A-1] =

PLDpy(AN) = A A =12 N3 4 (g —p —4) - N+ (pg +2p +2¢ +5) - A — (p+ ¢ + 2)].

Consideremos o polindmio de grau 3 na equagao py,p, ,)(\) acima, dado por
PA) =N+ (=g —p—4)- N+ (pg+2p+29+5)- A= (p+q+2).
Avaliando p(\) nos pontos 0 e 0,5 temos que
) p(0) =—(p+q+2)<0;
i) p(0,5) =0,5pq —0,25(p + q) — 0, 375.
Como por hipétese p > 2 e ¢ > 3, temos que

)

p+1,5 p+1,5
05 _1<2<q<:>70’5 i,
0,257 0,257

—q & 1,5 < —
0.05P1 1Pt at 0,25

<g&p+1,6<

pq <
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0,25(p +q) + 0,375 < 0,5pq = 0, 5pg — 0, 25(p + q) — 0,375 > 0.

Portanto, p(0,5) > 0. Como p € continua em [0, 0.5], temos que a(D, ,) € (0,0.5)M.

Corolario Il.17. Seja D, ,, ondep >2e ¢ > 3.
i) se v & um vértice pendente, entdo a(D,, \ v) € (0,0.5);
ii) se v ndo é um vértice pendente, entédo a(D, 4 \ v) = 0.
Demonstracao:

Segue imediatamente da Proposicao 11.16 e Proposigéo 1.23.

A Tabela 1.1 resume os resultados obtidos para a fungéo ¢(v) nas familias de grafos
apresentadas nesta segao.

Grafo a(G) a(G\ v) | e(v) |
1°caso: v € K,
q—1,sen—qg>1 1
g,sen—qg>1 2°caso v ¢ K,
SC(n,q) g, sen—q>2 0
n—1,sen—qg=2 -1
ve K,
n,sen—q=1 n—1,sen—qg=1 1
PA(n,q) l,sen>3eqg>2 0, se v é universal
1, caso contrario 0
1°caso:v ¢ K,
n—1 p—n-+1
2°caso v € K, _1
PCypa P p—1, se v é universal 1
caso contrério,
p,sel<p<n-—2 0
n—1,sep=n—2 —1
K, o K, l,ser>2ep>2 0, se v é universal 1
1, caso contrario 0
K, e K, 2,sep>r>3 1, se v é universal 1
2, caso contrario 0
(Kyu : Kpv) (0,0.5),sep>r>7 0,sew=uo0OUw="1v € (0,0.5)
(0,0.5),sew #uew#v | €][0,0.5)
D, q (0,0.5),sep>1eqg>3| (0,0.5), se v épendente €10,0.5)
0, caso contrario € (0,0.5)

Tabela Il.1: Resultados obtidos para ¢(v)



24

De acordo com a Tabela Il.1, verifica-se que ¢(v) € igual a zero ou a 1 dentro de algumas
familias estudadas. Kirkland em [33] caracterizou todos os casos em que ¢(v) = 1, porém o caso
em que ¢(v) = 0 ainda nao foi caracterizado, tornando-se um dos objetos de pesquisa dessa
tese. Os resultados obtidos encontram-se nos Capitulos Il e IV.
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Capitulo lll -Funcao de perturbacao em grafos que possuem pelo menos um
vértice de grau (n — 2)

Kirkland em [33] mostrou que, se G tem um vértice universal v e este vértice € removido,
tem-se ¢(v) = 1. A partir desse fato, o autor levantou a seguinte questdo: o que acontece com a
funcdo ¢(v) se o grafo G possui pelo menos um vértice v de grau (n —2) e este é removido? Com
base nessa questao, primeiramente selecionamos dentro das familias estudadas no Capitulo Il e
dentro de todos os grafos conexos com n vértices, 4 < n < 7, e m arestas, 3 < m < 21, grafos
que possuem pelo menos um vértice de grau (n — 2). A partir dai, realizamos uma analise da
funcdo ¢(v) quando o vértice de grau (n — 2) € removido, a qual é apresentada nas Secdes Ill.1
e lll.2.

.1 Split Completo, Caminho Completo, Dupla estrela

Nesta secao, apresentamos a andlise da fungéo ¢(v) nos grafos que possuem pelo menos
um vértice de grau (n — 2) dentre as familias apresentadas no Capitulo Il.

Os grafos split completo, que possuem pelo menos um vértice de grau (n — 2), sdo 0s
grafos SC(n,n—2) = K,, — {e}, onde e é uma aresta. E facil observar que os grafos SC(n,n — 2)
possuem:

e 2 vértices de grau (n — 2);

e (n — 2) vértices de grau (n — 1).
Assim, através da Proposicéo Il.4 temos a(SC(n,n—2)) = n—2 e, além disso, a(SC(n,n—2\v)) =
a(K,—1) =n — 1, onde v € um dos vértices de grau (n — 2). Logo,

o(v) =a(SC(n,n —2)) —a(SC(n,n —2\v)) =—1.

Ja os grafos caminho completo, que possuem pelo menos um vértice de grau (n — 2), séo
os grafos PC,, 1, com 1 < p < n — 2. Portanto, esses grafos possuem:

e 1 vértice de grau p;
e p vértice(s) de grau (n — 1);
e n— 1 — p Vvértice(s) de grau (n — 2).

De acordo com a Proposic¢do 1.8, temos que a(PC, 1) = p, e do Corolario 1.9, ha dois casos de
remocao do vértice de grau (n — 2) a serem considerados, 0s quais sdo apresentados abaixo.
Caso 1:paral <p<n—2,temos a(PCy 1\ v) = p. Logo,

¢(v) = a(PCpp1) —a(PCpp1 \ v) =0.
Caso 2: parap =n — 2, temos a(PC,, ;1 \ v) =n — 1. Logo,

¢(U) = a(PCn,p,l) - a(PCn,p,l \U) =p—n+1=-1.



26

Agora, analisemos os grafos dupla estrela. Nesta familia, os grafos D; ,, com ¢ > 3, que
possuem vértices de grau (n — 2), sdo apresentados na Figura IIl.1.

Figura lll.1: Dy 4, comg >3

De acordo com a Figura lll.1, os D; , possuem:
e ¢+ 1 vértices de grau 1;
e 1 vértice de grau 2;
e 1 vértice de grau g + 1.

Assim, através da Proposicao I1.16 e do Corolério 11.17, temos que a(D1 4) € (0,0.5) e a(D1,4\v) =
0. Logo,
¢(v) = a(D1,4) —a(D1,4 \v) € (0,0.5).

As outras familias de grafos estudadas no Capitulo Il, que possuem pelo menos um vér-
tice de grau (n — 2), sdo casos particulares do grafo caminho completo, PC,, 1.

A Tabela Ill.1 resume os resultados obtidos para a fungdo ¢(v) nesta segéao.

| Grafo | a(G) | a(G \ v) | ov) |

’SC’(n,n—2)‘ n—2 ‘ n—1 ‘ -1 ‘
PCypa D p,coml<p<n-—2 0
n—1,comp=n—2 -1

! Diq \ (0,0.5), com g >3 \ 0 \ € (0,0.5) \

Tabela Ill.1: Resultados para ¢(v)

lll.2 Grafos com n vértices, 4 < n < 7,e m arestas, 3 < m < 21

Nesta segao, apresentamos o estudo realizado para a fungao ¢(v) em grafos com n vérti-
ces, 4 <n <7,em arestas, 3 < m < 21, que possuem pelo menos um vértice de grau (n — 2).
Todos esses grafos e seus subgrafos sdo desenhados no Apéndice A. Para esses grafos, apre-
sentamos o espectro, 0 espectro do subgrafo obtido a partir da remogéo do vértice v de grau
(n —2) e o valor da fungao ¢(v). Os resultados foram obtidos com o auxilio do AGX [16] e podem
ser encontrados no Apéndice B. Com base nesses dados, selecionamos para a préxima etapa de
nossa pesquisa os 46 grafos G para os quais existe um vértice v de grau (n — 2) tal que ¢(v) = 0,
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com o objetivo de analisarmos a estrutura desses grafos e observarmos o comportamento do
vetor de Fiedler e a conectividade algébrica.
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Capitulo IV -Grafos com funcao de perturbacao nula que possuem pelo menos um
vértice de grau (n — 2)

O objetivo deste capitulo € explorar a questao: "O que pode-se dizer sobre ¢(v) quando v
tem grau (n — 2)?", levantada por Kirkland em 2010 no trabalho [33]. Este problema, em aberto
na literatura, foi resolvido neste trabalho quando ¢(v) = 0. Observamos que os grafos para os
quais ¢(v) = 0 onde d(v) = n— 2 apresentam necessariamente a estrutura de um join de 4 grafos.
Discutiremos aqui a estrutura de tais grafos e a prova € apresentada na Proposicao V.3 da Secao
IV.3. A estrutura de tais grafos e 0 comportamento do vetor de Fiedler, inicialmente, foram obser-
vados nos testes computacionais. A partir dessa observacao, verificamos tal comportamento na
familia dos grafos caminho completo a qual é apresentado no inicio da préxima segéao.

IV.1 Grafos caminho completo

Os grafos caminho completo, conforme Definicdo 1.4 possuem pelo menos um vértice de
grau (n — 2). Em particular todos os grafos do subconjunto PC,, ,, 1, que € o conjunto dos grafos
caminho completo com n vértices e um vértice do caminho ligado a clique K, _; por p arestas,
possuem n — p — 1 veértices de grau (n — 2), onde 1 < p < n — 2. Ja provamos na Proposi¢ao
1.8 que se G = PC,,, 1, entdo a(G) = p. Além disso, se um vértice v da clique K, _; com grau
(n — 2) € removido, tem-se a(G \ v) = p e, portanto, ¢(v) = 0. O resultado a seguir, mostra que o
autovetor de Fiedler desta classe de grafos segue um certo padréo.

1
0
Proposicéao IV.1. Sejam G = PC,,1 e v = _01 . Entdo, v € um vetor de Fiedler.
n—p—1
-1
L n—p—1
Demonstracao:
0
. 0 ~ . L
Sejav = 1 .Com uma rotulacdo conveniente dos vértices de G,
n—p—1
-1
| n—p—1 ]

pode-se escrever a matriz laplaciana como
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p -1 -1 -1 0 0]
-1 n—-1 -1 -1 -1 -1
L(G) =
-1 -1 n—1 -1 -1
0 -1 -1 n—-2 -1 -1
0 -1 -1 -1 -1 n—2 |
Dai, temos
[ p -1 -1 -1 0 ol [ i
-1 n—-1 -1 -1 -1 —1 0
L(G)-v = 0 _
-1 -1 n—-1 -1 -1 ]
0 -1 1 n-2 -1 -1 nope
1
0 -1 | -1 n—2 n—p—1
p
0 0
0 0
—p =p -1 =a(G) v
n—p-—1 n—p-—1
p 1
n—p—1 n—p—1

Portanto, v € um vetor de Fiedler.l

IV.2 Grafos gerais

Nesta secao, observamos o comportamento do vetor de Fiedler e a conectividade algé-
brica para todos os grafos com n vértices, 4 < n < 7, e m arestas, 3 < m < 21. Isto nos levou
a uma analise computacional de um total de 505 grafos. A ferramenta OCTAVE, [20], que é um
programa livre e similar ao Matlab, foi utilizado no calculo dos autovalores e autovetores dos gra-
fos. As tabelas a seguir exibem os 46 grafos com fungéo de perturbagcédo ¢(v) = 0 de forma que
d(v) = n — 2. Os resultados aqui obtidos foram fundamentais para descrevermos os grafos com
¢(v) = 0, onde d(v) = n — 2 e para a obtencao dos principais resultados tedricos apresentados
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Tabela IV.1: Grafos com 4 vértices

Grafo Spec Vetor de Fiedler
Go (4310) (0.81650, 0, —0.40825, —0.40825)
Ga \ 1 (310) (—0.70711,0,0.70711)
Tabela IV.2: Grafos com 5 vértices
Grafo Spec Vetor de Fiedler
Gy (54210) (—0.86603, 0,0.28868, 0.28868, 0.28868)
Gg \ 11 (412 0) (—0.40825, 0, —0.40825, 0.81650)
(0.70711,0,—0.70711,0)
Gis (54%210) (—0.86603, 0,0.28868, 0.28868, 0.28868)
Giz\vi (4310) (0.81650, 0, —0.40825, —0.40825)
G1s (54320) (0.81650, 0,0, —0.40825, —0.40825)
Gis\v1  (4220) (—0.70711,0,0,0.70711)
(0,—0.70711,0.70711,0)
G1e (52420) (0.81650, 0,0, —0.40825, —0.40825)
Gig\v1  (4220) (0,—0.70711,0.70711,0)
Tabela IV.3: Grafos com 6 vértices
Grafo Spec Vetor de Fiedler
Gso (652210) (0.89443,0,—0.22361, —0.22361, —0.22361, —0.22361)
G \vn1  (5130) (—0.21132,0,—0.57735,0.78868, 0)
(0.78868,0,—0.57735, —0.21132, 0)
(—0.28868, 0, —0.28868, —0.28868, 0)
Gas (654210) (—0.89443, 0, 0.22361, 0.22361, 0.22361, 0.22361)
Gis\v1 (53120) (—0.28868, 0,0.86603, —0.28868, —0.28868)
(0.81650, 0, —0.40825, —0.40825, 0)
G (652310) (0.89443,0,—0.22361, —0.22361, —0.22361, —0.22361)
Gsg\v1  (54210) (0.86603, 0, —0.28868, —0.28868, —0.28868)
Ger (654320) (0.86603, 0,0, —0.28868, —0.28868, —0.28868)
Ger\v2 (53220) (—0.40825, 0,0, —0.40825, 0.81650)
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0.70711,0,0,—0.70711,0)

(
Gn (6 5%10) (0.89443, 0, —0.22361, —0.22361, —0.22361, —0.22361)
Grni\un (54210) (—0.86603, 0, 0.28868, 0.28868, 0.28868)
Gro (625 3 2 0) (0.86603, 0,0, —0.28868, —0.28868, —0.28868)
G \v (522 (—0.15392,0,0,0.77139, —0.61747)
(—0.80186,0,0,0.26763,0.53423)
G4 (652420) (—0.86603, 0,0,0.28868, 0.28868, 0.28868)
Gr\vi  (54320) (0.81650, 0, 0, —0.40825, —0.40825)
Gro (62 52 2 0) (0.86603, 0,0, 0.28868, 0.28868, 0.28368)
Gro\v1  (52420) (0.81650, 0, 0, —0.40825, —0.40825)
Gs1 (625 4 30) (0.81650, 0, 0,0, —0.40825, —0.40825)
Gs1\v1  (52320) (—0.57533,0.41108, 0, —0.41108,0.57533)
(0.41108,0.57533, 0, —0.57533, —0.41108)
Gs3 (635 30) (0.81650, 0, 0,0, —0.40825, —0.40825)
Gss\v1  (5°30) (—0.70711,0,0,0,0.70711)
Tabela 1V.4: Grafos com 7 vértices
Grafo Spec Vetor de Fiedler
G169 (7642210) (—0.91287,0,0.18257,0.18257,0.18257, 0.18257,0.18257)
Gigo \v1  (63130) (—0.84573,0,0.35993, 0.35993, —0.03121,0.15708)
(—0.07291, 0, —0.28784, —0.28784, —0.23187, 0.88046)
(—0.28183,0, —0.29597, —0.29597, 0.86329, 0.01048)
Gaog (7653210) (—0.91287,0, —0.18257, —0.18257, —0.18257, —0.18257, —0.18257)
Gaog \v1  (642120) (0.75040, 0, 0.28366, —0.34469, —0.34469, —0.34469)
(0.48672,0, —0.84825,0.12051,0.12051, 0.12051)
Gasr (764%2210) (—0.91287,0,0.18257,0.18257,0.18257, 0.18257, 0.18257)
Gazr \v1 (632 1%20) (0.87899,0, —0.12724, —0.12724, —0.31225, —0.31225)
(0.16548, 0, —0.53274, —0.53274, 0.45000, 0.45000)
G308 (7652210) (—0.91287,0,0.18257,0.18257,0.18257,0.18257, 0.18257)
Gsos \v1 (64212 0) (0.67069, 0, 0.40529, —0.35866, —0.35866, 0.35866)
(0.59175,0, —0.79733, 0.68527, 0.68527, 0.68527)
G309 (7623210) (0.91287,0, —0.18257, —0.18257, —0.18257, —0.18257, —0.18257)
Gso9 \v1 (652210) (0.89443,0, —0.22361, —0.22361, —0.22361, —0.22361)
G310 (765.4142.5910) (0.91287,0,—0.18257, —0.18257, —0.18257, —0.18257, —0.18257)
Gzo\v1 (64.4131.5910) (0.89443,0,—0.22361, —,0.22361, —0.22361, —0.22361)
G335 (7653220) (—0.89443,0,0,0.22361, 0.22361,0.22361, 0.22361)
Gazs \ v (642%0) (—0.44023, 0,0, —0.44023, 0.10497, 0.77549)
(

0.23707,0,0,0.23707, —0.85964, 0.38551)
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0.70711,0,0,—0.70711,0,0)

(
G0 (7625310) (—0.91287,0,0.18257,0.18257,0.18257, 0.18257, 0.18257)
Gaso\vi (654210) (0.89443,0, —0.22361, —0.22361, —0.22361, —0.22361)
G2 (762 4%210) (—0.91287,0, 0.18257,0.18257,0.18257, 0.18257, 0.18257)
Gsgo \v1  (653210) (—0.89443,0,0.22361,0.22361, 0.22361, 0.22361)
e (7% 6 32 20) (0.89443, 0,0, —0.22361, —0.22361, —0.22361, —0.22361)
Gssr \v1  (62230) (0.25068, 0, 0, —0.00067, —0.79802, —0.54802)
(0.81953,0, 0, —0.17589, —0.10934, —0.53431)
(—0.12463,0,0,0.84798, —0.31813, —0.40521)
G308 (7652320) (—0.89443,0,0,0.22361,0.22361, 0.22361,0.22361)
Gsos \v3 (64222 0) (—0.29407, 0,0, —0.66996, 0.48201, 0.48201)
(0.81457,0, 0, —0.54877, —0.13290, —0.13290)
Gz (764330) (0.86603,0, 0,0, —0.28868, —0.28868, —0.28868)
Guz1\v1 (63%0) (—0.40825,0, 0,0, —0.40825, 0.81650)
(0,0.78868, —0.21132, —0.57735,0, 0)
(0.50000, 0.14943, —0.55768, 0.40825, —0.50000, 0)
(—0.50000,0.14943, —0.55768, 0.40825, 0.50000, 0)
Gazo (76%410) (—0.91287,0,0.18257,0.18257,0.18257, 0.18257, 0.18257)
Guz\v1 (652310) (0.89443,0, —0.22361, —0.22361, —0.22361, —0.22361)
Gz (7765320) (0.89443,0, 0, —0.22361, —0.22361, —0.22361, —0.22361)
Gaza \v1 (6%4220) (0.81573,0, 0, —0.40901, —0.40901, 0.00229)
(—0.29082, 0, 0, —0.28760, —0.28760, 0.86602)
Gan (7625420) (—0.89443,0,0,0.22361,0.22361, 0.22361,0.22361)
Gann\va (654320) (—0.86603,0, 0,0.28868, 0.28868, 0.28868)
Gso (7 62 42 30) (0.86603,0, 0,0, —0.28868, —0.28868, —0.28868)
Giso \v1  (65330) (0.52238, —0.47419, 0.23709, 0.23709, 0.094761,0.61714)
(—0.55023, —0.60324, 0.30162, 0.30162, 0.27802, 0.27221)
(0.30171, —0.27913, 0.13956, 0.13956, —0.76183, 0.46012)
G2 (762 4%230) (—0.86603,0, 0,0, 0.28868, 0.28868, 0.28868)
Giez \v1  (653%0) (0.68518, —0.39282, 0.37577,0.01706, —0.34259, —0.34259)
(—0.44407, —0.60610, 0.57978, 0.02632, 0.22204, 0.22204)
(0, —0.38079, —0.43511,0.81589, 0, 0)
Gae7 (76*10) (—0.91287,0,0.18257,0.18257,0.18257, 0.18257, 0.18257)
Guer \v1 (65%10) (0.89443,0, —0.22361, —0.22361, —0.22361, —0.22361)
Ges (72624 20) (0.89443,0, 0,0, —0.22361, —0.22361, —0.22361, —0.22361)
Gies \v1 (625320) (0.86603,0, 0, —0.28868, —0.28868, —0.28868)
Gano (763520) (—0.89443,0,0,0.22361,0.22361, 0.22361,0.22361)
Guaro\vs (652420) (—0.86603,0, 0,0.28868, 0.28868, 0.28868)
Gars (7265430) (—0.86603,0, 0,0, 0.28868, 0.28868, 0.28868)
Gurs \vs  (6%43%0) (0.78665,0, 0,0, —0.20387, —0.58277)
(-

0.21876,0,0,0,0.79063, —0.57187)
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—0.16667,0,0.83333, —0.5, —0.16667, 0)
0.83333,0, —0.16667, —0.5, —0.16667, 0)

Gls0 (763430) (0.86603, 0, 0,0, —0.28868, —0.28868, —0.28868)
Gago \ vs (0.81634, —0.00812, —0.00812, 0.01624, —0.40817, —0.40817)
(—0.01624, —0.40817, —0.40817,0.81634, 0.00812, 0.00812)
Glss (0.89443,0,0, —0.22361, —0.22361, —0.22361, —0.22361)
Gasg \ v1 (—0.86603, 0,0,0.28868, 0.28868, 0.28868)
Glso (—0.86603,0,0,0,0.28868, 0.28868, 0.28868)
Guso \ v1 (0.54239,0,0,0,0.25735, —0.79974)
(—0.61031,0,0,0,0.77488, —0.16457)
Guo1 7262530) (0.86603, 0, 0,0, —0.28868, —0.28868, —0.28868)
Gag1 \ vs (0.81650, 0, 0,0, —0.40825, —0.40825)
Glags 726 5% 40) (—0.81650,0,0,0,0,0.40825,0.40825)
Glag6 \ v3 (-0.70711,0,0,0,0,0.70711)
(—0.67082,0.22361, —0.22361, 0.67082, 0)
(0, —0.22361, —0.67082, 0.67082, 0.22361, 0)
Gag7 (—0.86603,0,0,0,0.28868, 0.28868, 0.28868)
Gag7 \ 1 (0.81650, 0, 0,0, —0.40825, —0.40825)
Glog (0.81650, 0,0, 0,0, —0.40825, —0.40825)
Gags \ v1 (—0.70711,0,0,0,0,0.70711)
G500 (—0.81650,0,0,0,0,0.40825, 0.40825)
G500 \ v4 (—0.61850, 0,0, —0.34272, 0.34272, 0.61850)
(—0.34272,0,0,0.61850, —0.61850, 0.34272)
G502 (0.81650, 0,0, 0,0, —0.40825, —0.40825)
Gs02 \ v1 (—0.70711,0,0,0,0,0.70711)
G505 (0.91287,0, —0.18257, —0.18257, —0.18257, —0.18257, —0.18257)
G505 \ v1 (—0.16667,0, —0.16667, —0.5,0.83333,0)
(
(
(

0.22361,0,0.22361,0.22361, 0.22361, —0.89443)

A partir destas andlises, alguns resultados foram obtidos e sdo apresentados na préxima

secao.

IV.3 Resultados Tedricos

Com base nos experimentos computacionais, apresentamos, a seguir, as principais con-
tribuicbes tedricas dessa dissertagdo. Antes, porém, definimos uma classe de grafos 3, 4.

Definicao IV.2. Seja S, 4 a classe de todos os grafos conexos com n vértices e com pelo menos

um vértice v de grau d.

Neste trabalho, considere d = n — 2.
Tomemos G € S, ,—2 € v um Vvértice de grau (n — 2). Denote v; como o vértice de G, que nédo é
adjacente a v, (v; » v). Assim, podemos particionar o conjunto de vértices V' de G da seguinte
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maneira Vi = {u1}, Va = {v; € V/v; ~vi ev; ~ v}, Vi = {v; € V/u; w v1 e v; ~ v} e Vy = {v},
onde
V=ViulWuVs3UuV,.

A Figura IV.1 ilustra a estrutura de um grafo G € 3, ,,_» com as partigbes V; a Va.

G, =G[V, ]

G, =G[V;]

Figura IV.1: Estrutura de um grafo G € Sy, ,,—2

Os grafos induzidos pelas particdes V;,1 < i < 4 sao denotados por G;, com respectiva-
mente n; vértices. De acordo com a particdo proposta, o grafo é rotulado de forma que a matriz
laplaciana de G pode ser escrita na forma de blocos da seguinte maneira

d(vy) -1 0 0
L(G) . -1T L22 + I L23 -1
B o’ Lo Las+1 -1 ’

07 -17 17 d(v)

onde L;; = L(G;),Vi 2 < i < 3. O subgrafo obtido de G pela remogéo de v, G \ v, tem a matriz
laplaciana dada por

dv)) -1 0
L(G\v)=| 17 Ly L
0" Ly Lss

A partir da caracterizagdo da matriz laplaciana, obtivemos os dois principais resultados
dessa dissertacao.

Proposicao IV.3. Sejam G € S, ,,—2 e v 0 vértice de grau (n — 2), tal que ny < nz + 1. Se
G =GV (G1+ (G3V Gy)), entdo ¢(v) =0 e a(G) = 6(G) = na.
Demonstracao:

Suponhamos que G = GV (G1+(G3VGy)) e que ny < nz+1. Logo, G\v = G2V (G1+G3).
Pela Proposigéao 1.28, temos que os autovalores de L(G) e L(G \ v) sao
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{ng + n3 + 2, mi(Ga2) + n3 + 2, ..., pno—1(G2) + n3 + 2, pi(Gz3VGy) + no,...,
png (G3 V Gy) + ng,ng, 0} =
{ne + n3 + 2, t1(G2) + n3 + 2, ..., pny—1(G2) + n3 + 2, ng + na+ 1, u1(G3) + na+ 1, ...,

Mng—l(G?)) +n9 +1, TLQ,O} e
{nZ + n3 + 17”1(G2) + n3 + 17 s ’:U’nzfl(GZ) + n3 + 17:“’1(G3) + na, ... 7:U’n371(G3) + n27n270}!
respectivamente.

Como por hipétese ny < ng + 1, tem-se que ng < fin,—1(G2) + ng +2 € no < pin,—1(G2) +

n3 + 1. Portanto, a(G) = n2 € a(G \ v) = ny e, conseqlientemente, ¢(v) = 0. Além disso, como
d(v1) = ng, conclui-se que a(G) = §(G) = no.M

Proposicao IV.4. Sejam G € S, ,, o talque ny <n3+1. Se G =G>V (G + (G3V Gy)) e

_ - _ . -
0 0
a(G) a(G)
0 _ 0
T = -1 EXx = -1 )
n—1—a(G) n—2—a(QG)
n—1—a(Q) n—2—a(Q)
-1 -1
| n—1—4a(G) | | n—2—4a(G) |

entdo z e T sdo os vetores de Fiedler de L(G) e L(G \ v), respectivamente.
Demonstracao:

Suponhamos que G € 3, e G = G2 V (G1 + (G3 V Gy)) tal que n2 < n3 + 1. Denotamos
por J a matriz cujas entradas sdo todas iguais a 1. Entao, pela Proposi¢ao IV.3, temos que

0
a(G) -1 0 0 a(G)
AT L4+ 1 - -1 0
(@)= 0" T Ly+I -1 -1 @
T AT AT _ n—1-a
0 1 1 (n—2) E n—1-a(G)
—1
n—1-—a(G)
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a(G)
0 0
0
Lae) | =) N —a(G)
n—1-—a(G) n—1-—a(G)
—a:(G) -1
L n—1-4a(G) n—1-—a(G)

Logo, = € um vetor de Fiedler de L(G). De maneira similar, mostra-se que L(G \ v) - &
a(G\v)-z.1

Com base nos testes computacionais, observamos que em todos os casos em que G
possui um vértice de grau (n — 2), que gera ¢(v) = 0, G é um join e o vetor de Fiedler tem um
comportamento padrao, por isso suspeitamos fortemente que a reciproca das Proposicdes IV.3 e
IV.4 sejam verdadeiras e enunciamos estes resultados em forma de conjecturas.

Conjectura IV.5. Seja G € S, tal que ne < ng + 1. Entdo, ¢(v) = 0 se e somente se G =
Gy V (Gl + (Gg V G4)).
Demonstracao:

(=) Em aberto.
(<) Proposigao IV.3.

Conjectura IV.6. Seja G € ), tal que ne < n3 + 1. Entéo, ¢(v) = 0 se e somente se os vetores
de Fiedler z e T de L(G) e L(G \ v), respectivamente, sdo da forma

1 1
0 0
a(G) a(G)
0 _ 0
T = 1 ez = 1
n—1—a(Q) n—2—a(Q)
n—1-—a(Q) ; n—2—a(Q)
-1 -1
n—1-a(QG) | n—2—a(G)

De acordo com a Proposicao IV.3, temos que se ny < ng+1e G = G2V (G1 + (G3 V Gy)),
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entdo ¢(v) = 0. Entretanto, outros resultados decorrem do fato de que G = G2V (G1 + (G3 V Gy)).
Como pode ser visto na Tabela IV.5, qguando consideramos ny > ng3 + 2, outros casos podem ser
gerados inclusive ¢(v) = 0.

| a@ | aG\v) | 6(v) |
a(G2) +nz +1 1
a(Ga) +n3+2 ou ou
N9 a(Gy) +n3 +2 —ny
ou
CL(GQ) +n3+1| ny — CL(GQ) —ng—1
N9 ou ou
no O

Tabela IV.5: Outros resultados para ¢(v)

Através da Tabela IV.5, podemos observar que o valor da fungéo ¢(v) depende da conec-
tividade algébrica de G2 em dois casos e, portanto, de acordo com [33] pode assumir qualquer
valor menor ou igual a 1. Além disso, podemos observar que os grafos que geram ¢(v) = 0 sdo
aqueles em que a(G2) = na —n3 — 2 0u a(Gy) = ny — ng — 1, onde ny > ng + 2.
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Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, solucionamos parcialmente a questao levantada por Kirkland [33]. Com o
objetivo de solucionar esta questéo, analisamos o comportamento da fungéao de perturbagao ¢(v)
dentro de algumas familias de grafos e em grafos resultantes de operagdes, onde verificamos a
ocorréncia tanto da funcdo ¢(v) = 1 quanto ¢(v) = 0, vide Tabela Il.1. A partir dessa analise,
decidimos investigar a funcdo ¢(v) = 0, pois a fun¢do de perturba¢do nula ainda ndo havia sido
caracterizada. Uma das contribuicdes de nossa pesquisa nessa primeira fase, foi o calculo do
intervalo para a conectividade algébrica dos grafos resultantes da operagédo ponte de ligagéo
entre completos. Na segunda fase de nossa pesquisa, verificamos dentro das familias de grafos
estudadas quais possuiam vértices de grau (n — 2) e, se possuiam, que fungéo de perturbacao
geravam. Essa andlise foi estendida a todos os grafos conexos com n vértices, 4 <n < 7,em
arestas, 3 < m < 21 dos quais 505 apresentavam vértices de grau (n — 2). Desse total, 46 grafos
geravam ¢(v) = 0. Analisamos a estrutura desses grafos e concluimos que eles necessariamente
sao formados por um join de 4 grafos. Entao, rotulamos e particionamos estes grafos de forma
que suas matrizes laplacianas fossem divididas em blocos. A partir da caracterizacdo da matriz
laplaciana, conseguimos provar o nosso principal resultado teérico, apresentado na Proposicéao
IV.3, onde provamos que se G = G2 V (G1 + (G3 V Gy)), tal que ng < n3 + 1, entédo ¢(v) =0 e,
portanto, a(G) = 6(G) = nq. Desse resultado decorreram a Proposigao V.4, onde caracterizamos
os vetores de Fiedler para estes grafos, e as Conjecturas IV.5 e IV.6, que acreditamos serem
verdadeiras, levando-se em conta o que foi observado nos experimentos computacionais. Vale
ressaltar que os resultados obtidos foram de fundamental importancia para descrevermos os
grafos com ¢(v) = 0, onde d(v) = n — 2, porém ainda ha muito a ser investigado no que se
refere & abrangéncia da funcdo ¢(v) = 0. Desta forma, sugerimos como trabalhos futuros a
demonstracao das conjecturas apresentadas no Capitulo 1V, assim como, a caracterizacao dos
grafos G = G, V (G1 + (G3 V G4)) nos quais a(G2) = na — ng — 2 ou a(G2) = ny — ng — 1, onde
no > ng + 1.
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Apéndice A -Grafos que possuem vértices de grau (n — 2) e seus subgrafos
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Os grafos apresentados abaixo possuem pelo menos um vértice de grau (n — 2), cuja

remogao gera uma fungao ¢(v).

Estes vértices foram rotulados e destacados nas cores azul e

verde. Os vértices de cor azul geram ¢(v) = 0, enquanto que a remogao dos vértices de cor
verde geram ¢(v) # 0. Os vértices rotulados e ndo removidos séo vértices isomorfos e, portanto,

foram desconsiderados.

<
<
N

e—0

L
A1.1: Gy A1.2:Gi\n
Vz V,l
v, v, v,
A.1.6: G3\v1 A1.7: G4
%
A1.11: Gs A1.12: Gg \ v1
- f
A1.16: Gs \ A1.17: Gy
V4
V1 VZ
Vo
A.1.21: G1() \ V3 A.1.22: G11

v|‘| VZ
v, AVQ v, v v,

A1.3: G2 A1.4: G\ v1 A1.5: Gs
A
Y2 ! @ ®
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A
®—©
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»
Vi
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A.1.56: Ggg A.1.57: ng \ V1 A.1.58: G29 A.1.59: Ggg \’U1 A.1.60: G30
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Apéndice B -Analise da funcao de perturbacao para grafos com n vértices,
4 <n<T7,emarestas, 3 <m < 21, que possuem vértices de grau
(n—2)

Tabela B.1: Grafos com 4 vértices

Grafo Spec o(v)
G1 (3.41 2 0.59 0)

Gi\vi (202 0.59
Go (4310)

Gy\vi  (310) 0
G3 (4 22 0)

Gs\vi  (310) 1
Gy (4220)

Gi\vr  (320) —1

Tabela B.2: Grafos com 5 vértices

Grafo  Spec o(v)
Gs (4.17 2.31 1 0.52 0)

Gs\vi (209 0.52
G (4.30 3.62 1.38 0.70 0)

Ge\vi (3102 0.70
G (4.17 3 2.31 0.52 0)

Gr\vi (2207 0.52
Gs (4.48 2.69 2 0.83 0)

Gs\vi (3102 0.83
Gy (54210)

Go\v1  (4120) 0
G1o (4.48 4 2.69 0.83 0)

Gio\vi  (320%) 0.83
Gio\vs (3.4120.590) 0.24
G (4.62 3.62 2.38 1.38 0)

Gi1\v1  (3.4120.590) 0.79
G2 (53220)

Gia\v1 (4120) 1
G13 (54%210)



Giz\vi (4310) 0

G4 (54.41 3 1.59 0)

Giu\vi  (4310) 0.59

G1s (54320)

Gis\ v (4220) 0

Gi6 (52420)

Gig\v1 (4220) 0

Gi7 (52 320)

Giz\v1 (4220) 1

Gis (523 0)

Gig\v1  (4°0) —1
Tabela B.3: Grafos com 6 vértices

Grafo Spec o(v)

G1g (5.09 2.43 12 0.49 0)

Gio\vi (20% 0.49

Gao (5.11 3.79 1.47 1 0.63 0)

Gypo\vi (3103 0.63

Go1 (5.09 32.43 1 0.49 0)

Gor\v1 (22 0%) 0.49

Gaa (5.243210.76 0)

G \v1 (3103 0.76

Go3 (5.24 4.73 2 1.27 0.76 0)

Goz\v1  (4120?%) 0.76

Goy (5.11 4.30 2.75 1.14 0.70 0)

Gog \v1  (3.4120.59 0%) 0.70

Gas (5.244310.76 0)

Gas \v1  (3%20%) 0.76

Gos (5.27 3.86 2.53 1.45 0.88 0)

Gog \v1  (3.4120.59 0?) 0.88

Gor (5.11 3.79 3 1.47 0.63 0)

Gor\vi  (3210%) 0.63

Gog (5.09 4 2.43 2 0.49 0)

Gaog\v1  (3210?%) 0.49

G (5.51 3.57 22 0.91 0)

Goo \v1  (4120?%) 0.91

G0 (5.24 322 0.76 0)
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Gso\vi (32107 0.76
Gs1 (5.24 4.73 4 1.27 0.76 0)

Gs \v1  (4310%) 0.76
G2 (652210)

Gz \v1  (5140) 0
G33 (5.30 4.86 3.25 1.70 0.89 0)

Gs3\v1  (4.172.3110.520) 0.37
Gaz\ vy (4310% 0.89
G34 (5.24 532 0.76 0)

Gag\v1  (4.172.3110.520) 0.24
G3s (5.12 4.55 3.47 2.14 0.73 0)

G35 \v1  (3.622.621.380.38 0) 0.35
Gs36 (5.37 4.53 3 2.21 0.89 0)

Gz \v1  (4220%) 0.89
G37 (5.5143.5720.910)

Gar\v1  (4310% 0.91
Gis (5.09 4% 2.43 0.49 0)

Gss\v1 (32202 0.49
G39 (5.41 4.73 2.59 2 1.27 0)

Gz \v1 (4.172.3110.520) 0.75
G0 (6423 0)

Gyp\vi  (5130) 1
Gu (5.28 4.32 3 2.30 1.11 0)

Ga\v1  (3.622.621.380.380) 0.73
em (5.30 4 3.62 1.70 1.38 0)

Gap\v1  (3.622.621.380.380) 1
Ga3 (5.56 432 1.44 0)

Guz\v1 (4.172.3110.520) 0.92
em (5.24 4 32 0.76 0)

Gu\vi  (3220?%) 0.76
Gus (654210)

Gis\v1 (53120) 0
Gas (5.37 5 4.53 2.21 0.89 0)

G \v1 (42202 0.89
Gas\vs  (4.303.62 1.38 0.70 0) 0.29
Gar (5.51 5 3.57 3 0.91 0)

Gur\ v (42202 0.91
Gy \ vy (4.482.6920.830) 0.08
G (5.24 54 3 0.76 0)

Gas\v1  (4.1732.310.520) 0.24
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Gl (65.17 3.31 2 1.52 0)

G \v1 (53120) 0.52
G50 (5.30% 4 1.702 0)

Gso\vi  (4.30 3.62 1.38 0.70 0) 1
G (5.59 4.86 3.64 2.30 1.61 0)

Gs1\v1  (4.303.62 1.38 0.70 0) 0.91
Gsi\ vy (4.482.6920.830) 0.78
G2 (5.34 5 3.47 3 1.19 0)

Gso\v1  (4.1732.310.520) 0.67
Gs3 (5.56 5 32 1.44 0)

Gs3\v1  (4.482.6920.830) 0.61
G54 (5.41 4.73 4 2.59 1.27 0)

Gsg\v1 (4173 2.310.520) 0.75
Gss (6 42 22 0)

Gss\v1 (53120) 1
Gs6 (5.30 4.62 4 2.38 1.70 0)

Gse \v1  (3.622 1.3820) 0.32
Gz (5.56 4% 3 1.44 0)

Gsr\v1  (4.1732.310.520) 0.92
Gss (5.68 4.54 32 1.79 0)

Gss\v1  (4.482.6920.830) 0.96
G's9 (6 52310)

Gso\vi (54210) 0
G0 (5.51 52 3.57 0.91 0)

Geo \v1 (43 0?) 0.91
Geo \vs  (4.4842.690.830) 0.08
Ge1 (6 5.30 4.62 2.38 1.70 0)

Ger\vi (54210) 0.70
Ge2 (5.56 52 3 1.44 0)

Gea \v1  (4.4842.690.830) 0.61
Ges (6 5.48 3.69 3 1.83 0)

Ges\vi  (54210) 0.83
Gos (65.17 4 3.31 1.52 0)

Gea\v1  (53210) 0.52
Ges (5.62 5.30 4 3.38 1.70 0)

Ges \v1 (4.4842.690.83 0) 0.87
Ges \vs  (4.623.622.381.380) 0.32
Ges (5.68 5 4.54 3 1.79 0)

Ges \v1 (4.4842.690.83 0) 0.96
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Ges \v3  (4.623.622.38 1.380) 0.41
Ger (654320)

Ger\v1  (54210) 1
Ger \v2  (53220) 0
Ges (5.735432.270)

Ges \v1  (4.623.622.381.380) 0.89
Go (65330)

Geo \v1  (53220) 1
Go (6 43 20)

Grno\vr  (53210) 1
Gn (6 5310)

Gr\vi (54210) 0
Gro (625320)

Gr\vi (52220) 0
Gr3 (6 5.48 5 3.69 1.83 0)

Grs\vi (54210) 0.83
Grs\vs (54.4131.590) 0.24
G4 (652 420)

Gr\vi  (54320) 0
G \vs (54210) 1
Grs (6 5.62 4.62 3.38 2.38 0)

Grs\v1  (54.4131.590) 0.79
G're (624 320)

Grs\v1  (52220) 1
G (6 5.41 4% 2.59 0)

Gr\vi (54320) 0.59
Grr\vy (54.4131.590) 1
Grs (6 52 32 0)

Grs\vi (54320) 1
Gr9 (62 52 20)

Gro\vi (52420) 0
G'so (62 5.41 4 2.59 0)

Gso\vi (5%420) 0.59
Gs1 (625430)

Gsi\v1  (52320) 0
Gs1\vy (5%2420) 1
G2 (62 43 0)

G \v1  (5%2320) 1
Gss3 (6°530)

Gss\v1  (5230) 0
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&M (6% 42 0)

Gga\v1  (5230) 1

Gss (6% 40)

Gss\v1  (5%0) -1
Tabela B.4: Grafos com 7 vértices

Grafo Spec o(v)

G'se (6.05 2.48 13 0.47 0)

Ggs \v1  (209) 0.47

Ggr (6.06 3.83 1.52 12 0.60 0)

Ggr\v1  (310% 0.60

Giss (6.05 3 2.48 12 0.47 0)

Gss\v1  (220%) 0.47

Gso (6.133.142120.73 0)

Ggo\v1  (310% 0.73

Goo (6.07 4.8821.34 1 0.70 0)

Goo \v1  (4120%) 0.70

Go1 (6.06 4.34 2.77 1.19 1 0.65 0)

Go1 \v1  (3.4120.59 0%) 0.65

Gz (6.1343.14 12 0.73 0)

Goa \v1  (320%) 0.73

Gos (6.06 3.83 3 1.52 1 0.60 0)

Goz\v1 (32103 0.60

Go4 (6.14 3.96 2.60 1.47 1 0.83 0)

Gos \v1  (3.4120.59 0%) 0.83

Gos (6.0542.48 21 0.47 0)

Gos \v1 (32103 0.47

Gos (6.27 3.86 22 1 0.87 0)

Gos \v1  (4120%) 0.87

Gor (6.133.143210.73 0)

Gor\v1  (3210%) 0.73

Gos (6.05 3% 2.48 1 0.47 0)

Gog \v1  (230%) 0.47

Gog (6.07 4.8841.34 1 0.70 0)

Goo \v1 (43103 0.70

G100 (6.19 5.79 22 1.21 0.81 0)

Gioo \v1 (513 0?%) 0.81
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G1o1 (6.08 5.07 3.26 1.71 1.13 0.76 0)

Gioi \v1 (4.172.3110.52 0%) 0.76
G102 (6.05 5.14 3.03 2 1.08 0.69 0)

Gio2 \v1  (4.172.3110.52 0?) 0.69
G103 (6.14 4.92 3.36 1.74 1 0.83 0)

Gioz\v1 (43103 0.83
G104 (6.06 4.58 3.49 2.15 1.06 0.67 0)

Gios \v1  (3.622.621.380.380) 0.29
G105 (6.27 4 3.86 21 0.87 0)

Gios \v1 (43103 0.87
G106 (6.16 4.69 3 2.31 1 0.84 0)

Gros \v1 (42203) 0.84
Gho7 (6.05 4% 2.48 1 0.47 0)

Gior\v1  (3220?) 0.47
G108 (6.16 4.93 2.67 2 1.33 0.91 0)

Gios \v1  (4.172.3110.52 0?) 0.91
G109 (6.07 4.88 32 1.34 0.70 0)

Groo \v1  (42120%) 0.70
G110 (6.05 5 2.48 22 0.47 0)

Giio\v1  (42120%) 0.47
G111 (6.53 4.52 23 0.95 0)

G\ v (513 0%) 0.95
G112 (6.14 4.38 3.09 2.31 1.19 0.89 0)

Giz \v1  (3.622.621.38 0.38 0?) 0.89
G113 (6.05 4.41 3 2.48 1.59 0.47 0)

Gz \v1  (3.41220.59 0%) 0.47
G114 (6.06 4.34 3 2.77 1.19 0.65 0)

Giia\v1  (3.41220.59 0%) 0.65
G11s (6.06 4 3.83 2 1.52 0.60 0)

Giis\v1  (32120%) 0.60
G116 (6.154.14 3.62 1.79 1.38 0.92 0)

Gig \v1  (3.622.621.38 0.38 0%) 0.92
Giir (6.29 4.24 3.08 2 1.45 0.94 0)

Giir\v1  (4.172.3110.52 0%) 0.94
G1is (6.1343.14310.73 0)

Guis\vi (32203 0.73
G119 (6.14 3.96 3 2.60 1.47 0.83 0)

Giig \v1  (3.41220.59 0%) 0.83
G120 (6.13 4 3.14 22 0.73 0)
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Giao\v1  (32120?%) 0.73
Gia1 (6.27 3.86 3 22 0.87 0)

Gio1 \v1  (42120%) 0.87
G122 (6.19 5.79 4 2 1.21 0.81 0)

Giao \v1  (53120%) 0.81
G123 (6.08 5.24 4.57 2.22 1.14 0.76 0)

Gia3\v1  (4.30 3.62 1.38 0.70 0?) 0.76
G124 (6.16 5 4.69 2.31 1 0.84 0)

G124 \ U1 (4 2 03) 0.84
G125 (6.08 5.40 3.59 3 1.15 0.77 0)

Gros \v1  (4.48 2.69 2 0.83 0?) 0.77
G126 (6.06 5.14 4 3.03 1.08 0.69 0)

Gias \v1  (4.17 3 2.31 0.52 0?) 0.69
Giar (6.27 5 3.86 3 1 0.87 0)

Giar \v1  (42203) 0.87
G128 (6.23 5.85 3.41 2 1.60 0.92 0)

Grag \v1  (53120%) 0.92
Giag \v2  (5.092.43 1% 0.49 0) 0.43
G129 (6.13 6 3.14 22 0.73 0)

Giag \v1 (5.092.43 12 0.49 0) 0.24
G130 (6.08 5.49 3.91 2 1.69 0.83 0)

Gizo \v1  (4.56 312 0.44 0) 0.39
G131 (6.15 5.30 4.14 1.79 1.70 0.92 0)

Gz \v1  (4.30 3.62 1.38 0.70 0?) 0.92
G132 (6.29 4.94 3.89 2.32 1.62 0.94 0)

Giz2 \v1  (4.30 3.62 1.38 0.70 0%) 0.94
G133 (6.06 5.28 3.51 2.82 1.62 0.71 0)

Gizz\v1  (4.302.6220.70 0.38 0) 0.33
G134 (6.15 5.10 3.51 3.08 1.27 0.90 0)

Gizs \v1  (4.17 32.310.52 0%) 0.90
G135 (6.08 5.12 3.96 2.43 1.61 0.80 0)

Gizs \v1  (4.2131.4610.320) 0.48
G136 (6.19 5.21 3.65 2.37 1.66 0.92 0)

Gizs \v1  (4.48 2.69 2 0.83 0?) 0.92
G137 (6.055 4 2.48 2 0.47 0)

Gizr\v1 (432102%) 0.47
G138 (6.16 4.93 4 2.67 1.33 0.91 0)

Gizg \v1  (4.17 3 2.31 0.52 0?) 0.91
G139 (6.08 5.21 3.62 2.86 1.38 0.85 0)

Gizo \v1 (4.302.6220.70 0.38 0) 0.47
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G140 (6.06 5.21 3.87 2.19 2 0.68 0)

Gio\v1 (4.2131.4610.320) 0.36
Gl (6.17 5.31 3.09 3 1.51 0.92 0)

G \v1  (4.48 2.69 2 0.83 0?) 0.92
G142 (6.07 4.88 43 1.34 0.70 0)

G \vi (43210%) 0.70
G143 (6.53 4.52 4 22 0.95 0)

Gus\v1 (531202 0.95
G (6.06 4.71 3.92 2.85 1.79 0.68 0)

Giaa\v1 (3.733210.270) 0.41
G145 (6.32 4.81 3.13 3 1.79 0.94 0)

Giss \v1 (4.48 2.69 2 0.83 0?) 0.94
G146 (6.15 4.62 4.14 2.38 1.79 0.92 0)

G \v1  (3.62%2 1.382 0?) 0.92
G147 (6.29 4.24 4 3.08 1.45 0.94 0)

Gz \v1  (4.17 32.310.52 0%) 0.94
G14s (6.06 4% 3.83 1.52 0.60 0)

Gug\vi (3310?%) 0.60
G149 (6.05 5 3% 2.48 0.47 0)

G \v1  (4230?%) 0.47
G150 (6.30 5.79 2.70 22 1.21 0)

Giso \v1  (5.092.43 12 0.49 0) 0.72
G151 (752%0)

Gis1 \v1  (6140) 1
G152 (6.17 5.10 3.32 2.62 1.68 1.11 0)

Giso \v1  (4.302.6220.70 0.38 0) 0.73
G153 (6.15 5.15 3.34 2.35 2 1.01 0)

Gis3\v1  (4.2131.4610.320) 0.69
G154 (6.14 4.92 3.36 3 1.74 0.83 0)

Gise\v1  (432102%) 0.83
G155 (6.17 4.94 3.84 2 1.75 1.30 0)

Giss \v1  (4.2131.4610.320) 0.98
G156 (6.32 5 3.36 22 1.32 0)

Giss \v1  (4.56 312 0.44 0) 0.88
G157 (6.56 4.68 3.32 22 1.44 0)

Gisr\v1  (5.092.43 12 0.49 0) 0.95
G1s8 (6.14 4.60 3.61 2.68 2 0.98 0)

Giss\v1 (3.733210.270) 0.71
G1s9 (6.15 4.41 3.86 2.80 1.59 1.19 0)
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Giso \v1  (3.733210.270) 0.92
G160 (6.29 4.49 3.60 2.43 2 1.19 0)

Gieo \v1 (4.2131.4610.320) 0.87
G161 (6.30 4.41 3.62 2.70 1.59 1.38 0)

Gie1 \v1  (4.302.6220.70 0.38 0) 1
G162 (6.16 4.69 32 2.31 0.84 0)

Giga \v1 (423 0?%) 0.84
G163 (6.27 4 3.86 3 2 0.87 0)

Gigs\v1 (432102%) 0.87
G164 (6.13 4% 3.1420.73 0)

Gigs \v1  (3310?%) 0.73
G165 (6.13 42 3.1420.73 0)

Gies \v1 (33102) 0.73
G166 (6.195.79 5 3 1.21 0.81 0)

Gige \v1  (54210%) 0.81
G167 (6.08 5.40 5 3.59 1.15 0.77 0)

Gier \v1  (4.48 4 2.69 0.83 0?) 0.77
G168 (6.27 5% 3.86 1 0.87 0)

Gigs \v1 (43 0%) 0.87
G169 (7642210)

Gieo \v1 (63 1%0) 0
G170 (6.24 5.86 4.78 2.43 1.76 0.92 0)

Gio\v1  (5.113.791.47 1 0.63 0) 0.29
Gio\v2 (54210%) 0.92
Gim (6.16 6 4.69 2.31 2 0.84 0)

Giri\v1  (5.113.791.47 1 0.63 0) 0.21
G172 (6.17 5.31 5 3.09 1.51 0.92 0)

Gira \v1  (4.48 42.69 0.83 0?) 0.92
G173 (6.08 5.30 5.21 2.86 1.70 0.85 0)

Girs\v1  (4.30220.70% 0) 0.15
G174 (6.31 5.92 3.97 3 1.86 0.94 0)

Gira\vi (542102%) 0.94
Gira\v2 (5.243210.76 0) 0.18
G175 (6.23 5.85 4 3.41 1.60 0.92 0)

Girs\v1 (532102 0.92
Gi7s \v2  (5.0932.4310.49 0) 0.43
G176 (6.136 4 3.14 2 0.73 0)

Gire \v1  (5.0932.4310.49 0) 0.24
Girr (6.29 5.38 4.18 3.49 1.72 0.94 0)

Girr \v1  (4.48 4 2.69 0.83 0?) 0.94
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Gi1rs (6.10 5.73 3.92 3.49 1.90 0.85 0)

Girs \v1  (4.8132.5310.66 0) 0.19
G179 (6.20 5.39 4.57 3.04 1.88 0.92 0)

Gi79 \v1  (4.623.622.38 1.38 0?) 0.92
G1so (6.06 5.38 4.68 3.11 2.06 0.71 0)

Giso \v1  (4.393.70 2.36 1.14 0.41 0) 0.30
Gis1 (6.53 54.52320.950)

Gigi \v1 (54210%) 0.95
G1s2 (6.08 5.49 4 3.91 1.69 0.83 0)

Gis2 \v1  (4.56 3210.44 0) 0.39
G1s3 (6.32 5 4.81 3.13 1.79 0.94 0)

Giss \v1  (4.48 42.69 0.83 0?) 0.94
G184 (6.15 5.62 4.14 3.38 1.79 0.92 0)

Gigs \v1  (4.62 3.62 2.38 1.38 0?) 0.92
G1ss (6.05 5% 32.48 0.47 0)

Gigs \v1 (4222 0?%) 0.47
G1s6 (6.32 5.21 4.15 3.08 2.29 0.94 0)

Gigs \v1  (4.62 3.622.38 1.38 0?) 0.94
G1g7 (6.08 5.21 4.62 2.86 2.38 0.85 0)

Gisr \v1  (4.30 3.6221.38 0.70 0) 0.15
G1ss (6.06 5.21 4 3.87 2.19 0.68 0)

Giss \v1  (4.213%21.46 0.320) 0.36
G1sg (6.40 5.48 3.17 32 0.94 0)

Gigo \v1  (53220%) 0.94
G190 (6.53 4.52 4% 2 0.95 0)

Gioo \v1  (53210%) 0.95
Gio1 (7 6.09 3.43 22 1.49 0)

Gio1 \v1 (63130) 0.49
G1o2 (6.24 6 4.41 2 1.76 1.59 0)

Gio2 \v1  (5.11 3.79 1.47 1 0.63 0) 0.96
G193 (6.25 5.91 3.52 3.29 1.80 1.23 0)

Gio3\v1  (5.0932.4310.490) 0.74
G194 (6.38 5.85 3.89 2.38 2 1.50 0)

Gioa \v1 (5.113.79 1.47 1 0.63 0) 0.87
Gios \v2 (5.243210.76 0) 0.74
G195 (6.30 5.79 4 2.70 2 1.21 0)

Gios \v1  (5.0932.43 1 0.49 0) 0.72
G196 (6.3263.36321.320)

Gios \v1  (5.243210.76 0) 0.56
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G1o7 (6.17 5.25 4.59 2.73 2.13 1.12 0)

Gio7r \v1  (4.393.70 2.36 1.14 0.41 0) 0.71
G1o8 (6.23 5.59 3.95 3.06 1.69 1.49 0)

Gios \v1 (4.8132.5310.66 0) 0.83
G199 (6.15 5.39 4.31 3.14 1.75 1.26 0)

Gioo \v1  (4.393.70 2.36 1.14 0.41 0) 0.85
G200 (6.56 5 4.41 2.44 2 1.59 0)

Gaooo \v1  (5.11 3.79 1.47 1 0.63 0) 0.96
Ga01 (6.15 5.51 4 3.26 2 1.08 0)

Goor \v1  (4.56 3210.44 0) 0.64
Ga02 (6.24 5.41 4.41 2.59 1.76 1.59 0)

Gooz \ v1  (4.73 3.41 2 1.27 0.59 0) 1
Go03 (6.30 5.30 4.41 2.70 1.70 1.59 0)

Gaoz \v1  (4.30%2 20.70% 0) 0.89
Ga04 (6.16 5 4.69 3 2.31 0.84 0)

Goos \v1 (4222 0?) 0.84
G205 (6.37 5.26 3.68 3.13 2 1.56 0)

Goos \v1 (4.8132.5310.66 0) 0.90
G206 (6.31 4.95 4.21 3.22 1.90 1.41 0)

Goos \ v1 (4.393.70 2.36 1.14 0.41 0) 1
Gao7 (6.18 5.13 4.41 2.87 1.82 1.59 0)

Gaoor \v1 (4.30 3.6221.38 0.70 0) 0.89
Goos (6.29 5.12 3.89 3.32 2.12 1.26 0)

Goos \ v1  (4.393.70 2.36 1.14 0.41 0) 0.85
G209 (6.15 5.29 4.19 2.83 2.19 1.35 0)

Gooo \ v1  (4.30 3.62 2 1.38 0.70 0) 0.65
Ga10 (6.15 5.15 4 3.34 2.35 1.01 0)

Gaoio \v1  (4.21 32 1.46 0.32 0) 0.69
Gor1 (6.20 5.31 3.92 3 2.34 1.23 0)

Gor1 \v1  (4.56 3 22 0.44 0) 0.79
Go1o (6.34 5.34 3.65 3 2.23 1.45 0)

Goio \v1  (4.733.4121.270.59 0) 0.86
Go13 (6.56 4.68 4 3.32 2 1.44 0)

Goiz\v1  (5.0932.4310.49 0) 0.95
Go14 (6.15 5.15 4 3.34 2.35 1.01 0)

Gora \v1  (4.21 321.46 0.32 0) 0.69
Ga1s (6.17 4.94 4 3.84 1.75 1.30 0)

Gois \v1  (4.21 32 1.46 0.32 0) 0.98
Go16 (6.18 5.41 3.68 3 2.59 1.14 0)
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Goig \v1  (4.56 322 0.44 0) 0.70
Gai7 (6.18 5.41 3.68 3 2.59 1.14 0)

Gorr \v1  (4.56 322 0.440) 0.70
Ga1g (6.27 5 3.86 32 0.87 0)

Goig \v1 (4222 0?%) 0.87
G219 (6.60 5 3.66 3 2 1.74 0)

Gaig \v1  (5.243210.76 0) 0.98
G220 (6.32 54 3.36 21.320)

Gaooo \v1  (4.56 321 0.44 0) 0.88
G921 (6.32 54 3.36 2 1.32 0)

Gao1 \v1  (4.56 32 10.440) 0.88
e (6.30 4.62 4.41 2.70 2.38 1.59 0)

Gooo \v1  (4.30 3.62 2 1.38 0.70 0) 0.89
G923 (6.29 4.49 4 3.60 2.43 1.19 0)

Gooz \v1  (4.21 32 1.46 0.32 0) 0.87
Gaoa (6.33 4.85 3.87 3 2.53 1.42 0)

Goag \ w1 (4.56 322 0.44 0) 0.98
G (6.15 4.83 4 3.56 2 1.45 0)

Gaoos \v1 (432120) 0.45
Ga26 (6.13 43 3.14 0.73 0)

Gaas \v1 (3% 0?) 0.73
Gt (6.19 5.79 52 1.21 0.81 0)

Goor \v1  (54210%) 0.81
Gaag (7653210)

Goos \v1  (64212%0) 0
G99 (6.30 6 5.66 3 2.12 0.93 0)

Gaag \v1 (5% 22 0?) 0.93
Gazg \ w3 (5.244.7321.27 0.76 0) 0.17
Ga30 (6.24 5.87 5.29 3.74 1.93 0.92 0)

Gazo \v1 (5 4.41 3 1.59 0%) 0.92
Gozo \ vz (5.11 4.30 2.75 1.14 0.70 0) 0.22
e (6.17 6 5.26 3.64 2.08 0.86 0)

Gozi \v1  (5.114.30 2.75 1.14 0.70 0) 0.16
G2 (6.315.92 5 3.97 1.86 0.94 0)

Gogo \v1  (54210%) 0.94
Goza \v2  (5.244310.76 0) 0.18
Gas3 (6.09 5.67 5 4.33 2.07 0.84 0)

Goszz \v1  (4.7343.41 1.27 0.59 0) 0.25
G4 (6.30 5.66 5 4 2.12 0.93 0)

Gazs \v1 (543202 0.93
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Gass (6.53 52 4.52 2 0.95 0)

Gogs \v1 (5421 0%) 0.95
Gase (6.05 53 2.48 0.47 0)

Gass \v1 (43 20?) 0.47
Gagr (7642210)

Gosz \v1  (632120) 0
Gass (6.33 5.94 4.85 3.51 2.42 0.94 0)

Gasg \v1  (5.27 3.86 2.53 1.45 0.88 0) 0.06
Goss \v2 (5 4.41 3 1.59 0?) 0.94
Ga3o (6.136 5 3.14 3 0.73 0)

Gazo \v1  (5.0942.4320.49 0) 0.24
G240 (6.16 6 4.69 4 2.31 0.84 0)

Gogo \v1  (5.11 3.79 3 1.47 0.63 0) 0.21
Gaa (6.53 6 4.52 32 0.95 0)

Gog1 \v1  (5.51 3.57 22 0.910) 0.04
Gosr \v2 (5222 0?) 0.95
G242 (6.11 5.81 4.69 3.91 2.62 0.86 0)

Goso \v1  (4.893.70 3 1.68 0.72 0) 0.06
Go43 (6.08 5.62 5.21 3.38 2.86 0.85 0)

Gosz \v1  (4.62 4.30 2.38 2 0.70 0) 0.15
Go44 (6.06 5.55 5 3.92 2.76 0.71 0)

Gosa \v1  (4.56 4 320.440) 0.27
Gass (6.40 5.48 5 3.17 3 0.94 0)

Gogs \v1  (54320%) 0.94
Ga46 (6.53 5.41 4.52 4 2.59 0.95 0)

Gogs \v1 (5 4.41 3 1.59 0%) 0.95
Gour (6.35 5.81 4.23 4 2.66 0.94 0)

Gogr \v1  (54320%) 0.94
Gass (6.27 6 4 3.86 3 0.87 0)

Gosg \v1 (5.243220.76 0) 0.11
Ga49 (6.40 5.48 5 3.17 3 0.94 0)

Gogo \v1 (54320%) 0.94
Gas0 (76.11 4.79 2.47 2 1.63 0)

Gaso \v1  (642120) 0.63
Gas1 (6.24% 5.41 2.59 1.762 0)

Gas1 \v1  (5.244.7321.270.76 0) 1
Gas2 (6.29 5.91 5.22 3.29 1.80 1.49 0)

Goso \v1  (5.11 4.30 2.75 1.14 0.70 0) 0.79
Gos3 (6.32 65 3.36 2 1.32 0)
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Gosz \v1  (5.244310.76 0) 0.56
Gosa (76.09 43.4321.49 0)

Gosa \v1  (632120) 0.49
Goss (76.244321.76 0)

Goss \v1  (64212%0) 0.76
Gas6 (6.26 5.93 4.78 3.42 2.35 1.26 0)

Gase \v1  (5.11 3.79 3 1.47 0.63 0) 0.63
Gose \ v2  (5.09 42.43 2 0.49 0) 0.77
Gast (6.31 6.10 4.51 3.49 1.90 1.69 0)

Gosr \v1  (5.114.30 2.75 1.14 0.70 0) 0.99
Gosr \v2  (5.27 3.86 2.53 1.45 0.88 0) 0.81
Goss (6.40 5.87 4.86 3.14 2.13 1.60 0)

Goss \v1 (5.27 3.86 2.53 1.45 0.88 0) 0.72
Goss \v2  (5.11 4.30 2.75 1.14 0.70 0) 0.90
Gasg (6.58 5.93 4.55 3 2.23 1.72 0)

Gaoso \v1  (5.24 4.7321.27 0.76 0) 0.96
Gasg \ v2  (5.51 3.57 22 0.91 0) 0.81
Ga60 (6.36 6 4.71 3.16 2.29 1.49 0)

Gogo \ v1  (5.27 3.86 2.53 1.45 0.88 0) 0.61
Ga61 (6.24 6 4.41 4 1.76 1.59 0)

Gog1 \v1  (5.11 3.79 3 1.47 0.63 0) 0.93
Ga62 (6.41 6 4.41 3.59 2 1.59 0)

Gogz \v1  (5.244310.76 0) 0.83
Go63 (6.30 5.79 5 3 2.70 1.21 0)

Gaogs \v1  (5.0942.4320.49 0) 0.72
Ga64 (75%23220)

Gogs \v1  (642120) 1
Goass (6.26 5.61 4.65 3.91 1.88 1.68 0)

Gags \ v1 (4.893.70 3 1.68 0.72 0) 0.96
Goss (6.15 5.89 4.38 3.85 2.37 1.36 0)

Goss \ v1 (4.893.70 3 1.68 0.72 0) 0.64
Gog7 (6.20 5.41 5.25 3.17 2.59 1.37 0)

Gogr \ v1  (4.624.30 2.38 2 0.70 0) 0.67
Goss (6.56 5.38 4.60 3.68 2.13 1.65 0)

Goss \ v1  (5.114.30 2.75 1.14 0.70 0) 0.95
Ga69 (6.38 5.85 4 3.89 2.38 1.50 0)

Gago \v1  (5.24 322 0.76 0) 0.74
Garo (6.18 5.41 5 3.68 2.59 1.14 0)

Goro \v1  (4.564320.440) 0.70
Gor1 (6.32 5.58 4.41 4.13 1.97 1.59 0)
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Gori \ w1 (4.7343.411.27 0.59 0) 1
Goro (6.18 5.41 5 3.68 2.59 1.14 0)

Gora \v1  (4.564320.440) 0.70
Gors (6.34 5.34 5 3.65 2.23 1.45 0)

Gorz \ w1 (4.73 4 3.41 1.27 0.59 0) 0.86
Gora (6.60 52 3.66 2 1.74 0)

Gora\v1 (5.244310.76 0) 0.98
Gars (6.27 5% 3.86 3 0.87 0)

Gors \v1 (4320?) 0.87
Gare (6.38 5.85 4 3.89 2.38 1.50 0)

Gors \v1  (5.11 3.79 3 1.47 0.63 0) 0.87
Gorg \v2  (5.243%220.76 0) 0.74
Gorr (6.32643.36 31.320)

Gorr \v1  (5.09 4 2.43 2 0.49 0) 0.83
Gorr \ w2 (5.243%220.76 0) 0.56
Gors (6.46 5.91 4.24 3.29 2.30 1.80 0)

Gorg \v1  (5.27 3.86 2.53 1.45 0.88 0) 0.92
Gorg (6.32643.36 31.320)

Garg \v1 (5.243220.76 0) 0.56
Gaso (6.60 6 3.66 32 1.74 0)

Gogo \v1  (5.51 3.57 22 0.91 0) 0.83
Gas1 (7542 220)

Gog1 \v1  (632120) 1
Gogo (6.29 5.45 4.32 3.65 3 1.28 0)

Gosa \v1  (4.564320.440) 0.84
Goss (6.61 5.26 4.45 3.39 2.43 1.86 0)

Gosz \v1  (5.27 3.86 2.53 1.45 0.88 0) 0.98
Gosa (6.38 5.41 4.60 3.40 2.59 1.62 0)

Gogs \v1  (4.893.70 3 1.68 0.72 0) 0.90
Goss (6.35 5.59 4.21 3.61 2.68 1.55 0)

Goss \v1  (4.893.70 3 1.68 0.72 0) 0.83
Gosg (6.33 5.41 4.74 3.26 2.59 1.67 0)

Gogs \v1  (4.62 4.30 2.38 2 0.70 0) 0.97
Gogr (6.38 5.41 4.60 3.40 2.59 1.62 0)

Gogr \v1  (4.893.70 3 1.68 0.72 0) 0.90
Gass (6.18 5.34 4.76 3.90 2.19 1.64 0)

Gogs \v1  (4.41431.5910) 0.64
Goaso (6.26 5.77 4 3.67 2.78 1.52 0)

Gagg \v1 (532210) 0.52
G290 (6.33 5 4.85 3.87 2.53 1.42 0)
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Gaogo \ v1  (4.56 43 20.440) 0.98
Gag1 (6.15 5.41 4.83 3.56 2.59 1.45 0)

Goor \v1 (4.41431.5910) 0.45
G292 (6.56 5 4.68 3.32 3 1.44 0)

Gaogo \v1  (5.09 42.43 2 0.49 0) 0.95
G293 (6.56 5 4.41 4 2.44 1.59 0)

Gaogz \v1  (5.11 3.79 3 1.47 0.63 0) 0.96
Ga94 (6.15 5.41 4.83 3.56 2.59 1.45 0)

Gogs \v1 (4.41431.5910) 0.45
G295 (6.30 5.62 4.41 3.38 2.70 1.59 0)

Gags \ v1  (4.624.30 2.38 2 0.70 0) 0.89
G296 (6.18 5.70 4.67 3 2.79 1.66 0)

Gags \v1  (4.734221.270) 0.39
Gag7 (6.24 5.41 53 2.59 1.76 0)

Gogr \ w1 (4.734221.270) 0.49
Gaog (6.49 5.66 4 3.16 3 1.69 0)

Gaog \v1  (5.243220.76 0) 0.93
G299 (6.15 5.51 42 3.26 1.08 0)

Gago \ v1  (4.56 3 0.44 0) 0.64
G300 (6.49 5.66 4 3.16 3 1.69 0)

G300 \v1  (5.243220.76 0) 0.93
G301 (6.70 5.51 3.88 32 1.90 0)

Gso1 \v1  (5.513.57220.910) 0.99
G302 (6.31 5.15 4.48 3.77 2.47 1.82 0)

Gaoz \v1 (4.41431.5910) 0.82
G303 (6.41 5.41 4 3.59 2.59 2 0)

Gsoz\v1 (532210) 1
G304 (6.33 4.85 3.87 3 2.53 1.42 0)

Gaos \v1  (4.56 322 0.44 0) 0.98
G305 (6.60 5 4 3.66 3 1.74 0)

Gaos \v1 (5.243220.76 0) 0.98
G306 (6.32 542 3.36 1.32 0)

Gso6 \ v1 (4.56 3% 0.44 0) 0.88
G307 (6.30 6 5.66 5 2.12 0.93 0)

Gsor \v1 (524202 0.93
Gsor \vs  (5.244.73 4 1.27 0.76 0) 0.17
G308 (7652210)

Gaos \v1  (642120) 0
G300 (7623%210)

Gso9 \v1  (652210) 0
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G310 (76 5.4142.5910)

Gsio\v1 (64.4131.5910) 0
G311 (6.35 6 5.81 4.23 2.66 0.94 0)

Gain \v1 (524207 0.94
Gs11\v3 (5.30 4.86 3.25 1.70 0.89 0) 0.05
G312 (6.27 62 3.86 3 0.87 0)

Gsi2\v1  (5.245320.76 0) 0.11
G313 (6.53 6 5 4.52 3 0.95 0)

Gsiz\v1  (5.5143.5720.910) 0.04
Gaiz\v2 (524202 0.95
G314 (6.40 6 5.48 4 3.17 0.94 0)

Gaia \v1 (52 320%) 0.94
Gs1a \v2 (5.374.53 32.21 0.89 0) 0.05
G315 (6.17 6 5.53 4.40 3.04 0.86 0)

Gsis \v1  (5.124.55 3.47 2.14 0.73 0) 0.13
G316 (6.13 6 52 3.14 0.73 0)

Gs16 \v1  (5.09 42 2.43 0.49 0) 0.24
G317 (6.27 6 5 4 3.86 0.87 0)

Gair \v1 (5.244320.76 0) 0.11
G318 (6.53 6 4.52 4% 0.95 0)

Gaiz\v1 (523202 0.95
G319 (76.24 5.73 3 2.27 1.76 0)

Gag\v1 (652210) 0.76
G320 (76.11 5.30 3.75 2.14 1.70 0)

G \v1 (64.4131.5910) 0.70
G321 (76.245421.76 0)

Gsor \v1  (642120) 0.76
G322 (6.32 6.24 5.58 4.13 1.97 1.76 0)

G320 \v1  (5.244.7341.270.76 0) 1
Gszo \v3  (5.30 4.86 3.25 1.70 0.89 0) 0.87
G323 (6.38 6 5.85 3.89 2.38 1.50 0)

Gsaz\v1  (5.245320.76 0) 0.74
Gsos \ vz (5.30 4.86 3.25 1.70 0.89 0) 0.61
G324 (6.26 6 5.41 4.34 2.59 1.40 0)

Gaoa \v1  (5.124.55 3.47 2.14 0.73 0) 0.67
G325 (6.58 5.93 5 4.55 2.23 1.72 0)

G35 \v1  (5.24 4.7341.27 0.76 0) 0.96
G35 \ w2 (5.5143.5720.910) 0.81
G326 (6.45 6 5.41 4 2.59 1.55 0)

Gs6 \v1  (5.374.53 3 2.21 0.89 0) 0.66
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G3o7 (6.30 5.79 52 2.70 1.21 0)

Gzor \v1  (5.09 42 2.43 0.49 0) 0.72
G398 (75322 0)

Gzas \v1  (642120) 1
G329 (7 6.27 4.86 3.53 2.45 1.88 0)

G \v1 (64.4131.5910) 0.88
G330 (76.11 4.79 4 2.47 1.63 0)

Gszo\vi (643210) 0.63
G331 (76.09 5 3.43 3 1.49 0)

Gaz1\vi (643210) 0.49
G332 (7 6.51 4.57 32 1.91 0)

Gaza\v1 (652210) 0.91
G333 (6.41 6.24 5.41 3.59 2.59 1.76 0)

Gazz \v1  (5.30 4.86 3.25 1.70 0.89 0) 0.87
Gsszz\vs (5.414.732.59 2 1.27 0) 0.49
G334 (6.49 6 5.66 3.16 3 1.69 0)

Gz \v1  (5.245320.76 0) 0.93
Gsza \vs (5.414.732.59 2 1.27 0) 0.42
G335 (7653220)

Gazs \v1 (652210) 1
Gazs \ vz (642%0) 0
G336 (6.41 5.87 5.31 3.94 2.83 1.64 0)

Gasze \v1  (5.284.3232.30 1.11 0) 0.53
Gazs \v2  (5.124.55 3.47 2.14 0.73 0) 0.91
G337 (6.34 6.11 4.86 4.37 2.62 1.70 0)

Gazr \v1  (5.12 4.55 3.47 2.14 0.73 0) 0.97
Gszr \v2 (5.3043.621.70 1.38 0) 0.32
G338 (6.61 5.94 5 3.93 2.64 1.87 0)

Gz \v1  (5.564321.440) 0.43
Gazs \v2  (5.30 4.86 3.25 1.70 0.89 0) 0.98
G339 (6.58 6.10 4.60 4.21 2.69 1.81 0)

Gsz0 \v1  (5.30 4.86 3.25 1.70 0.89 0) 0.92
Gazg \v2 (5.5143.5720.910) 0.90
G340 (6.37 6 5.26 3.68 3.13 1.56 0)

Gaao \v1 (512 4.55 3.47 2.14 0.73 0) 0.83
Gaao \v2  (5.28 4.3232.30 1.11 0) 0.45
G341 (6.37 6 5.26 3.68 3.13 1.56 0)

Gsa \v1  (5.284.3232.30 1.11 0) 0.45
G342 (6.53 5.91 5.35 3.29 3.12 1.80 0)

Gasz \v1  (5.37 4.53 3 2.21 0.89 0) 0.91
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G343 (6.57 6.15 4.70 3.89 3 1.70 0)

Gasz\v1 (5.564321.440) 0.26
Gaaz\v2 (5.245320.76 0) 0.94
G344 (6.326 5 4 3.36 1.32 0)

Gagq \v1  (5.244320.76 0) 0.56
Gaaq \v2  (5.09 42 2.43 0.49 0) 0.83
G345 (7 5.41 542.5920)

Gsgs \v1  (64.4131.5910) 1
G346 (6.39 6.30 4.77 4 2.70 1.84 0)

Gase \v1 (5.37 4.53 3 2.21 0.89 0) 0.95
G347 (6.39 6 4.77 4.62 2.38 1.84 0)

Gssr \v1 (5.3043.62 1.70 1.38 0) 0.46
G348 (6.60 6 5 3.66 3 1.74 0)

Gais \v1  (5.5143.5720.910) 0.83
G349 (6.326 54 3.36 1.32 0)

Gago \v1 (5.244320.76 0) 0.56
G350 (6.27 5.81 5.27 3.92 2.91 1.82 0)

Gsso\v1  (54.41321.590) 0.23
G351 (6.56 5.60 4.75 4.31 3.11 1.67 0)

Gss1 \ v (5.124.55 3.47 2.14 0.73 0) 0.94
G352 (6.70 5.51 5 3.88 3 1.90 0)

Gase \v1  (5.5143.5720.910) 0.99
G353 (6.63 5.81 4.63 4 3.05 1.88 0)

Gas3 \v1 (5.37 4.53 3 2.21 0.89 0) 0.99
G354 (6.18 5.70 5 4.67 2.79 1.66 0)

Gssa \v1  (4.734221.270) 0.39
G3s5 (6.41 6 4.41 4 3.59 1.59 0)

Gass \v1 (5.24 4 320.76 0) 0.83
G356 (6.49 5.66 5 4 3.16 1.69 0)

Gase \v1  (5.244320.76 0) 0.93
G357 (6.15 6 4.83 4 3.56 1.45 0)

Gasr \v1 (543210) 0.45
G358 (6.60 6 42 3.66 1.74 0)

Gass \v1  (5.56 3% 1.44 0) 0.30
G359 (6.49 5.66 5 4 3.16 1.69 0)

Gsso \v1  (5.2443%0.76 0) 0.93
G360 (6.56 52 4.68 3.32 1.44 0)

Gago \ v1  (5.09 42 2.43 0.49 0) 0.95
G361 (76.24 42 31.76 0)
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Gze1 \v1 (643210) 0.76
G362 (6.48 5.93 4.90 3.91 2.68 2.11 0)

Gse2 \v1  (5.30 4 3.62 1.70 1.38 0) 0.73
Gae2 \v2  (5.28 4.3232.30 1.11 0) 1
G363 (6.33 6.25 4.55 3.80 3.20 1.87 0)

Gaez \v1  (5.28 4.3232.30 1.11 0) 0.76
G364 (6.64 6 4.72 3.41 3 2.22 0)

Gsea \v1  (5.414.732.59 2 1.270) 0.95
Gsea \v2 (5.564321.440) 0.78
G365 (6.64 6 4.72 3.41 3 2.22 0)

Gses \v1 (5.564321.440) 0.78
G366 (6.41 6 4.41 4 3.59 1.59 0)

Gags \v1  (5.24 432 0.76 0) 0.83
G367 (7524320)

Gser \v1 (643210) 1
G368 (7643%0)

Gags \v1  (64230) 1
G369 (6.61 5.49 4.80 3.77 3.26 2.07 0)

Gaeo \v1  (5.28 4.3232.30 1.11 0) 0.96
G370 (6.35 5.91 4.76 3.85 2.80 2.33 0)

Gsro\v1  (54.41321.590) 0.74
Gsri (6.39 5.62 4.77 4 3.38 1.84 0)

Gz \vi (543210) 0.84
G372 (6.72 5.67 4.48 3.71 3 2.42 0)

Garz \v1  (5.564321.440) 0.98
Gsrs (6.62 5.41 4.62 4.38 2.59 2.38 0)

Gzrz\v1  (5.3043.621.70 1.38 0) 1
G374 (6.66 5.85 42 3.15 2.34 0)

Gara\ v (5.56 3% 1.44 0) 0.90
G375 (6.41 5.412 3.59 2.592 0)

Gsrs \v1  (54.41321.590) 1
G376 (6.41 5.412 3.59 2.592 0)

G3r6 \v1  (54.41321.590) 1
G377 (6.32 5.58 5 4.13 3 1.97 0)

Gsrr\v1 (4.734221.270) 0.70
G3rs (6.34 5.41 5 4.47 2.59 2.19 0)

Gag \v1 (4.734221.270) 0.92
G319 (6.60 52 4 3.66 1.74 0)

Garo \v1  (5.2443%0.76 0) 0.98
G330 (7625310)
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Gsso\v1 (654210) 0
G3s1 (6.40 62 5.48 3.17 0.94 0)

Gasi \vi  (5%30?) 0.94
Gssi \vs (5.3754.532.21 0.89 0) 0.05
G3s2 (7624210)

Gago \v1 (653210) 0
G383 (6.53 62 4.52 4 0.95 0)

Gass \v1  (5330?) 0.95
Gass \v3 (5.5153.5730.910) 0.04
G334 (6.27 62 5 3.86 0.87 0)

Gaga\v1  (5.245430.76 0) 0.11
G3ss (76.245.7352.27 1.76 0)

Gsss \v1 (654210) 0.76
G3s6 (6.45 6% 5.41 2.59 1.55 0)

Gsse \v1  (5.3754.532.21 0.89 0) 0.66
G3sr (726 3220)

Gasr \v1  (6%2230) 0
G3ss (7 6.30 5.86 4.25 2.70 1.89 0)

Gass \v1  (65.173.3121.520) 0.37
Gsss \v2 (654210) 0.89
G3s9 (76.246431.76 0)

Gsso \v1  (65.173.3121.520) 0.24
G390 (6.39 6.30 6 4.77 2.70 1.84 0)

Gsoo \v1  (5.30% 4 1.70% 0) 0.14
G390 \vs4 (5.3754.532.21 0.89 0) 0.95
G391 (7 6.12 5.55 4.47 3.14 1.73 0)

Gso1 \v1 (6 4.62 3.622.38 1.38 0) 0.35
G392 (76.51 54.5731.910)

G3g2 \v1 (654210) 0.91
G303 (7 6.37 5.53 4 3.21 1.89 0)

Gso3\v1 (653210) 0.89
G394 (7 6.09 52 3.43 1.49 0)

Gags \v1 (642310) 0.44
G305 (6.59 6.25 5.59 4.55 3.20 1.82 0)

Gags \v1  (5.3754.53 2.21 0.89 0) 0.93
Gsg5 \ v (5.5153.5730.910) 0.91
G305 \v3  (5.59 4.86 3.64 2.30 1.61 0) 0.21
G396 (6.63 6 5.81 4.63 3.05 1.88 0)

Gsos \v1  (5.3754.53 2.21 0.89 0) 0.99
Gsgs \ vz (5.59 4.86 3.64 2.30 1.61 0) 0.27
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G397 (6.41 62 4.41 3.59 1.59 0)

Gsor \v1  (5.245430.76 0) 0.83
Gso7 \v3 (5.3453.4731.190) 0.40
G398 (7652320)

Gzos \v1 (654210) 1
Gaos \v3 (642 220) 0
G399 (6.49 5.66 5 4 3.16 1.69 0)

G3go \v1 (5.245430.76 0) 0.93
Gago \v3 (5.41 4.73 4 2.59 1.27 0) 0.42
G400 (6.60 62 4 3.66 1.74 0)

Gaoo \v1  (5.56 532 1.44 0) 0.30
Gaoo \v3 (5.5153.5730.910) 0.83
Ga01 (6.60 62 4 3.66 1.74 0)

Gio1 \v1  (5.56 532 1.44 0) 0.30
G102 (6.57 6.15 5 4.70 3.89 1.70 0)

Gaoz \v1  (5.56 42 31.440) 0.26
Gaoz \v2 (5.245430.76 0) 0.94
G103 (6.70 6 5.51 4 3.88 1.90 0)

Gaoz\v1  (5.5153.5730.910) 0.99
Gaoz \v2  (5.68 4.54 3% 1.79 0) 0.11
G104 (6.62 6.39 4.77 4.38 4 1.84 0)

Gaoa\v1  (5.5153.5730.910) 0.93
Ga05 (6.39 6 5.62 4.77 3.38 1.84 0)

Gaos \v1  (5.30 4.62 42.38 1.70 0) 0.14
G106 (7654220)

Gaos \v1  (653210) 1
Gao7 (7 ) 33 )

Gaor \v1 (6% 2%0) 1
G108 (7 6.28 5.32 4 3.30 2.11 0)

Gaos \v1 (64.623.622.38 1.38 0) 0.73
G 409 (7 6.30 5 4.62 2.70 2.38 0)

Gioo \v1 (6 4.623.622.38 1.38 0) 1
G0 (76.56 54 32.44 0)

Gao\vi (65.173.3121.520) 0.92
Gt (76.24 542 1.76 0)

Gan \vi (642310) 0.76
G2 (6.41 6.32 5.58 4.13 3.59 1.97 0)

Gao\v1 (5.3453.4731.190) 0.78
Guo\vs (5.414.7342.59 1.27 0) 0.70
Gui3 (6.62 6.30 5.41 4.38 2.70 2.59 0)
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Gus\v1  (5.59 4.86 3.64 2.30 1.61 0) 0.98
Gas\vs (5.30241.70% 0) 0.89
Ga14 (6.66 6 5.85 4 3.15 2.34 0)

Gaa\v1  (5.56 532 1.440) 0.90
Gaa\vs (5.59 4.86 3.64 2.30 1.61 0) 0.73
Ga1s (76.17 5 4.31 32.52 0)

Gas\vi  (642220) 0.52
Gus\vs (65.173.3121.520) 1
Ga16 (6.73 6 5.41 4 3.27 2.59 0)

Gae\v1  (5.59 4.86 3.64 2.30 1.61 0) 0.98
Gaig \v2 (5.58 4.54 32 1.79 0) 0.80
Gz (6.62 6.11 5 4.38 3.75 2.14 0)

Gur\v1 (5.34534731.190) 0.95
Gair \v2 (5.56 42 31.440) 0.70
Gais (6.70 6.25 4.76 4.55 3.20 2.54 0)

Gus\v1  (5.59 4.86 3.64 2.30 1.61 0) 0.93
G 19 (6.68 6.32 4.86 4 3.77 2.37 0)

Go \v1  (5.56 532 1.440) 0.93
Gao \v2 (5.68 4.54 32 1.79 0) 0.58
G420 (6.64 6 54.72 3.41 2.22 0)

Gaoo \v1  (5.41 4.7342.59 1.27 0) 0.95
G \v2 (5.56 423 1.440) 0.78
Gao1 (6.48 6 5.41 4.69 2.83 2.59 0)

Gao1 \v1  (5.30 4.62 4 2.38 1.70 0) 0.89
G122 (75.62 5 4.62 3.38 2.38 0)

G \v1  (64.623.622.38 1.38 0) 1
Ga23 (6.73 6 5.41 4 3.27 2.59 0)

Guoz\v1 (5.684.543%21.790) 0.80
Gi24 (6.64 6 54.72 3.41 2.22 0)

Gaog \v1 (5.56 42 31.440) 0.78
Gao5 (76543%0)

Gaos \v1 (642220) 1
G126 (75%420)

G \v1 (642310) 1
ey (6.77 6 4.81 4 3.64 2.77 0)

Gaor \v1  (5.68 4.54 32 1.79 0) 0.98
G108 (6.72 5.67 5 4.48 3.71 2.42 0)

Gaos \v1  (5.56 42 3 1.440) 0.98
G129 (6.62 5.62 5.41 4.38 3.38 2.59 0)

Gaoo \v1 (5.30 4.62 42.38 1.70 0) 0.89
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G130 (641654143592590)

Gazo \v1  (523220) 0.59
Gas1 (764330)

Gaz1\v1 (63%0) 0
Ga32 (763410)

Gazo\v1 (652310) 0
Ga33 (6.53 63 4.52 0.95 0)

Guzz \v1 (5.51 52 3.570.910) 0.04
Gassz\vs (5% 0%) 0.95
Ga34 (7765320)

Gazs \v1  (6242%20) 0
G35 (7 6.37 6 5.53 3.21 1.89 0)

Gazs \v1 (652310) 0.89
Gzs \vs (65.30 4.62 2.38 1.70 0) 0.19
Gase (6.60 63 3.66 1.74 0)

Guaze \v1 (5.56 52 31.440) 0.30
Gaszs \vs (5.51 523.570.910) 0.83
Gazr (76.51 6 4.57 41.910)

Gazr\v1 (652310) 0.91
Gazr \ vy (65.48 3.69 3 1.830) 0.08
Gass (76.246541.76 0)

Gazg \v1 (65.1743.311.520) 0.24
G390 (6.62 6.39 6 4.77 4.38 1.84 0)

Gazo \v1  (5.51 52 3.570.910) 0.93
Gazo \v4 (5.625.3043.381.700) 0.14
G140 (6.70 62 5.51 3.88 1.90 0)

Gao \v1  (5.51523.570.910) 0.99
Guago \vs4 (5.6854.5431.790) 0.11
Gaa (7625420)

Ga\v1 (652310) 1
G \vs (654320) 0
G 42 (7533 0)

Gu2 \v1  (62230) 1
Ga43 (72 6.17 4.31 3 2.52 0)

Gus\vi  (624220) 0.52
Gaas (7 6.30% 5 2.70% 0)

G \v1  (65.304.622.38 1.70 0) 1
Gass (7 6.59 5.86 4.64 3.30 2.61 0)

Gus \v1 (6548 3.69 3 1.830) 0.78
Gus \v2  (65.30 4.62 2.38 1.70 0) 0.91
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Gua46 (76.3464.4742.190)

Gue \v1 (65174 3.311.520) 0.67
Gaar (7 6.56 6 42 2.44 0)

Gur\vi (6548 3.6931.830) 0.61
G148 (7 6.41 5.73 5 3.59 2.27 0)

Gus \v1  (65.1743.311.520) 0.75
Ga9 (7% 5% 32 0)

Guo\v1 (624 22 0) 1
G50 (6.68 6.32 6 4.86 3.77 2.37 0)

Gaso \v1  (5.6854.5431.790) 0.58
Guso \v2  (5.625.304 3.381.70 0) 0.67
Gaso \va  (5.56 523 1.440) 0.93
Gas1 (7 6.30 5.62 5 3.38 2.70 0)

Gusi\vi (654320) 0.70
Gs1\vs  (65.30 4.622.38 1.70 0) 1
G52 (6.73 62 5.41 3.27 2.59 0)

Guso \v1  (5.6854.5431.790) 0.80
Guas3 (7 6.68 5.54 42 2.79 0)

Guss \v1  (65.48 3.69 3 1.830) 0.96
G54 (7 6.56 52 4 2.44 0)

Gusa\v1  (65.1743.311.520) 0.92
Gass (76.30 5.62 5 3.38 2.70 0)

Guss \v1 (6 4.622 2.3820) 0.32
Gs6 (6.74 6.37 5.59 4.73 3.90 2.67 0)

Gase \v1 (5.625.30 4 3.38 1.70 0) 0.97
Guse \v2  (5.6854.54 3 1.790) 0.88
Gse \vs (5.735432.270) 0.40
Gas7 (6.77 62 4.81 3.64 2.77 0)

Gasr \v1  (5.6854.5431.790) 0.98
Gusr\vs (5.735432.270) 0.50
Giss (76.48 5 4.69 4 2.83 0)

Guss\v1 (654320) 0.83
Guss \vs (65.483.6931.830) 1
G 59 (76242 30)

G459 \ (% (6 5 33 ) 0
Guso\vs (654320) 1
G160 (7 6.17 52 4.31 2.52 0)

Gueo \v1 (65.1743.311.520) 1
Gaeo \v3 (64320) 0.52
G61 (6.622 5.41 4.382 2.59 0)
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G \v1  (5.625.30 4 3.38 1.70 0) 0.89
G2 (76242 30)

Gaez \v1  (65330) 0
Ga63 (6.80 6.25 5.45 4.55 3.75 3.20 0)

Gaez \v1  (5.735432.270) 0.93
Ga64 (76.41 542 3.59 0)

Gaes \v1  (653%0) 0.59
Ga6s (7652430)

Gaes \v1  (64320) 1
G166 (7 5.622 5 3.382 0)

Gags \ v1 (6 4.622 2.382 0) 1
Gaer (76*10)

Gaer\v1  (65310) 0
G a68 (7262420)

Gus \v1  (625320) 0
G169 (7 6.51 62 4.57 1.91 0)

Gago \v1 (65%10) 0.91
Gago \vs (65.48 53.691.830) 0.08
G0 (763520)

Garo\v1 (65310) 1
Garo\ve (652420) 0
Gan (7% 53%0)

Gari \v1  (624220) 1
Garo (72 6.30 5.62 3.38 2.70 0)

Garz\v1 (625320) 0.70
Gars (7 6.56 62 4 2.44 0)

Garz3\v1 (65.4853.691.830) 0.61
Gara (72 6.48 4.69 4 2.83 0)

Gaa\v1 (625320) 0.83
Gurs (72 6.17 5 4.31 2.52 0)

Gars \v1  (624220) 0.52
G 76 (7 6.62 6.30 5 4.38 2.70 0)

Gurs \v1 (6 5.62 4.62 3.38 2.38 0) 0.32
Gure \v3 (65.48 53.69 1.830) 0.87
Garr (7 6.68 6 5.54 4 2.79 0)

Garr\v1 (65.4853.691.830) 0.96
Garr\v3 (65.624.62 3.38 2.38 0) 0.41
Gars (7765430)

Gas\v1 (625320) 1
Gars \ vz (6243%0) 0
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G 79 (76.48 6 5 4.69 2.83 0)

Garo\v1  (65.48 53.69 1.830) 1
Garo\vs (652420) 0.83
Guaro \vs (6 5.41 42 2.59 0) 0.24
Glaso (763430)

Gaso \v1  (652420) 1
Gaso \vs (6523%0) 0
Glas1 (7 5.622 5 3.382 0)

Gug1 \v1 (6 4.622 2.3820) 1
Gasg2 (76.736543.270)

G2 \v1  (65.624.62 3.38 2.38 0) 0.89
G483 (7 6 43 )

Gagz \v1  (6°43%0) 1
Glasa (72533 0)

Gugs \v1  (624220) 1
Gass (7 6.62 5.62 5 4.38 3.38 0)

Gags \v1  (65.62 4.62 3.38 2.38 0) 1
Gass \va  (65.414%22.590) 0.79
Gase (76.416543.590)

Gass \v1 (652 3%0) 0.59
Guags \va (6 5.41 42 2,59 0) 1
Gasr (72 52 42 0)

Gagr \v1  (6243%20) 1
Gass (7?63 20)

Gass \ 1 (62 52 20) 0
Gaso (7* 6 4 30)

Guago \v1 (6% 320) 0
G190 (72 6.48 6 4.69 2.83 0)

Gaoo \v1  (6%25%20) 0.83
Gaoo \v3 (62 5.41 4 2.59 0) 0.24
Ga91 (7?6253 0)

Gaor \v1  (625220) 1
Gao1 \vs (625430) 0
G192 (74 52 0)

Gago \v1 (6*40) 1
G193 (72 6.62 5.62 4.38 3.38 0)

Gaoz \v1 (6% 5.41 4 2.59 0) 0.79
Ga94 (735 42 0)

Gaoa \v1  (63320) 1
Gags (72 6.41 5% 3.59 0)
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Gios \v1 (6% 5.4142.590) 1
Guags \v3 (625430) 0.59
G196 (72 6 52 40)

Guos \v1 (625430) 1
Gaos \v3 (6243 0) 0
G197 (7362 30)

Gur\v1 (63530) 0
G 98 (746 4 0)

Gaog \v1 (6*40) 0
G199 (73 6.41 5 3.59 0)

Gago \v1 (63530) 0.59
G's500 (736540)

Gsoo\v1  (63530) 1
Gsoo \vs (63 420) 0
G501 (73 5% 0)

Gso1 \v1 (63 42 0) 1
Glsoo (746 4 0)

Gso2 \v1  (6*40) 0
G503 (74 52 0)

Gsos \v1  (6*40) 1
G504 (7°50)

Gsos \v1  (6°0) -1
G505 (762310)

Gsos \v1 (6110) 0
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