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RESUMO

Em 1956, os pesquisadores Edward A. Nordhaus e Jerry W. Gaddum estuda-
ram o namero cromatico de um grafo juntamente com o niumero cromatico de seu grafo
complementar e obtiveram cotas inferiores e superiores para a soma e o produto deste
invariante em funcao do namero de vértices. Desde entao, qualquer inequacao para a
soma ou produto de um invariante de um grafo e 0 mesmo invariante em seu grafo com-
plementar passou a ser denominada por relagao de Nordhaus-Gaddum. Neste trabalho,
reunimos todos os resultados existentes na literatura para as relagées de Nordhaus-
Gaddum envolvendo os autovalores das matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal.
Como contribuicdes originais, desenvolvemos solugdes parciais para duas conjecturas
sobre maior autovalor da matriz laplaciana, apresentamos uma nova cota inferior de
Nordhaus-Gaddum para o segundo maior autovalor da matriz laplaciana e provamos que
ela & a melhor possivel. Além disso, produzimos novas cotas superiores de Nordhaus-
Gaddum para este autovalor e com base nestes resultados, propusemos uma conjectura
para estudos futuros.

Palavras-chave: relacdes de Nordhaus-Gaddum; autovalores da matriz laplaci-
ana; autovalores da matriz laplaciana sem sinal; cotas.



ABSTRACT

In 1956, Edward A. Nordhaus and Jerry W. Gaddum studied the chromatic num-
ber in a graph and in its complement together. Since then, any bound on the sum and/or
the product of an invariant in a graph and the same invariant in its complement is called a
Nordhaus-Gaddum type relation. In this work, we present a survey of these relations for
Laplacian and signless Laplacian eigenvalues. As original contributions, we present par-
tial solutions for two conjectures about the largest Laplacian eigenvalue, we also present
a new sharp lower bound and show that it is the best possible. In addition, we establish
new Nordhaus-Gaddum sharp upper bounds for the second largest Laplacian eigenvalue
and based on this results, we propose a new conjecture to future research

Key-words: Nordhaus-Gaddum type inequalities; Laplacian eigenvalues; signless
Laplacian eigenvalues; bounds.
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Introducao

Um grafo é uma estrutura G = (V, E), que consiste em um conjunto finito V' cujos
elementos sdo denominados vértices e um conjunto finito £ de combinacoes de dois
elementos de V' denominados arestas. A Teoria Espectral dos Grafos € uma area da
Teoria dos Grafos que relaciona a estrutura de um grafo as propriedades das matrizes
associadas a eles. Com a representacdo matricial podemos tratar os grafos como es-
truturas algébricas, relacionando as propriedades estruturais do grafo ao espectro das
matrizes associadas, ou seja, aos autovalores destas representacdes matriciais.

O marco inicial dos estudos em Teoria Espectral dos Grafos data de 1931, quando
Huickel [36], motivado por estudos em Quimica Quantica, verificou que os autovalores
da matriz obtida através da representacdo de uma molécula de hidrocarboneto como
um grafo estavam relacionados a energia dos elétrons associados a esta molécula. No
entanto, a fundamentacao teérica matematica foi estabelecida somente a partir do artigo
de Collatz e Sinogowitz [61] em 1957 e da tese de doutorado de Cvetkovic [18] em 1971.

Um grafo pode ser representado por diversas matrizes, tais como, matriz de ad-
jacéncia, incidéncia, laplaciana e laplaciana sem sinal. Dentre estas, o estudo dos au-
tovalores relacionados as matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal tem despertado
grande interesse dos pesquisadores nos ultimos anos, tendo em vista que estas apre-
sentam importantes informacdes sobre a estrutura dos grafos. Os autovalores laplacia-
nos tém relagdo com diversos invariantes de grafos, tais como, conectividade, nimero
isoperimétrico, diametro e corte maximal [63]. Além disso, de acordo com Cvetkovic
[14], estudos computacionais em [33] e [59] indicam que o espectro destas matrizes,
especialmente o da matriz laplaciana sem sinal, descreve de forma mais adequada as
propriedades estruturais do grafo, podendo ser mais eficiente para a caracterizagao de
grafos pelo seu espectro.

Dentre as questdes abordadas sobre o espectro das matrizes associadas a gra-
fos, destaca-se a obtengao de cotas superiores e inferiores para estes autovalores e suas
relagcdes com os invariantes de grafos. A determinagao de invariantes combinatérios em
grafos € um problema computacionalmente dificil, pertencente a classe dos problemas
NP-Completo. Por outro lado, atualmente existem algoritmos aproximativos bem eficien-
tes para o calculo dos autovalores de matrizes simétricas. Portanto, o fato de autovalores

estarem relacionados a parametros combinatoriais NP-Completo ressalta a importancia
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da obtencao de cotas para estes autovalores e sua aplicagdo na aceleracao de algorit-
mos exatos e heuristicas para a determinacao de invariantes combinatorios de grafos.

Em 1956, os pesquisadores Edward A. Nordhaus (1912-1998) e Jerry W. Gad-
dum (1924-1964) [54] estudaram o numero cromatico de um grafo G juntamente com o
nimero cromatico de seu grafo complementar G e obtiveram cotas inferiores e superio-
res para a soma e o produto deste invariante em funcao do niumero de vértices. Desde
entdo, qualquer inequagao para a soma ou produto de um invariante de um grafo e o
mesmo invariante em seu grafo complementar passou a ser denominada por relacdo
de Nordhaus-Gaddum. Assim, uma relagao do tipo Nordhaus-Gaddum pode ser escrita
como

01(G) <(G) +7(G) < 62(G)

ou
B1(G) < 1(G)V(G) < Ba(G),

onde ~ é um invariante de G e 61, 6, 31, $2 sao funcdes dadas em termos da ordem e/ou
outro invariante de G.

Neste sentido, a obtengao e o aprimoramento das relagées de Nordhaus-Gaddum
para autovalores das matrizes associadas a grafos constituem uma importante ferra-

menta para o desenvolvimento da Teoria Espectral dos Grafos.

Objetivos e contribuicoes

O escopo desta dissertacao esta nas relagées de Nordhaus-Gaddum envolvendo
invariantes espectrais, mais precisamente, aquelas envolvendo os autovalores das ma-
trizes laplaciana e laplaciana sem sinal.

Diversos pesquisadores se debrucaram sobre estes temas, tais como, Afshari et
al. [2], Aouchiche e Hansen [5], Ashraf e Tayfeh-Rezaie [6], Chen e Das [12], Shi [56], You
e Liu [67], Zhai [68] entre outros. Neste sentido, o objetivo desta dissertagao é estudar
as relacdes de Nordhaus-Gaddum e obter novos resultados quando os invariantes forem
os autovalores das matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal. Além disso, trataremos
de duas conjecturas em aberto na literatura com o objetivo de resolvé-las por completo
ou parcialmente.

Como contribuigdes originais, desenvolvemos solugdes parciais para as duas
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conjecturas sobre maior autovalor da matriz laplaciana, respectivamente, propostas por
You e Liu [67] e Ashraf e Tayfeh-Rezaie [6]. Apresentamos uma nova cota inferior de
Nordhaus-Gaddum para o segundo maior autovalor da matriz laplaciana e provamos que
ela € a melhor possivel. Além disso, produzimos novas cotas superiores de Nordhaus-

Gaddum para este autovalor. Por fim, propusemos uma conjectura para estudos futuros.

Metodologia

A fim de alcancar os objetivos propostos, a metodologia utilizada consiste da
busca nas principais bases de dados cientificos, Scopus, Science Direct e Web of Sci-
ence através de acesso ao Portal de Periddicos da CAPES. Como strings de busca
utilizamos os termos Nordhaus-Gaddum + Laplacian e Nordhaus-Gaddum + signless
Laplacian. Além disso, incluimos o termo de busca Laplacian spread, considerando a
relagao direta entre esta quantidade e a soma dos maiores autovalores laplacianos do
grafo e de seu complementar. Como ferramentas computacionais, utilizamos os softwa-

res Nauty, Blued e Autographix.

Estrutura

Esta dissertacao de mestrado foi construida da seguinte forma: no Capitulo 1
apresentamos 0s pré requisitos basicos da Teoria dos Grafos, Teoria de Matrizes e da
Teoria Espectral dos Grafos, necessarios para a compreensao deste texto. O Capitulo
2 traz uma revisao bibliografica das desigualdades de Nordhaus-Gaddum para os auto-
valores pesquisados. No Capitulo 3 sao apresentados os primeiros resultados originais
que ampliam os estudos das relacées de Nordhaus-Gaddum para o maior autovalor da
matriz laplaciana. Destacamos a demonstracao parcial das Conjecturas 2.1 e 2.2. No
Capitulo 4 nos dedicamos a construgao de novas cotas de Nordhaus-Gaddum inferiores
€ superiores para o segundo maior autovalor da matriz laplaciana, apresentando quatro

novos teoremas e duas proposi¢des. Por fim, apresentamos uma breve conclusao.
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1 Definicoes basicas

Neste capitulo sao apresentadas as definicoes e os resultados da Teoria dos
Grafos, da Teoria de Matrizes e da Teoria Espectral dos Grafos, necessarios para o

desenvolvimento deste trabalho e para compreensao dos capitulos posteriores.
1.1 Teoria dos Grafos

As nocoes basicas da Teoria dos Grafos abordadas nesta secdo, em geral, po-

dem ser encontradas em [1] e [47].

Definicao 1.1. Um grafo é uma estrutura G = (V, E), composta por um conjunto finito
e ndo vazio V(G) = {v1,ve,...,v,}, cujos elementos sdo denominados vertices e um
conjunto E(G) = {e1,ea,...,en}, cujos elementos sdo denominados arestas. Quando

n&do houver ambiguidade, utilizamos apenasV =V (G) e E = E(G).

Definicao 1.2. A ordem e o tamanho de um grafo G correspondem, respectivamente, a

cardinalidade do seu conjunto de vértices e de arestas, denotados por |V | =n e |E| = m.

Definicao 1.3. Cada aresta e = v;v; € E é formada por um par ndo ordenado de ele-
mentos de V. Neste caso, dizemos que e é incidente emv; e v; e que v; e v; Sdo veértices

adjacentes ou vizinhos.

Definicao 1.4. O conjunto dos vértices adjacentes ou vizinhos a v; € chamado vizinhanga
de v;, denotado por N¢(v;) = {v; € V; vv; € E}. O grau do vértice v; € a cardinalidade

do conjunto N¢(v;), denotado por d(v;) = |Ng(v;)].

Definicao 1.5. O grau maximo de G é denotado por A = A(G) = max{d(v;); v; € V} e
o grau minimo por 6 = 6(G) = min{d(v;); v; € V'}.
O ndmerod = d(G) = + 3, c d(v;) é denominado de grau médio de G.

n

Geometricamente os vértices sao comumente representados por pontos e as
arestas por ligagbes entre estes pontos. Neste trabalho trataremos apenas de grafos

simples, ou seja, ndo orientados e sem multiplas arestas ou /loops.

Exemplo 1.1. Na Figura 1 temos um grafo G com V = {vi,v9,v3,04,05},
E = {e1,e2,e3,¢e4,¢5,¢5}. O grau maximo de G é A(G) = d(v4) = 4 e o grau minimo
€0(G) =d(vs) = 1.
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G
U1 V2
€1
€9 &5 €4
[ €6 .
U3 3 V4 6 Vs

Figura 1: Grafo simples G

Definicao 1.6. Uma sequéncia finita vy, v, ...,v; de vértices de um grafo é dita uma
cadeia de v, a vi, quando v,v;11 € E paral < i < k — 1. Cadeias onde o primeiro e o
ultimo vértices sao os mesmos sao denominadas cadeias fechadas.

Um caminho é uma cadeia em que todos os vértices sao distintos. Um caminho
fechado é denominado ciclo. O comprimento de uma cadeia é dado pelo numero de
arestas que nela ocorre. O caminho e o ciclo com n vértices sdo denotados, respectiva-

mente, por P, e C,.

Exemplo 1.2. A Figura 2 apresenta o caminho P, e o ciclo Cs, conhecido como triangulo.

P 4 03

Figura 2: O caminho Py e o ciclo Cs

Definicao 1.7. Dizemos que um grafo G é conexo quando ele possui um unico vértice
ou quando existe um caminho ligando qualquer par de seus vértices. Caso contrario, o

grafo é denominado desconexo.

Definicao 1.8. Um grafo H = (V', E’) é dito um subgrafo de G se V' C V e E' C E,
denotado H C G. Quando cada par de vértices é adjacente no subgrafo se, e somente

se, eles sdo adjacentes em G, temos um subgrafo induzido de G, denotado por G[V'].

Em um grafo desconexo G, dizemos que C; € uma componente conexa de G,
quando C; & conexo e subgrafo maximal de G, ou seja, ndo existe subgrafo conexo

H CG,talque C; C H.
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Exemplo 1.3. Na Figura 3 vemos o grafo G, um subgrafo H e um subgrafo induzido
G[V'] de G.

H GV

Figura 3: G grafo, H subgrafo de G e G[V'] subgrafo induzido de G

Exemplo 1.4. A Figura 4 apresenta um grafo conexo G e um grafo desconexo H com

trés componentes conexas.

G H

Figura 4: Grafo conexo G e grafo desconexo H com trés componentes conexas

Definicao 1.9. O grafo completo, denotado por K,,, é um grafo no qual quaisquer dois

vértices distintos sdo adjacentes.

Definigao 1.10. O grafo complementar de G, denotado por G, é o grafo G = (V. E),
onde um par de vértices é adjacente em G se, e somente se, ndo o for em G, ou seja,

vv; € E se, e somente se, viv; ¢ E.

Exemplo 1.5. A Figura 5 descreve um grafo G e seu complementar G. Note que ao

tomarmos o complementar do grafo complementar teremos novamente o grafo inicial.

G G

Figura 5: Grafo G e seu complementar G
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Definigao 1.11. Seja G um grafo de ordem n. O grau maximo de G é denotado por
A = A(G) = n—1-6(GQ). Analogamente o grau minimo de G é dado por § = §(G) =
n—1—A(G).

Definicao 1.12. Seja G = (V, E) um grafo conexo. Um caminho de comprimento minimo
entre dois vértices v; e v; é chamado uma geodésica entre v; e v;. A distancia entre dois
vértices v; e v; de G, denotada por d(v;, v;), € 0 comprimento de uma geodésica entre v;

ev;.

Definicao 1.13. O maximo das distancias entre dois vértices quaisquer de G é cha-
mado didmetro de G e denotado por d(G). Quando G é um grafo desconexo escrevemos
d(G) = 0.

Definicao 1.14. Uma clique em G é um subconjunto ndo vazio de V tal que todo par de
vértices é adjacente, ou seja, @ # W C V é uma clique se, e somente se, GIW] = K,

ondet = |W|.

Definicao 1.15. Um conjunto independente em G é um subconjunto ndo vazio de V
tal que todo par de vértices sdo nao adjacentes, ou seja, & # W C V é um conjunto

independente se, e somente se, G[W| = K;, onde t = |W|.

Definicao 1.16. Uma coloracao de vértices de um grafo G é uma fungcaoc: V — S tal
que c(v;) # c(v;), sempre que v; e v; s§o adjacentes. A cardinalidade do menor conjunto
S talque c:V — S é uma coloracao de vértices de G é denominado niumero cromatico

de G, denotado por x(G).

Definicao 1.17. Sejam G, = (V1, E1) e Gy = (Va, E») grafos simples de ordem n. Dize-
mos que G, e G4 sdo isomorfos, denotado por G1 = G-, se existe uma fungéo bijetora

f: Vi — Vi, de modo que viv, € E; se, e somente se, f(v1)f(v2) € Es.

Algumas familias de grafos com caracteristicas especificas recebem nomes dife-

rentes. A seguir apresentamos algumas familias que aparecem ao longo deste trabalho.

Definicao 1.18. O grafo linha ¢(G) de G é o grafo obtido tomando as arestas de G como
vértices e dois vértices sdo adjacentes em ((G) se as arestas correspondentes em G

forem incidentes.
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Exemplo 1.6. A Figura 6 exibe o grafo G e seu grafo linha ¢((G).

G (G) e

€1

€ & €4 €2 €4

€3 €6

€3 €6

Figura 6: Grafo G e grafo linha ¢(G)

Definicao 1.19. Um grafo G ¢ dito k-regular ou regular de grau k se todos os seus

vértices possuem grau k, isto €, d(v;) = k, Vv; € V.

Exemplo 1.7. Na Figura 7 temos o grafo K4, que é 3-regular.

K,

Figura 7: Grafo K4

Definicao 1.20. Um grafo G é k-partido se existem k particoes nao vazias e disjuntas do
seu conjunto de vertices, V1 UVL U... UV, =V, tais que, ndo hajam vértices adjacentes

em cada particdo V;. Se k = 2, dizemos que G é bipartido, se k = 3, G é tripartido.

Definicao 1.21. Um grafo é bipartido completo, denotado K, ;, se V.= V; U V,, com

V1| = r, |V2| = s, onde cada vértice de V, é adjacente a todos os vértices de V5.

Exemplo 1.8. A Figura 8 exibe um grafo bipartido G e o grafo bipartido completo K3 4.

Figura 8: Grafo bipartido G e grafo bipartido completo K3 4
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Proposicao 1.1. Um grafo é bipartido se, e somente se, ndo possui cadeias fechadas

de comprimento impar.

Definicao 1.22. Uma arvore é um grafo conexo e sem ciclos. Em uma arvore, todo
vértice v; tal que d(v;) = 1 é chamado de vértice pendente ou folha. Uma arvore com
n — 1 folhas é chamada estrela e denotada por K ,—1. Uma floresta é um grafo sem

ciclos.

Exemplo 1.9. Na Figura 9 ilustramos a estrela K 4.

K4

Figura 9: Estrela K 4

Definicao 1.23. Seja G = (V, E) um grafo conexo com |V| = n, |E| = m ec € N. Se
m = n+c— 1 entdo G é chamado de um grafo c-ciclico. Se ¢ = 0, entao G é uma arvore.
Quando ¢ = 1, entdo G é chamado de um grafo uniciclico, para c = 2, biciclico, e assim

por diante.

Definicao 1.24. Seja G um grafo. Denotamos por G — e o0 grafo obtido a partir de G, pela

exclusdo de uma arestae € E(G).

Definicao 1.25. Denotamos K,_1 + e o grafo de n vértices obtido de K,,_, através da

adicdo de uma nova aresta a um de seus vértices.

Exemplo 1.10. A Figura 10 ilustra o grafo K4 + e.

Kyi+e

Figura 10: Grafo K4 + ¢

Definicao 1.26. Sejam G, = (V4,E1) e Gy = (Vi, Es) grafos com n; e ng Vvértices,
respectivamente. Consideremos Vi = {u1,ug,...,un, } € Vo = {v1,v9,...,v,,}. Temos

que:
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i) a unido de G, e G» é o grafo Gy U G4, cujo conjunto de vértices é V, U V5 e cujo
conjunto de arestas é E; U E,. Esta operagcao também é chamada de soma de G

e G4 e pode ser representada por G1 + Gs;

ii) a jungdo (join) de G, e G2 é o grafo G1 V G, cujo conjunto de vértices é V, UV, e

cujo conjunto de arestas é Ey U Ey U {uvj : u; € Vi evj € Va};

iii) o produto cartesiano de G, e G5 é o grafo G; x G2, cujo conjunto de vértices é
V = Vi x Vi, onde o vértice (u;,v;) é adjacente ao vértice (u;,v,) se u;u; € E; e

v; = v, em Vs ouv;v, € By e u; = u em V.

Exemplo 1.11. Na Figura 11 apresentamos um exemplo do produto cartesiano C3 x Ps.

C3 P, Csx Py (ug,v9)
Uy vy (u1,v1
‘27 v2)
U3 U2 V2 (us, v1) (u2,v1)

Figura 11: Grafos C5 e P, e o produto cartesiano C5 x P,

Definicao 1.27. Dizemos que G = (V, E) é um grafo split de ordem n se o seu conjunto
de vértices V pode ser particionado em dois subconjuntos V e Vs, tais que G[V1] € uma
clique de tamanho k e G|[V;] é um conjunto independente de tamanho n — k. Quando
todos os vértices desse conjunto independente forem adjacentes a todos os vértices da

clique, esse grafo é chamado de split completo, denotado SCi, .

Definicao 1.28. Dizemos que G = (V, E) € um grafo threshold de ordem n se ele pode
ser construido a partir do grafo vazio, definindo-se uma sequéncia binaria (ai, as, . . ., a,)
de 0’s e 1’s, onde a; = 0 representa a adicao de um vértice isolado e a; = 1 representa

a adicao de um vertice dominante, ou seja, adjacente a todos os outros vértices.

As aplicacoes da familia de grafos threshold abrangem diversas areas, como por
exemplo na sincronizacao de processos paralelos [43]. Na Teoria Espectral esta familia
tem sido estudada quanto a sua energia laplaciana e laplaciana sem sinal [34]. Grafos
threshold também podem ser definidos como grafos livres de 2K, Cy e P4 [45]. Notemos

que um grafo split completo SC,, , € um grafo threshold com sequéncia 0" *1*.
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Exemplo 1.12. A Figura 12 apresenta o grafo split completo SC7 4 e o grafo threshold

resultante da sequéncia (110011).

SCq 4 Threshold
' (110011)

Figura 12: Grafo split completo SC; 4 e threshold com sequéncia (110011)

Definicao 1.29 ([11]). Considere ¥ = {G1,G2,...,G,} uma familia de grafos G; de
ordem n; e seja H um grafo com conjunto de vértices V(H) = {vi,va, ..., vp}.
Definimos o H—join dos grafos G; como o grafo G = H|G1, Gy, ... ,G)|, formado
a partir da atribuicdo de cada vértice v; € V(H) como um grafo G; € F e tomando o join
de G; com G; se v; € adjacente av; em H.
Em particular, quando H = P, o P,—join é a operacao usual de join entre G e

Go, oU seja, PQ[Gl, GQ] =G1 V Ga.

Definicao 1.30 ([10]). Denotamos por G(r,s) o H—join de K,, K,, KK, onde H = P,
n=2(r+s)comr,s>1,ousea,G(r s) = P[K,, Ks, K;K,].

Exemplo 1.13. A Figura 13 ilustra o grafo G(2,4).

G(2,4)

Figura 13: Grafo G(2,4) = Py[Ks, Ky, Ky, K>)

Definicao 1.31. Denotamos por G(n,d) a familia de grafos conexos com n vértices e

diametro d.
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Definicao 1.32 ([62]). A classe de grafos G4(ni,ns,...,n4,ng4r1) € composta pord + 1

cliques K, Kp,, ..., Ky, Ky, ,, onde a variavel n;, com1 < i < d+ 1 € a ordem da
i—ésima clique e tomando-se o join de cada clique K,, com as cliques vizinhas K,,, , e

K 2<i<d,onded=d(G).

MNi4+17

A classe de grafos Gg(n1,na, . . ., na,ngy1) tem S n; vértices e S0 %‘”Jr
Zle n;n;+1 arestas. Obviamente, qualquer grafo G4(ni,ne,...,n4, ner1) tem didmetro
d, que € igual a distancia entre os veértices da clique K, e os vértices da clique K, , .

O grau de qualquer vértice da clique K, € n;, — 1 +n;41 + n;—1, para 2 < i < d.
Qualquer vértice em K,,, tem grau n; — 1 + ny e todo vértice em K, , tem grau

Nd+1 — 1 + ng.

Exemplo 1.14. A Figura 14 exibe o grafo G5(3,2,1,4), com 10 vértices e didmetro 3.

Gs(3,2,1,4)
- =~ -~
-, N - , ~
~ -
/7 N l/ N 7’ \\ Vi \

/ \ / N/ \
1 \ \ / v ! \
1 U \
I ! \ 1 1
| | ! | 1
\ \ \ 1
\ \ 1

1
\ S SN /
\\ // \\'/ \\—/ \ /7
S \\___//
K Ky K, Ky

Figura 14: Grafo G5(3,2,1,4)

Definicao 1.33 ([69]). Definimos a classe de grafos By(ni,na,...,n4,n4+1), composta
por d + 1 conjuntos independentes K, Kny,,...,Kn,, Ky,,,, onde a varidvel n;, com
1 <i<d+1 éaordem do i—ésimo conjunto independente e tomando-se o join de cada

conjunto independente K,, com os conjuntos independentes vizinhos K, , e K,, 1

2<i<d,onded=d(B).

A classe de grafos By(ni,na, ..., n4,nar1) tem S5 n,; vértices e 34 ninii
arestas. Obviamente, qualquer grafo By(n1,ns,...,ng,nqr1) € bipartido e tem diametro
d, que é igual a distancia entre os vértices do conjunto independente K, e os vértices
do conjunto independente K, , .

O grau de qualquer vértice do conjunto independente K,,, é n;11 + n;_1, para

2 <4 < d. Qualquer vértice em K, tem grau n; e todo vértice em K,,,,, tem grau ng.
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Exemplo 1.15. A Figura 15 ilustra o grafo Bs(3,2,1,4), com 10 veértices e diametro 3.

Bs(3,2,1,4)

Figura 15: Grafo B3(3,2,1,4)

Definicao 1.34 ([29]). Sejal < s < t < n — 2. A familia de arvores T(s,t) possui
n = s+t + 2 vértices e é formada a partir de dois vértices u e v adjacentes e nao

pendentes, 0s quais estao conectados, respectivamente, a s e t vértices pendentes.

Exemplo 1.16. A Figura 16 exibe os grafos ndo isomorfos da familia T (s,t), comn = 7.

T(1,4) 7(2,3)

Figura 16: Grafos T'(s,t) paran =7

1.2 Teoria de Matrizes

Nesta secdo apresentamos alguns conceitos basicos de Algebra Linear e Teo-
ria de Matrizes em suas formulagdes mais abrangentes, com destaque para aqueles
envolvendo matrizes simétricas. Tais resultados sao a base para a compreensao dos
conceitos em Teoria Espectral dos Grafos apresentados nos proximos capitulos. A me-
nos que seja mencionado anteriormente, todas as matrizes consideradas sao simétricas.

Como referéncias, utilizamos basicamente os livros de Horn e Johnson [35] e Meyer [48].
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Definicao 1.35. Seja M = [a;;] uma matlriz quadrada de ordem n com entradas reais.
A transposta de M é a matriz M obtida trocando-se as linhas pelas colunas de M, ou

seja, MT = [b;j], onde b;; = aji, 1 <i,j <n. Se MT = M, dizemos que M é simétrica.

Definicao 1.36. Denotamos por diag(ai1,...,an.,) @ matriz diagonal de ordem n cujas
entradas que ndo estao na diagonal principal sdo nulas. A matriz diagonal de ordemn em
que todas as entradas da diagonal principal sdo iguais a1 é chamada matriz identidade

e a denotamos por I.

Definicao 1.37. Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Um escalar \ é autovalor
de M se existe um vetor v € R", v # 0, tal que Mv = \v. O vetor v é chamado um

autovetor de M associado ao autovalor \.

Definicao 1.38. Denotamos por Span(vi,va,...,vyk) 0 subespago de R™ gerado pelos k
vetores coluna vy, va,...,vk. O subespaco de R™ gerado pelos autovetores associados

ao autovalor X de M é o autoespago associado a A que denotamos por ().

Definicao 1.39. O polinémio caracteristico de M é definido por Py;(x) = det(M — xI) e

suas raizes \i, \9, ..., \, SG0 exatamente os autovalores de M .

Definicao 1.40. A multiplicidade geomeétrica do autovalor \, denotado por my(\), é a
dimensao do autoespaco associado a este autovalor e a multiplicidade algébrica de ),

denotado por m,(\), € o nimero de vezes que este é raiz de Py(x) = det(M — xI).

Definicao 1.41. O espectro de uma matriz quadrada M é o multiconjunto dos auto-
valores de M dispostos em ordem ndo crescente, denotado Spec(M) = {Ai,...,  \}.
Em alguns casos, o espectro é representado como a matriz 2 x s, onde a primeira li-
nha é constituida pelos s autovalores distintos de M dispostos em ordem decrescente

e a segunda, pelas suas respectivas multiplicidades algébricas, ou seja, Spec(M) =
A1 As

ma(A1) ... ma(As)
Definicao 1.42. O raio espectral de M, denotado por p(M), é o maior valor absoluto de
todos os autovalores de M, isto &, p(M) = max{|\;|; 1 <i < n}, onde \; € um autovalor
de M.

Definicao 1.43. Uma matriz quadrada M é invertivel se existe uma matriz quadrada N
satisfazendo M N = NM = I, onde I representa a matriz identidade de ordem n. A ma-
triz N é representada por M~' e denominada matriz inversa de N. Quando M~ = M™

dizemos que a matriz M ¢é ortogonal.
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Definicao 1.44. Dizemos que duas matrizes quadradas M e N sdo semelhantes se
existe uma matriz invertivel P tal que M = P~'NP. Uma matriz quadrada M é diagona-

lizavel se for semelhante a uma matriz diagonal.
Proposigao 1.2. Matrizes semelhantes possuem o mesmo espectro.

Definicao 1.45. O traco de uma matriz M, denotado trago(M ), é a soma dos elementos

da diagonal principal de M.

Definicao 1.46. Sejam x € R" ey € R". Definimos o produto interno de x e y por
(x,y) = x"y. A norma de um vetor x é definida por ||x|| = \/(x,x). Se (x,y) = 0,
dizemos que x ey sao ortogonais, para quaisquer x ey diferentes de 0. Além disso,

quando ||x|| = ||y|| = 1 dizemos que x ey s&o ortonormais.

A seguir, apresentamos alguns resultados sobre matrizes simétricas que nos au-
xiliam na demonstracdo dos Teoremas 1.2 € 1.4. No que segue M € uma matriz simétrica

de ordem n com autovalores A, A, ...\, € R e autovetores vi,vsa,..., vy, € R™,

Proposicao 1.3. Se M é uma matriz simétrica, entdo todos os seus autovalores sdo

reais.

Proposicao 1.4. Se M é uma matriz simétrica, entdo os autovetores associados a au-

tovalores distintos de M s&o ortogonais.

Lema 1.1. Seja M uma matriz simétrica e real de ordem n. Entao os autovalores de M

satisfazem a seguinte igualdade para todo k =1,...,n.
Me(—M) = =X\ _pr1(M).

Teorema 1.1 (Teorema Espectral). Seja M uma matriz simétrica de ordem n com auto-
valores \1, X2, ...\, € R e autovetores v1,vs, ..., vy, € R", respectivamente associados
a cada autovalor. Entao existe uma base ortonormal de R™ formada pelos autovetores
de M. Além disso, existe uma matriz P ortogonal cujas colunas sao os autovetores de
M, talque P'M P = E, onde E = diag(\1, A\, . .., \,) € a matriz diagonal cujas entradas

sdo os autovalores de M. Ou seja, a matriz M é diagonalizavel.

Dada uma matriz simétrica M de ordem n com autovalores \i, X2,... )\, € R e

autovetores vi,va,..., vy € R"™, sabemos que os autovalores de M sao dados pela
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forma quadratica \; = (Avj,v;) = vil Av; para 1 < i < n. Neste sentido, o Principio
de Rayleigh e o Teorema de Courant-Fischer caracterizam os autovalores de matrizes

simétricas como solugdes de problemas de otimizacao.
Teorema 1.2 (Principio de Rayleigh). Seja M uma matriz simétrica de ordem n e

A1 > X\ > ... > )\, seus autovalores em ordem nao crescente. Entao

AL = Hm\?x (Mx,x) e X\, = ||II|1|1D1<MX ,X).
x||=1 x||=

Demonstragédo. Seja x € R™ unitario. Como P é matriz ortogonal, podemos tomar o
vetor PTx € R™ também unitario, com a; = (PTx); representando a i— ésima coor-
denada do vetor PTx. Pelo Teorema 1.1, E = PTMP, ou seja, M = PEPT, onde
E = diag(A1, ..., \n). Assim

(Mx,x) = xTMx = xTPEPTx = (PTx)TE(PTx) Z Nia? < Z Aa? = Ay
Analogamente,
(Mx,x) = xTMx = xTPEPTx = (PTx)TE(PTx) Z Nia? > Z A2 = \y.

Como A\ = (Avy,v1) € A\, = (Auy, v,) 0 resultado esta provado. O

O Corolario 1.1 apresenta uma formulagao do Principio de Rayleigh para um vetor

0 # x € R™, ndo necessariamente unitario.

Corolario 1.1. Seja M uma matriz simétrica de ordem n e \1 > Xo > ... > \, seus

autovalores em ordem nao crescente. Entao

A1l = max (Mx, %) € )\, =min 7<MX’X>.
x#£0 (X, X) x#0  (X,X)
A expressao << >> € denominada quociente de Rayleigh.
Demonstragdo. Basta notar que <J<‘i";{’>‘> = ‘;HQ(Mx,x> = (M %> mip)» onde % € um
vetor unitério. N

Observando que \; = (Avj,v;), 0 Teorema 1.2 pode ser generalizado para os

demais autovalores de M no Teorema 1.3.
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Teorema 1.3 (Principio de Rayleigh generalizado). Seja M uma matriz simétrica de or-
demn el > X\ > ... > )\, Seus autovalores em ordem ndo crescente. Entdo, para

2<k<n-lel< j<k-1,

A = max (Mx,x).
[1x][=1
x1v;

Analogamente, para2 <k <n—-1ek+1< j<n,

A = min (Mx,x).
[lx][=1
xLv;j

Demonstraggo. Fixado 2 < k <n —1ex € R" tal que ||x|| = 1 e x L v;, tomamos o
vetor PTx € R™ também unitario, com a; = (PTx); representando a i—ésima coordenada
do vetor PTx, entdo paracada 1 < j < k — 1, (PTx, PTv;) = (x,vj) = 0, sendo que
PTv; = e; € 0 j—ésimo vetor da base canonica de R™. Portanto, a; = 0paral <i < k—1.
Logo,

(Mx,x) = (PTx)TE(PTx) =0+ 3 Aaf < 3 Apaf = Ar.
i=k i=1

Analogamente, tomando x L v; paracada k + 1 < j < n, entdo (PTx, PTv;) =
(x,v;) =0, portanto a; = 0 para k — 1 < i < n. Logo,
k n

(Mx,x) = (PTX)TE(PTx) =0+ Y Nia? > Y Aa? = A
=1 =1

O]

Assim como feito anteriormente, o Teorema 1.3 pode ser reformulado para um

vetor 0 # x € R™, ndo necessariamente unitario, como vemos no Corolario 1.2.

Corolario 1.2. Seja M uma matriz simétrica de ordemn e \y > \o > ... > )\, Seus
autovalores em ordem nao crescente. Entao, para2 <k<n—-1el1< j<k-—1,

M
Ay = max XX

g7 6x)
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Analogamente, para2 <k<n—-1ek+1< j<n,

M
\; = min 7< X, X)

g, X

O Teorema de Courant-Fisher traz uma formulagao independente para obtencao
de autovalores através da solugao de problemas de otimizagao, como vemos no Teorema

1.4.

Teorema 1.4 (Teorema de Courant-Fisher). Seja M uma matriz simétrica com autovalo-

resi\i > X >...> \,. Entdo, paral < k <n,

A = max min (Ax, x) (1.1)
U xeU (X, X)
dimU=k x#0
e
A
A = min max X’X>, (1.2)
(x,x)

U xeU
dimU=n—k+1 x#0

onde U denota um subespago do R".

Demonstragdo. Primeiramente, provaremos a equagao (1.1). Seja U um subespago
qualquer de R™ de dimenséo k e vy,va,..., vy, autovetores ortonormais associados,
respectivamente, a \; > A2 > ... > ),. Tomando os subespagos S = [vg,...,Vn] €
T = [vi1,...,Vk], temos que existe um x € U N S, x # 0, pois do contrario teriamos
dimU + dimS = n + 1 o que é impossivel. Neste caso x pode ser escrito como
x = . . a;vi. Sendo assim, tomando a matriz ortogonal P dos autovetores, tal que
PT'MP = E = diag(\,...,\,) e tomando o vetor PTx, cujas entradas sdo da forma

(ag,...,a,)T, ja que x € S. Entao, o quociente de Rayleigh de x é dado por

(Ax,x) _ (PTX)TE(PTx) _ Y he? _ Y Ml
xx)  (PTT(PTx)  >r,a2 — >r,a2  F

Agora, para U = T temos de modo analogo que x = Zle a;vi €

(Ax,x) _ (PT)TE(PTx) _ Y7 haf | 3 Maf
<XaX> - (PTX)T(PTX) - Ek a2 2 Zk 22 = \g-

=1 % i=1""

Logo,

(Ax,x)

AL = max min
U oxeU (X,X)
dimU=k x#0
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A equacao (1.2) segue da aplicagao do Lema 1.1 a equagao (1.1).

(=4)x,x)

(x,x)

—A(A) = A1 (—A) = max  min
dimU:Un—k-l—l i%

_ e AXX)
max ( max >

U xeU (X, X)
dimU=n—k+1 x7#0
. (Ax,x)
= - min max .
xeU (X, X)

U
dimU=n—k+1 x#0
O

O proximo teorema, estabelecido pelo matematico alemao Hermann Weyl (1885-
1955), é a fonte de muitas cotas envolvendo autovalores de matrizes simétricas, ofere-
cendo uma importante ferramenta para o desenvolvimento das relagées de Nordhaus-
Gaddum. Embora essas desigualdades fundamentais sejam conhecidas ha quase um
século, o caso da igualdade foi estabelecido apenas em 1994 por So [57], e seu trabalho
foi inspirado no artigo de lkebe et al. [37]. Por conveniéncia, apresentamos abaixo o

teorema completo de Weyl e So.

Teorema 1.5 (Teorema de Weyl). Sejam M e N matrizes reais e simétricas de ordem n,

com autovalores \;(M) e \j(N) e sgjal < i,j < n. Entdo:
) XNi(M)+XN(N) < Xiyj—n(M+N), sen+1<i+j;
i) Xi(M) + X (N) > Xirj 1 (M + N), sen+1>i+j;
iii) \i(tM + N) > X\;(M), se N é positiva semidefinida.

Em qualquer um destes casos, a igualdade ocorre se, e somente se, existir um

vetor v € R™ ndo nulo que é um autovetor para cada um dos trés autovalores envolvidos.

O Teorema de Perron-Frobenius € um dos mais importantes em Teoria Espectral
dos Grafos, principalmente para o estudo do maior autovalor de um grafo. Antes de

enuncia-lo, relembramos algumas defini¢cdes e resultados preliminares.

Definicao 1.47. Uma matriz simétrica M de ordemn é denominada positiva semidefinida
se x'Mx > 0, para todo x € R". Equivalentemente, M é positiva semidefinida se, e

somente se, todos o0s seus autovalores sdo nao negativos.

Proposicédo 1.5. Se uma matriz M pode ser escritacomo M = BB” para alguma matriz

B, entdo M é positiva semidefinida.
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Definicao 1.48. Dada uma permutacdo ¢ : {1,2,...,n} — {1,...,n}, denotamos
My = QMQT a matriz permutada, onde Q) é a matriz obtida permutando-se as linhas da

matriz identidade de acordo com ¢.

Proposicao 1.6. M, e M possuem os mesmos autovalores e se v é um autovetor de

M, entéo v, € um autovetor de M.

Definicao 1.49. Dizemos que a matriz simétrica M é€ irredutivel se ndo existe permutagao
X Z
¢, tal que My = , onde X eY sao matrizes quadradas. Caso contrario, M é

0 Y
dita uma matriz redutivel.

Definicao 1.50. Uma matriz M é denominada ndo negativa (positiva) quando suas en-

tradas sao nao negativas (positivas). Denotamos por M > 0 (M > 0).

Proposicao 1.7. Seja M uma matriz ndo negativa de ordem n. Entao M é irredutivel

se, e somente se, (I + M)"~! > 0 ou, equivalentemente, I + M + M? + ...+ M"™~ 1 > 0.

Teorema 1.6 (Teorema de Perron-Frobenius). Seja M uma matriz simétrica de ordem n,

ndo negativa, irredutivel e com autovalores \y > X > ... > \,. Entdo:
i) A1 > 0 e existe um autovetor associado com todas as coordenadas positivas;
i) A\1 > X2, ou seja, A1 € um autovalor simples;

i) |\i] < A1, paratodol <i<n;

0 B
iv) A1 = —\, Se, e somente se, existe uma permutacao p tal que M, = .
B 0
Teorema 1.7 ([28]). Seja Muma matriz ndo negativa com raio espectral p(M), cujas
somas das linhas valemry,rs,...,r,. Entdo

min 7; < p(M) < max r;.

1<i<n ~ 1<i<n

Além disso, se M é irredutivel, entao cada uma das igualdades ocorre se, e

somente se, as somas de todas as linhas de M séao iguais.
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1.3 Teoria Espectral dos Grafos

A Teoria Espectral dos Grafos € uma area da Teoria dos Grafos que utiliza-se dos
conceitos da Teoria de Matrizes e Algebra Linear para estudar as propriedades dos gra-
fos. Com a representacao matricial podemos tratar os grafos como estruturas algébricas,
relacionando as propriedades estruturais do grafo ao espectro das matrizes associadas,
ou seja, aos autovalores destas representacdes matriciais. Estas representagbes sao
mais adequadas em aplicagées computacionais e métodos matematicos que auxiliam
na busca de novos resultados em Teoria dos Grafos.

Neste sentido, diversas representacées matriciais sdo utilizadas para estudar um
grafo, tais como, a matriz de adjacéncia A(G), a matriz laplaciana L(G) e a matriz lapla-
ciana sem sinal Q(G). Veremos a seguir as definigoes e alguns dos principais resultados
sobre estas matrizes, que nos auxiliarao na compreensao da revisao bibliografica, bem
como na construcédo dos resultados autorais deste trabalho. As definicbes desta secao

podem ser encontradas em [1] e [17].

Definicao 1.51. Seja G = (V, E) um grafo de ordem n. A matriz de adjacéncia de G € a
matriz quadrada de ordem n, A(G) = [a;j], cujas entradas s§o dadas por
1, se Vv € E,

aij = .
0, caso contrario.

Note que A(G) é real, simétrica e formada por zeros e uns. Portanto, pela
Proposigdo 1.3 todos os autovalores séo reais. Quando ndo houver ambiguidade, deno-

taremos A(G) somente por A.

Definicao 1.52. O polinémio caracteristico de A, denotado por Pg()\) = det(A — \I)
é chamado de polinémio caracteristico do grafo G. Os autovalores de A sdo chama-
dos autovalores de G. O espectro de G é o espectro de A, ou seja, é o multiconjunto

dos autovalores de A dispostos em ordem nao crescente, denotado por Specs(G) =

{AL A2, Ak
Usualmente, o espectro de A também pode ser representado como
A As . o
Speca(G) = ! , onde sdo indicadas as respectivas multiplicidades
ma(A1) . mg(As)

dos s autovalores distintos.

O maior autovalor de G é denominado indice de G.
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O espectro de um grafo desconexo é a unidao dos espectros de suas respectivas
componentes [9]. Neste sentido, o Teorema de Perron-Frobenius (Teorema 1.6) garante

que o raio espectral € o indice do grafo, pois grafos conexos tém matrizes de adjacéncia

irredutiveis.

A seguir, apresentamos alguns resultados conhecidos sobre os autovalores de G.

Proposicao 1.8 ([17]). Seja \1 o indice de um grafo G. Entao
d< )\ <A
Além disso, d = )\ se, e somente se, G é regular. Para um grafo conexo G,
A1 = A se, e somente se, G é regular.
Proposicao 1.9 ([25]). Seja G um grafo com n vértices. Entdo:
i) A\, =0 se, e somente se, G = K,,;

i) A, = —1 se, e somente se, G tem no minimo uma aresta e cada componente

conexa é completa;

iii) A\ < —+/2, caso contrario.

Proposigao 1.10 ([15]). Seja G um grafo conexo. Entao as seguintes afirmagdes sao

equivalentes:
i) G é um grafo bipartido;

ii) se \ é um autovalor de G entdo —\ também é um autovalor de G com a mesma

multiplicidade algébrica;
iii) A, = —\1, onde \; é o indice de G.

As proximas proposicoes caracterizam os autovalores dos grafos regulares, cujas

demonstra¢oes podem ser encontradas em [1].
Proposicao 1.11. Seja G um grafo regular de grau k. Entao:
i) k é um autovalor de G;

ii) G é um grafo conexo se, e somente se, a multiplicidade algébrica de k é 1;
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iii) qualquer autovalor \ de G satisfaz |\| < k.

Proposicao 1.12. Seja G um grafo regular de grau k com n vértices e autovalores
k, X2, s, ..., \n. Entdo G e seu grafo complementar G possuem os mesmos autovetores

e os autovalores de G sdon —k —1,—1 — Ao, —1 — A3,...,—1 — \,.

Definicao 1.53. Seja D(G) = diag(d(v1),d(ve),...,d(vy,)) @ matriz diagonal dos graus
dos vértices do grafo G e seja A(G) a matriz de adjacéncia de G. Definimos a matriz
quadrada de ordem n, L(G) = D(G) — A(G), onde L(G) = [l;;], @ matriz laplaciana ou

laplaciano do grafo G, cujas entradas s&o dadas por

d(UZ'), se i:j,
lij=4 -1, se ww;€E,

0, caso contrario.

Quando ndo houver ambiguidade, denotaremos L(G) somente por L.

Definicao 1.54. Denotamos por Py (u) = det(L — uI) o polinémio caracteristico de L. O
espectro de L é o multiconjunto dos autovalores de L dispostos em ordem ndo crescente,
denotado por Specr,(G) = {1, 2, -« - fin }-

Usualmente, o espectro de L também pode ser representado como
Specr(G) = oo s , onde s&o indicadas as respectivas multiplicidades

ma(p1) .. ma(ps)
algébricas dos s autovalores distintos.

O maior autovalor de L é denominado indice de L ou L—indice.

Note que L é simétrica, portanto, pela Proposicao 1.3 todos os autovalores sao
reais. Além disso, L possui todos os seus autovalores nao negativos. Esse fato decorre

da proposi¢ao abaixo.

Proposicao 1.13 ([1]). Dado um grafo G, a matriz laplaciana L(G) pode ser escrita como

0 produto de uma matriz por sua transposta.

Demonstragdo. Sejam n e m, respectivamente o numero de vértices e de arestas de G.
Considere B a matriz de incidéncia com respeito a uma orientagao, construida a partir
de uma orientagao para as arestas de G. B € uma matriz de ordem n x m, cujas entradas

sao dadas por
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+1, se v; € aterminagdo positiva de e,
Bjj =4 —1, sew; éaterminagdo negativa de e;,

0, caso contrario.

Por construgéo, a linha i de B possui d(v;) elementos nao nulos. Fazendo BB,
temos que os elementos (BBT);; sdo o produto interno entre a linha i e a linha j de B.

Neste caso temos trés situagdes distintas.

Se i = j entdo (BBT);; = d(v;), pois corresponde a soma das arestas incidentes
em v;. Para i # j, se vv; € E, entdo (BBT);; = —1, pois a aresta que incide positiva-
mente em v; incide negativamente em v; e vice versa, se v;v; ¢ E, entdo (BBT)Z-J» =0,
pois quando multiplicarmos as linhas correspondentes de B teremos no minimo um valor
nulo para cada posigao.

Sendo assim, L = BBT. O

A Proposicao 1.5 e a Proposicao 1.13 garantem que L é positiva semidefinida e

pelo Teorema 1.6, o indice laplaciano p;(G) também € o raio espectral laplaciano.

Exemplo 1.17. Considerando o grafo da Figura 1, sua matriz laplaciana é dada por

3 -1 -1 -1 0

cujo espectro € Specy, = {5,4,2,1,0}.

Um dos principais resultados a respeito do espectro de L é a identificacao do

nuamero de componentes conexas de G como pode ser visto na proposi¢cao abaixo.

Proposicao 1.14. Seja G um grafo com n vértices e sejam iy > pus > ... > u, 0S

autovalores de L(G). Entdo:
i) w, =0eovetorl=(1,1,...,1)T é autovetor associado;

ii) G é conexo se, e somente se, ji,—1 > 0;
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iii) a multiplicidade algébrica do autovalor 0 é igual ao nimero de componentes cone-

xas de G;
iv) se G é regular de grau k, entdo p; = k — A\—i+1, onde \; é autovalor de A(G).
A Proposicao 1.15 estabelece uma cota inferior para o indice laplaciano de G.

Proposicao 1.15 ([30]). Seja G um grafo com no minimo uma aresta. Entdo
u1(G) > A(G) + 1. Alem disso, se G é conexo, entao a igualdade ocorre se, e somente

se, A(G) =n—1.

Nas Proposicoes 1.16 e 1.17 sdo apresentadas cotas superiores para os autova-

lores laplacianos de G.
Proposicao 1.16 ([19]). Seja G um grafo com conjunto de vértices V. = {v1,...,v,}.
Entao

pa(G) < | e {a(w0) + d(vy) ~ [N (w0) D Na(wy)l} = | mave (NG (0:) U N (1)}

Proposicao 1.17 ([21]). Seja G um grafo com mais do que uma aresta e sejam y;(G) 0s

autovalores laplacianos de G, parai € {1,2,...,n — 1}. Entdo

wi(G) <i—1+ n{lji_nmaxﬂNH(vk) U Ng(vj)| : vgvj € E(H)},

onde Ny (v;) € o conjunto dos vértices vizinhos a vy, em V(H) = V(G) —U; e U; é

qualquer (i — 1)-subconjunto de V (G).

Definicao 1.55 ([27]). O segundo menor autovalor da matriz laplaciana de G, ,—1(G),

€ chamado de conectividade algébrica do grafo G, denotado também por o(G).

A conectividade algébrica esta associada a outros invariantes importantes, como
por exemplo, conectividade de vértices e de arestas, nimero isoperimétrico e diametro,
corte maximal, nimero independente, dentre outros. Para mais referéncias sobre o as-
sunto, indicamos [22].

Como vimos na Proposicao 1.14, a conectividade algébrica nula indica que o
grafo € desconexo.

As Proposicoes 1.18, 1.19 e 1.20 oferecem algumas cotas superiores e inferiores

para a conectividade algébrica.
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Proposicao 1.18 ([27]). Seja G um grafo diferente de K,,. Entao
a(GQ) < §(G).
Proposicao 1.19 ([27]). Seja G um grafo com n vértices. Entao
a(G) > 26(G) —n+2.
Proposicao 1.20 ([50]). Seja G um grafo conexo com n vértices e diametro d. Entao
o(G) > %.

Definicao 1.56 ([66]). O spread do laplaciano (laplacian spread) é definido como a

diferenca entre o maior e o segundo menor autovalores de L, ou seja,
LS(G) = m(G) = pin-1(G).
Proposicao 1.21 ([67]). Seja G um grafo de ordem n. Entao
LS(G) = LS(G) = i(G) + m(G) — n.

Demonstragdo. Sabendo-se que u1(G) = n — pn_1(G) e 11 (G) = n — pn_1(G) [50],

podemos escrever
LS(G) = p1(G) = pin-1(G) = 11(G) — [n — ju(G)] = m(G) + ju (G) — n.
Por outro lado,
LS(G) = 11 (G) = pn-1(G) = n = pn-1(G) = n+ 1 (G) = 1(G) = pn-1(G) = LS(G).

O]

No Capitulo 2 veremos como o spread do laplaciano se relaciona com as desi-
gualdades de Nordhaus-Gaddum e como esta relagao contribuiu para o desenvolvimento
e aperfeicoamento de novas cotas para o indice do laplaciano e para a conectividade

algébrica.
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O Teorema 1.8 exibe a versao do Teorema do Entrelagcamento para os autovalo-

res laplacianos de H, quando H C G.

Teorema 1.8 ([60]). Seja G um grafo de ordem n e H um subgrafo de G de mesma

ordem. Entao, paratodo1 <i < n,

pi(H) < pi(G).

Definicao 1.57. Definimos a matriz quadrada de ordem n, Q(G) = D(G) + A(G), onde

Q(G) = [s4j], a matriz laplaciana sem sinal do grafo G, cujas entradas s&o dadas por

d(v;), se i=yj,
Sij = 1, se wvv; € E,

0, caso contrario.

Note que Q(G) é simétrica, portanto pela Proposicao 1.3 todos os autovalores

sdo reais. Quando nao houver ambiguidade, denotaremos Q)(G) somente por Q.

Definicao 1.58. Denotamos por Py(q) = det(Q — qI) o polinbmio caracteristico de Q).

O espectro de Q € o multiconjunto dos autovalores de () dispostos em ordem nao
crescente, denotado por Specg(G) = {q1,q92,- .., qn}-

Usualmente, o espectro de () também pode ser representado como
Specq(G) = nwoe b , onde sdo indicadas as respectivas multiplicidades

ma(q1) - Mmal(gs)
algébricas dos s autovalores distintos.

O maior autovalor de Q é denominado indice de Q ou Q—indice.

A matriz laplaciana sem sinal pode ser escrita como Q(G) = B(G)B(G)T, onde
B(G) = [b; ;] é a matriz de incidéncia do grafo G de ordem n x m, cujas entradas sé&o
dadas por b; ; = 1 se e; € uma aresta incidente no vértice v; e b; ; = 0, caso contrario.

Desta forma, pela Proposigcao 1.5, @Q € positiva semidefinida, ou seja, todos os
seus autovalores sdo ndo nulos, consequentemente, ¢;(G) € o raio espectral da matriz
laplaciana sem sinal.

Outras propriedades desta matriz podem ser encontradas em [14].

Exemplo 1.18. Considerando o grafo da Figura 1, sua matriz laplaciana sem sinal € dada

por
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N O
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00011

cujo espectro é Specg = {5.7784,2.7108,2,1,0.5107}.

A Proposigao 1.22 estabelece um resultado importante sobre os autovalores de

Q, quando G é bipartido.
Proposicao 1.22 ([17]). Se G é um grafo bipartido. Entdo Specr(G) = Specq(G).

Para os grafos regulares, a Proposicao 1.23 mostra que o espectro da matriz
laplaciana sem sinal pode ser determinado tanto do espectro da matriz de adjacéncia de

G como do espectro de sua matriz laplaciana.

Proposicao 1.23 ([16]). Sejam G um grafo regular de grau k, L sua matriz laplaciana e

Q) sua matriz laplaciana sem sinal. Entao

PoN) = PoA+k) e Pulu) = (~1)"Po(2k — p).

As proposi¢oes abaixo trazem algumas cotas paras os autovalores de . Para o

leitor interessado em mais resultados, sugerimos [23] e [24].
Proposicao 1.24 ([16]). Seja G um grafo de ordem n com sequéncia ndo crescente de

graus d(vi) < d(v2) <...<d(v,). Entdo

i d(v;) +d(vj)} < q1(G) < d(v;) + d(vj)}.
viijéIEn(G){ (U)+ (U])}—Q1( )_Uiv?é%)%(;){ (U)+ (Uj)}

Proposicao 1.25 ([26; 46]). Para todo grafo G,
¢1(G) < max{d(v;) + m(v;) : v; € V(G)},
Onde m(/UZ) = ﬁ ZUJGN(’UZ) d(vj)

Se G é conexo, entdo a igualdade ocorre se, e somente se, G é reqular ou bipar-

tido semiregular.
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2 Revisao da literatura

O numero cromatico de um grafo x(G) € um importante invariante relacionado ao
historico problema das quatro cores, proposto por Francis Guthrie (1831-1899) em 1852
[8]. Até a década de 50 a maioria dos estudos sobre este invariante consideravam ape-
nas o grafo GG. No entanto, em 1956 os pesquisadores Edward A. Nordhaus (1912-1998)
e Jerry W. Gaddum (1924-1964) [54] estudaram o numero cromatico do grafo G junta-
mente com o nimero cromatico de seu complementar GG, encontrando cotas superiores
e inferiores para a soma e o produto de x(G) e x(G). O Teorema 2.1 apresenta a relagao

encontrada por Nordhaus e Gaddum [54].
Teorema 2.1 ([54]). Seja G um grafo de ordem n. Entao

(n+1)?

2vn < x(G) +x(G) <n+1 e n<x(G)xG) < 1

Desde entao, qualquer cota superior ou inferior para a soma ou produto de um
invariante de G e o mesmo invariante em seu grafo complementar G é conhecida como

uma relacdo de Nordhaus-Gaddum.

Definicao 2.1. Um invariante espectral € um parametro do grafo definido usando os

autovalores de uma ou mais matrizes associadas ao grafo.

Neste trabalho nos concentraremos nas relacdes de Nordhau-Gaddum envol-
vendo os invariantes espectrais, mais precisamente aquelas relacionadas aos autovalo-
res das matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal. Para tanto, neste capitulo apresenta-
mos uma revisao bibliografica sobre as relacdes de Nordhaus-Gaddum para invariantes

espectrais ja existentes na literatura.

2.1 Matriz de adjacéncia

Inciamos com os resultados ja provados para a matriz de adjacéncia, haja vista
a relacao direta entre esta matriz e as matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal. O
primeiro resultado conhecido por relagcdes de Nordhaus-Gaddum para invariantes es-
pectrais foi estabelecido, independentemente, por Nosal em 1970 [55] e Amin e Hakimi
em 1972 [3].
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Teorema 2.2 ([3; 55]). Seja G um grafo de ordem n. Entdo
n—1< )\1(G) + )\1(6) < \@(n - 1).

Nikiforov [51; 52] e Nikiforov e Yuan [53] estudaram as relagées de Nordhaus-

Gaddum para a matriz A de forma geral, a partir do seguinte problema:

fr(n) = B Ak (G)] + M (G,

para um dado inteiro k, onde 1 < k < n.
Dentre as diversas desigualdades estudadas, o Teorema 2.3 apresenta cotas
para os indices da matriz de adjacéncia de G e de G, cuja cota inferior foi provada em

[51] e a cota superior em [58].

Teorema 2.3 ([51; 58]). Seja G um grafo de ordem n. Entao

4n 4n
o< <2y,
3 < hln) <3

Nikiforov e Yuan [53] apresentam cotas superiores de Nordhaus-Gaddum para os
autovalores da matriz de adjacéncia de G e de GG, como pode ser vistos nos Teoremas
24¢e25.

Teorema 2.4 ([53]). Seja G um grafo de ordemn > 15(s — 1), onde s > 2. Entdo

|)\3(G)| + |>\s(é)’ < m —1.

Teorema 2.5 ([53]). Seja G um grafo de ordem n > 4%, onde s > 1. Entao

— n
A—st1(G)| 4+ | Mest1(G)]| < — + 1.
[An—s4+1(G)[ + [An—s+1(G)| NGT

E todos os limites acima sdo os melhores possiveis quando s = 2 + 1 e n é

suficientemente grande.
2.2 Matriz laplaciana

As desigualdades de Nordhaus-Gaddum para a matriz laplaciana tém sido as

mais estudadas nos ultimos anos, mais precisamente, aquelas envolvendo o maior € 0
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segundo menor autovalor. Estes autovalores desempenham papel relevante em diversas
aplicacdes, além disso, a relacao direta entre o segundo menor autovalor (conectividade
algébrica) e o maior autovalor do grafo complementar tornam as relagées de Nordhaus-

Gaddum mais interessantes.

2.2.1 Cotas para ., (G) + 111 (G)

Nesta secao, abordaremos todas as desigualdades existentes para a soma
p1(G) + p1(G). As desigualdades envolvendo este autovalor despertam bastante in-
teresse dos pesquisadores, haja vista suas aplicagdes em diversas ciéncias, tais como,
quimica, biologia e engenharia [63]. Além disso, a obtengao de cotas inferiores e supe-
riores envolvendo o indice laplaciano de G e de G tem ampla utilizacdo na aceleragéo
de algoritmos e heuristicas para a determinagao de invariantes combinatérios de grafos,
bem como no estudo de grafos extremais.

Antes de apresentarmos os resultados da revisao bibliografica chamamos atencao
para a equivaléncia entre qualquer cota inferior ou superior de Nordhaus-Gaddum para

p1(G) + u1(G) e a(G) + a(G), bem como a equivaléncia entre estas e o spread do

laplaciano.

Teorema 2.6. Seja G um grafo de ordem n e sejam 6, e 0, fungbes dadas em termos da

ordem e/ou outro invariante de G. Entdo as seguintes inequacdes sdo equivalentes:
) 01 < m1(G) + 1 (G) < 0;
ii) 2n — 0 < a(G) + a(G) < 2n — by,
i) 01 —n < pu1(G) — a(G) <y —n;
iv) 01 —n < u1(G) —a(G) < by —n.

Demonstracdo. Basta utilizar as seguintes relagbes entre os autovalores de G e G,

w1 (G) =n —a(G) e 11 (G) =n — a(G) e reescrever as inequagoes. O

Depreende-se do Teorema 2.6 que todas as cotas de Nordhaus-Gaddum para

p1(G) + p1(G) apresentadas ao longo desta segdo podem ser convertidas em cotas de

Nordhaus-Gaddum para a(G) + a(G).
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A partir da bem conhecida relagdo 11 (G) < 2A [4], a cota inferior de Nordhaus-
Gaddum mais simples para o raio espectral foi apresentada primeiramente por Liu et al.
[40].

Teorema 2.7 ([40]). Seja G é um grafo de ordem n, com grau maximo A e grau minimo
0. Entao
p1(G) + 1 (G) <2A+2(n—1—-6) =2(n—1) +2(A —9).

Em particular, se G e G sdo conexos e nao regulares, Shi [56] apresentou um

limite melhor do que o da desigualdade acima.

Teorema 2.8 ([56]). Sejam G e G grafos conexos e ndo regulares com n vértices. Entédo

2
2n?2 —n

m(G)+M1(G)§2[n—1— +2(A —9).

Outros limites superiores envolvendo o nimero de vértices, 0 grau maximo e o

grau minimo sdo descritos a seguir.

Teorema 2.9 ([40]). Seja G um grafo. Entao

p1(G) + 1 (G)<n—2+V/(A+6+1—n)2+n2+4(A=06)(n—1).

Teorema 2.10 ([56]). Seja G um grafo de ordem n, com0 < § < A <n — 1. Entdo

p1(G) + 11 (G) <2¢/2(n—1)2 =36(n—1) + (A +6)2 — A +0.

Além disso, se G e G sdo conexos este limite é estrito.

Teorema 2.11 ([64]). Seja G um grafo com n vértices, A = d(u), § = d(v) e sefam A’ e
', respectivamente, o grau do vértice de maior e de menor grau do conjunto V- — {u} e
V — {v}. Entéo

n—A+6—3+v2[(0—1)2+4(A%+ (A)H)+
2

8(n —1)(A—6+1)+ (n— A —2)2+4(A%)2 + 4(A%)?]

5 :

p1(G) + m(G) <

o=

onde A=n—6—1eA" =n—¢ — 1. Aigualdade ocorre se, e somente se, G e G sdo

bipartidos regulares.
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No mesmo artigo, Wang et al. [64] apresentam mais uma cota superior.

Teorema 2.12 ([64]). Seja G um grafo com n vértices, A = d(u) e A’ o grau maximo do

subgrafo de G obtido pela remocgao do vértice u. Entao

2n — A+ A — 44+ V2[(A + 65— 1)2 + 4(A% — AA)+
2
8(n—1)(A=6+1)+ (2n—A—05—3)?
2

11(G) 4+ 1 (G) <

NI

A igualdade ocorre se, e somente se, G e G sdo bipartidos regulares.
Teorema 2.13 ([63]). Seja G um grafo com n vértices. Entao

. M —A+5—-9+V2[2(2A —5 —2)2 +85(2 + )+
11(G) + (@) < “4 )+ 8@ +9)

(w—A)(n+3A =30 —5) + 32nw — 8¢(3n + A — 1)]
4 )

N[

ondew=n—8—1e¢=n—A—1. Além disso, se G e G sdo conexos, entdo este limite

é estrito.

Conforme visto na Proposi¢ao 1.21, o spread do laplaciano, LS(G), e a soma
do indice do laplaciano de G e de G estao relacionados diretamente. Neste sentido, as
desigualdades de Nordhaus-Gaddum para estes autovalores tiveram grande desenvolvi-
mento.

Utilizando a Proposicao 1.21 e o fato de que LS(G) < n, You e Liu [67] apresen-
taram no Teorema 2.14 um limite melhor do que os conhecidos até entao, envolvendo

apenas o numero de vértices do grafo.

Teorema 2.14 ([67]). Seja G um grafo de ordem n. Entdo

w1 (G) + ,Ul(é) < 2n.

Neste contexto, os principais resultados sobre as relagdes de Nordhaus-Gaddum
para a soma dos indices do laplaciano de G e de G giram em torno da conjectura pro-
posta por Zhai et al. [68] em 2011 para o spread do laplaciano e que aparece como uma
questao proposta por You e Liu [67] em 2012. A seguir, apresentamos a versao desta

conjectura como uma relacao de Nordhaus-Gaddum.



43

Conjectura 2.1 ([67; 68]). Seja G um grafo com n vértices. Entao
p(G) +n(G) < 2n— 1.

A igualdade é alcancada se, e somente se, G ou G é isomorfo ao join de K| e um

grafo desconexo de ordemn — 1.

Até o momento, a Conjectura 2.1 foi provada para arvores [66], grafos uniciclicos
[7], biciclicos [42], triciclicos [13], grafos cactus [41], quase-arvores [65], grafos biparti-
dos [6], grafos desconexos [68], grafos com diametro diferente de 3 [68], grafos quase-
regulares [12] e grafos livres de K3 [12].

Recentemente, Afshari et al. [2] mostraram que o(G)+a(G) > % Essa cota pode
ser transformada imediatamente em uma cota de Nordhaus-Gaddum para 1 (G)+p1(G),
como vimos no Teorema 2.6. Por conveniéncia, apresentamos a sua versao para o raio

espectral.
Teorema 2.15 ([2]). Seja G um grafo de ordem n > 2. Entao

— 2
11 (G) + 1 (G) < 2n — =

Dentre os resultados sobre a Conjectura 2.1, destacamos um dos mais recentes,
que foi estabelecido em 2016 pelos pesquisadores Chen e Das [12] para grafos cuja a

diferenga entre o grau maximo e o grau minimo nao exceda /n — 3 + %

Teorema 2.16 ([12]). Seja G um grafo de ordemn > 5, tal que A(G)—6(G) < /n —3 + %
Entao

p1(G) +p(G) < 2n—1.

No Capitulo 3 veremos que 0s nossos resultados autorais ampliam o de Chen e
Das para uma classe maior de grafos, provando que a Conjectura 2.1 € satisfeita quando

A(G) — 6(G) é uma fungéo linear de n.

Quanto aos limites inferiores, esta pesquisa nao localizou artigos que tratas-
sem diretamente de relacées de Nordhaus-Gaddum. Embora escassos, os Unicos ar-
tigos encontrados tratavam de cotas inferiores para o spread do laplaciano, no entanto,
como vimos na Proposi¢ao 1.21, tais cotas sao facilmente reescritas como relagoes de
Nordhaus-Gaddum.
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Em 2012, You e Liu [67] apresentaram dois teoremas sobre cotas inferiores para
a soma dos indices do laplaciano de G e de seu complementar G, no entanto, aqueles
autores nao caracterizaram os grafos que atingem a igualdade. Apenas em 2016, Chen

e Das [12] obtiveram esta caracterizacdo como vemos no Teorema 2.17.

Teorema 2.17 ([12; 67]). Seja G um grafo conexo comn > 2 vértices e m arestas. Entao

(@) +m(@) 2 nt 2/~ DOA(G) T 2m) — 4k,

onde a igualdade ocorre se, e somente se, G = K,, ou G é um grafo conexo com exata-
mente dois autovalores laplacianos ndo nulos e distintos com a mesma multiplicidade.
A quantidade M, é um famoso indice topolégico da quimica matematica, cha-

mado de primeiro indice de Zagreb [31], definido por

Mi(G)= Y d(v).

’UiEV(G)

O Teorema 2.18 apresenta uma cota inferior dependendo apenas da ordem do

grafo G.

Teorema 2.18 ([12; 67]). Seja G um grafo conexo, ndo completo, de ordem n > 3. Entdo

p1(G) + 1 (G) > n+2,

e a igualdade ocorre se, e somente se, G = (sKy) U (n—2s)K1, onde 1 < s < |5].

2.2.2 Cotas para 11, (G) ., (G)

As relagdes de Nordhaus-Gaddum para o produto do indice do laplaciano de
G e de seu complementar G sdo mais raras. Os Unicos resultados encontrados nesta
pesquisa foram para a cota superior. Em 2014, Ashraf e Tayfeh-Rezaie [6] obtiveram

uma cota para grafos bipartidos, como pode ser visto no Teorema 2.19.

Teorema 2.19 ([6]). Seja G um grafo bipartido com n vértices. Entao

(G (G) < nln —1).
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A igualdade ocorre se, e somente se, G ou G é uma estrela.

A partir deste resultado, Ashraf e Tayfeh-Rezaie [6] propuseram a Conjectura 2.2,

que ainda permanece em aberto.

Conjectura 2.2 ([6]). Seja G um grafo com n vértices. Entao
1 (G)u1(G) < n(n—1).
A igualdade ocorre se, e somente se, G ou G é isomorfo ao join de K e um grafo

desconexo de ordem n — 1.

Como uma das contribuigdes originais do nosso trabalho, no Capitulo 3 provare-

mos que a Conjectura 2.2 também é valida para grafos regulares.

2.3 Matriz laplaciana sem sinal

Estudos indicam que esta matriz parece descrever de forma mais adequada as
propriedades estruturais dos grafos, sendo assim, a obtencao de cotas envolvendo os
seus autovalores se mostra importante para as pesquisas em Teoria Espectral dos Gra-
fos [16].

2.3.1 Cotas para ¢;(G) + ¢:(G)

Como @ é uma matriz ndo negativa, a partir da aplicagcao do Teorema 1.7, Ander-
son e Morley [4] mostraram que ¢;(G) < 2A, o que implica facilmente na cota superior

de Nordhaus-Gaddum mais simples, apresentada em [40].

Teorema 2.20 ([40]). Seja G um grafo de ordem n com grau maximo A(G) e grau minimo
0(@). Entao
@1(G) +q1(G) <2(n—1) +2(A —9),

e a igualdade ocorre se, e somente se, G € regular.

Em [39] foram determinadas cotas inferiores e superiores envolvendo a ordem, o

grau maximo e o grau minimo de G.
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Teorema 2.21 ([39]). Seja G um grafo simples com n vértices e m arestas, onde

0<m<@e0<5§A<n—1.Entéo

2v2(n —1)2 —4A(n — 1)+ (A +0)2 -0+ A < q(G) + ¢1(G) <

2v/2(n —1)2 —46(n — 1) + (A +0)2 — A+ 6.

Se G e G sdo conexos, a igualdade é atingida se, e somente se, G é ”7*1 -regular.

O Teorema 1.5 garante que 2\ (G) < ¢1(G). A partir desta relagao e do Teo-
rema 2.2, Gutman et al. [32] demonstraram o seguinte resultado para a cota inferior,

envolvendo apenas a ordem do grafo.

Teorema 2.22 ([32]). Seja G um grafo simples de ordem n. Entao
01(G)+ @1 (G) > 2n —2.

A igualdade ocorre se, e somente se, G é um grafo regular.

Em 2013, Aouchiche e Hansen [5] conjecturaram que ¢1(G) + ¢1(G) < 3n — 4.
Este resultado foi provado por Ashraf e Tayfeh-Rezaie em 2014 [6], como podemos ver

no Teorema 2.23.

Teorema 2.23 ([6]). Seja G um grafo de ordem n. Entao
@(G)+q(G) <3n—4.

A igualdade ocorre se, e somente se, G = K 5,—1.

Neste mesmo artigo, Ashraf e Tayfeh-Rezaie [6] apresentaram uma nova cota

superior e provaram que esta cota € melhor do que aquela obtida no Teorema 2.23.
Teorema 2.24 ([6]). Seja G um grafo comn > 2 vértices. Entao

2_A—5+1>.

2@ +a(@) < m—2+ (A -0)(2- =1

A igualdade ocorre se, e somente se, G é regular ou G = K 1.
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2.3.2 Cotas para ¢,(G)q:(G)

Assim como no caso dos autovalores da matriz laplaciana, as relagdes de
Nordhaus-Gaddum para o produto dos Q-indices de G e de G s&o raras. O Unico resul-
tado encontrado nesta pesquisa foi a Conjectura 2.3, proposta em 2013 por Aouchiche

e Hansen [5], apresentando uma cota superior para este produto.

Conjectura 2.3 ([5]). Seja G um grafo de ordemn > 2. Entdo
¢1(G)q1(G) < 2n(n — 2),

e a igualdade ocorre se, e somente se, G € a estrela K1 ,,—1.

No entanto, Ashraf e Tayfeh-Rezaie [6] refutaram esta Conjectura em 2014, apre-
sentando uma familia de grafos H,, = K,,_j V K}, onde n = 6k + s para algum inteiro &
e -3 <s <2 talque, ¢1(Hy,)q(Hy,) > 2n(n — 2).

Observe que a familia de grafos H,, é justamente a familia dos grafos split com-

pletos SC,, 1, onde n = 6k + s para algum inteiro ke —3 < s < 2.

Exemplo 2.1. Na Figura 17 temos o grafo Hyy = Ks V Ko = SCyp2. Neste caso,
q1(Hy)q1(Hyg) = 11,6569 x 14 ~ 163 > 160 = 2 x 10 x 8.

SChp 2

Figura 17: Grafo K5 VvV K3 = SCo2
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3 Relacoes de Nordhaus-Gaddum para i, (G)

Neste capitulo nos dedicamos ao estudo das cotas de Nordhaus-Gaddum para

p1(G) + 1 (G) e pi(G)u (G). Nossos resultados autorais apresentam provas parciais

das Conjecturas 2.1 e 2.2.
3.1 Uma prova parcial da Conjectura 2.1

O Teorema desta secao mostra que a Conjectura 2.1, apresentada em [67] e [68],
¢ valida para grafos regulares. Em especial, provamos que a Conjectura 2.1 é satisfeita
para grafos cuja diferenga entre o grau maximo A(G) e o grau minimo §(G) ndo exceda
(2*—2@>n — 1, 0u seja, A(G) — §(G) < (Q%E)n — 1. Consequentemente, ampliamos o
resultado Teorema 2.16.

Antes de demonstrar o resultado do Teorema 3.1 precisamos dos seguintes le-

mas:

Lema 3.1 ([52]). Sejam A1, \q,...,\, 0S autovalores de um grafo G de ordem
n> (3. Entdo

)\k(G) >—-1 e )\nkarl(G) <0.

O Lema a seguir € um corolario do Teorema 2.5 e oferece uma cota superior de
Nordhaus-Gaddum para a soma do menor autovalor do grafo G e de seu complementar

G. Este Lema é crucial na demonstragéo do Teorema 3.1.
Lema 3.2 ([53]). Seja G um grafo de ordem n > 4. Entdo

M@+ @) < Y2 11

Teorema 3.1. Seja G um grafo de ordem n > 4, tal que, A(G) — 6(G) < (2“5) n—1.
Entao

p1(G) +m(G) < 2n—1.

Demonstragéo. A partir da definicdo de que L(G) = D(G) — A(G) e aplicando o item ii)

do Teorema 1.5 para M = D(G) e N = —A(G)e M = D(G) e N = —A(G), temos que
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p1(G) < A(D) + A (=4) = A+ M (-4), (3.1)
1(G) < M(D) + Mi(=A4) = A+ \i(—A). (3-2)

Como A é simétrica e real e n > 4, pelos Lemas 1.1 e 3.1, podemos escrever
M(=A) = =M(A) = = 0(G) = M(G)] & Mi(=A) = =Mu(A) = =2(G) = [M(G)].

Sabendo-se que A = n—1—§(G) e somando as equagdes (3.1) e (3.2), obtemos
que
1(G) + 11(G) < — 1+ A(G) = 8(G) + [M(G)] + [Aa(G)]- (3.3)

Aplicando a cota do Lema 3.2 a equacao (3.3) temos a seguinte cota superior de
Nordhaus-Gaddum:

)n +A(G) - §(G). (3.4)

Observe que

<2+ﬂ

: >n+A(G)—5(G)§2n—1 — A(Q)-5(C) < (2_‘@)71—1.

Portanto, a Conjectura 2.1 é verdadeira para grafos cuja diferenca entre A(G) e
§(G) ndo exceda (22‘/5) n—1. O

Como Corolario do Teorema 3.1, apresentamos uma prova da Conjectura 2.1

para grafos regulares.

Corolario 3.1. Seja G um grafo regular de grau k, comn > 2 vértices. Entao
p1(G) + 1 (G) < 2n — 1.

Demonstragdo. Se n = 2 oun = 3, entdo G = K, ou G = K3 e nestes casos

i (G) + m(G) = n.
Seja n > 4. Notemos que se G € k-regular entdo A(G) = 6(G) = k. Portanto,
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podemos reescrever a equacao (3.4) como

2442

w1 (G) + 1 (G) < n < 2n— 1.

3.1.1 Comparacao entre os Teoremas 2.16 e 3.1

Seja G um grafo com n vértices. Considere as fungoes fi(n) = y/n—3+ % e
fa(n) = (Q%ﬁ)n -1

Chen e Das [12] provaram através do Teorema 2.16 que a Conjectura 2.1 é ver-
dadeira quando A(G) — §(G) < fi(n), no entanto, no Teorema 3.1 conseguimos provar
que a Conjectura 2.1 é satisfeita para A(G) — 6(G) < fa(n).

Vamos mostrar que o resultado do Teorema 3.1 amplia o numero de grafos para

os quais a Conjectura 2.1 esta provada a partir de um dado n.

() = falon) — a(n) = (2‘2*@)7@ Loy nose

Calculando a primeira derivada de f(n), obtemos

Defina

212 1-2
f'(n) = fa(n) — fi(n) = ( ) - ( = )
2 24/n—3+ %
Note que f'(n) é continua e positiva Vn € [6,+00), logo, f(n) & crescente para
Vn € [6,400).
Além disso, se n = 16, entao

2 -2 2
f(16):< 2\[)16—1— 16 — 3+ - = 0,06.

Como f(n) é crescente, conclui-se que f(n) & positiva Vn € [16,4+00). Portanto,
para todo n > 16, fa(n) > fi(n). Isso implica que o resultado do Teorema 3.1 garante
que a Conjectura 2.1 é valida para um maior numero de grafos do que é possivel provar
pelo Teorema 2.16.

Em particular, observe que quando n = 1000, a Conjectura 2.1 esta provada,
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de acordo com o Teorema 2.16, para grafos com A(G) — §(G) < f1(1000) ~ 31. Por
outro lado, o Teorema 3.1 garante que a Conjectura 2.1 € satisfeita para grafos com
A(G) — §(G) < f2(1000) =~ 291.

As soluges parciais encontradas na literatura trazem indicios de que a Conjec-
tura 2.1 deve vir a ser confirmada. De fato, depreende-se da revisao bibliografica e dos
resultados apresentados no Teorema 3.1 que para prova-la é suficiente demonstra-la

para somente um dos seguintes casos abaixo:

i) grafos conexos [6; 68];
ii) grafos com diametro d(G) = 3 [68];
iii) grafos com n 43 <m < ™% _ (n 4 3) [6; 7; 13; 42; 66];

iv) grafos com (n+1)/2 < A(G) <n—-2,1<46G) < (n—-1)/2e AG) —§(G) >
(%)n — 1 [Corolarios 3.6 e 3.7 de [12] e Teorema 3.1];

v) grafos contendo K3 [12].

3.2 Uma prova parcial da Conjectura 2.2

Em 2014, Ashraf e Tayfeh-Rezaie [6] conjecturaram que p1(G)u1(G) < n(n — 1)
(Conjectura 2.2) e provaram que esta conjectura € verdadeira para grafos bipartidos.
Nesta secao, demonstramos que a Conjectura 2.2 € satisfeita para a classe dos grafos
regulares. Deste modo, contribuimos com as escassas relacées de Nordhaus-Gaddum
para o produto dos indices de G e de seu complementar G.

Antes de iniciar a demonstracdo, apresentamos no Lema 3.3 um famoso resul-
tado algébrico conhecido como desigualdade da médias aritmética e geométrica em sua

versao mais simples com duas variaveis.

Lema 3.3 ([38]). Sgjamx ey € R*. Entao

Vry < x—;—y.

Demonstragdo. Como x e y sd0 nao negativos, temos 0 < (z — y)? = 2% — 22y + 32,
Somando 4zy em ambos os lados, entdo 4zy < 22 + 2xy + y?. Reagrupando temos
4y < (x +y)?. Logo /7y < %ry O
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Teorema 3.2. Seja G um grafo regular de grau k, comn > 2 vértices. Entao

(G (G) < nln —1).

Demonstragdo. Se n = 2oun = 3, entdo G = K, e u1(G)u1(G) = 0. Se n > 4, pelo

Corolario 3.1,

2t ﬂ) n. (3.5)

p1(G) + m(G) < < 5

Como p1(G) e u1(G) sédo nado negativos, podemos aplicar a desigualdade da

média aritmética e geométrica (Lema 3.3), obtendo

p1 (G (G) <

—\2
m(G) ; M1(G)> ' (3.6)

Utilizando a inequacao (3.5) em (3.6), temos

2
p1(G)p1(G) < (Mn> = <3+2\/§>n2. (8.7)

4 8

Para provar o Teorema é suficiente mostrar que (W) n? <n(n-—1).

g(n) == <3+2\@ - 1>n2 +n.

Defina

8

Calculando a primeira derivada de g(n), obtemos

g (n) = (2\/54_ 5>n+ 1.

Note que ¢'(n) € continua e negativa Vn € [2, +c0), portanto, g(n) é decrescente

Vn € [2,+00). Além disso, se n = 4, entdo

g(4) = (3 +82ﬂ - 1) 42 +4=-0,34.

Como g(n) é decrescente, conclui-se que g(n) é negativa Vn € [4, +o00). Portanto,

(G (G) < nln —1).
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4 Relacoes de Nordhaus-Gaddum para i (G)

Nao encontramos na literatura relagdes de Nordhaus-Gaddum para os demais
autovalores da matriz laplaciana, portanto, como uma de nossas contribuicoes origi-
nais, dedicamos este capitulo a construcdo de novas cotas inferiores e superiores para

u2(G) + u2(G). Desenvolvemos uma nova cota inferior e duas novas cotas superiores,

além disso, propusemos uma conjectura para estudos futuros.

4.1 Uma nova cota inferior

Nesta segdo obtemos uma cota inferior de Nordhaus-Gaddum para j2(G)+ s (G)
e provamos que esta é a melhor possivel através da apresentacao dos grafos extremais.
Mais uma vez utilizamos os resultados do Teorema de Weyl para desenvolvé-la. Prelimi-

narmente, apresentamos alguns lemas que nos serao uteis.

Lema 4.1 ([17]). Para todo grafo G com n vértices, 1;(G) = n — pn—i(G), onde
ie{1,2,...,n—1}.

Os Lemas 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5 caracterizam os grafos conexos com no maximo trés

autovalores distintos e nao nulos.

Lema 4.2 ([20; 70]). Seja G um grafo conexo de ordem n com no minimo uma aresta.

Entao 11 (G) = p2(G) = ... = pn—1(G) = n se, e somente se, G = K,,.

Lema 4.3 ([67]). Seja G um grafo conexo de ordemn > 3. Entdo j11(G) = u2(G) = ... =

pn—2(G) > un—1(G) se, e somente se, G = K,, — e, onde e é qualquer aresta de G.

Lema 4.4 ([20; 67]). Seja G um grafo conexo de ordem n > 3. Entao u,(G) > p2(G) =

.. = pn—2(G) = pn—1(G) se, e somente se, G = K ,,_1 ou G = K%

N3

Lema 4.5 ([12; 49]). Seja G um grafo conexo de ordem n > 5. Entdo u1(G) > p2(G) =
coo = tpn—2(G) > pn—1(G) se, e somente se, G = K,_1 +e, G = K1V 2KnT_1, G =
KnV2Kn oUG=G(r,5 —r), paral <r < 3.

Observe que G(r,% — r) é o H-join de Kr,@,@, K,, onde H = P, e

s = 5 —r, apresentado na Definigdo 1.30.
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Teorema 4.1. Seja G um grafo de ordemn > 3. Entdo

p2(G) + p2(G) > n,

J

e a igualdade ocorre se, e somente se, G = K,,, G =2 K,, —e, G =2 K| ,,_1,G= K

V|3

n
2

G%“Kn_l+e,G%K1\/2KnT_1,G%K7%v2K% ouG=G(r,5—r),ondel <r<3.

Demonstragdo. Se n = 3 é facil ver que ua(G) + p2(G) > n e aigualdade ocorre se, e
somente se, G = K3.

Seja n > 4. Sabendo-se que L(G) + L(G) = L(K,), podemos utilizar o item i)

do Teorema 1.5 para M = L(G) e N = L(G) juntamente com o Lema 4.2 e obter
12(G) + p2(G) > p3(Ky) = n.

E bem conhecido que G e G ndo podem ser ambos desconexos, portanto, assu-

mimos sem perda de generalidade que G é conexo.

Observe que pelo Lema 4.1 12(G) = n — p,—2(G), portanto, uz(G) + pa(G) = n
se, e somente se, u2(G) = pun—2(G). Logo, G tem no maximo trés autovalores distintos e

nao nulos e basta considerar os seguintes quatro casos:

Caso 1. 11(G) = p2(G) = pun—2(G) = pn—1(G). Neste caso, pelo Lema 4.2,
teremos 11 (G) = u2(G) = ... = pup—2(G) = pn—1(G) se, e somente se, G = K.

Caso 2. ;1(G) = p2(G) = ppn—2(G) > pn—1(G). Neste caso, pelo Lema 4.3,
teremos 11 (G) = p2(G) = ... = ppn—2(G) > pn—1(G) se, e somente se, G = K,, — e.

Caso 3. 11(G) > p2(G) = pp—2(G) = un—1(G). Neste caso, pelo Lema 4.4,

teremos 1 (G) > p2(G) = ... = pp—2(G) = pn—1(G) se, e somente se, G = Ky ,,_1 0OU

G = K%,%
Caso 4. 11(G) > p2(G) = ppn—2(G) > pn—1(G). Neste caso, pelo Lema 4.5,
teremos 11 (G) > pa(G) = ... = pp—2(G) > pun—1(G) se, e somente se, G = K,,_1 + e,

G’:VK1V2KL4,G%K7%VQK% ouG=G(r,2—r),ondel <r<%.
2

Depreende-se dos resultados acima, que u2(G)+ u2(G) > n e aigualdade ocorre
se, e somente se, G = K,,, G £ K, —¢, G = K151, G = K%%, G =2 K,_1+e,
G=KV2Kn1,G=KnV2KzouG=G(r,5—r)ondel <r<g.

2
O
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Observe que alguns grafos extremais do Teorema 4.1 s6 sao factiveis para deter-

minados valores de n, conforme resumimos abaixo:

e Knneg(r,g—r),ondel <r < 3 s6ocorrem quando n é par;

203
e K1 V2K, 1 séocorre quando n é impar;

2
e KnV2Ks s6 ocorre quandon =3k e k > 2.

Exemplo 4.1. A Figura 18 exibe os grafos extremais do Teorema 4.1 paran = 6.

Ko Ko—e Ky K33

N

KoV 2K,

Ks+e G(2,1) 6(1,2)

Figura 18: Grafos extremais Ks, Ks — ¢, K15, K33, K5 + ¢, Ko V 2K», G(2,1), G(1,2)

Exemplo 4.2. A Figura 19 ilustra os grafos extremais do Teorema 4.1 paran = 7.

Figura 19: Grafos extremais K7, K7 — e, K16, K¢ + €, K1 V2K3
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4.2 Duas novas cotas superiores

Nesta se¢do estudamos cotas superiores Nordhaus-Gaddum para 2 (G) + p2(G).
Mostramos inicialmente um resultado preliminar no Teorema 4.2 e posteriormente, nos
Teoremas 4.3 e 4.4, apresentamos resultados mais robustos, melhorando a cota do Te-
orema 4.2. Por fim, propusemos a Conjectura 4.1.

Para as demonstracoes dos teoremas precisamos dos seguintes lemas descritos

abaixo:

Lema 4.6 ([68]). Seja G um grafo de ordem n e didmetro d(G) # 3. Entdo as inequagdes

abaixo sao equivalentes:
o (11(G) — pn—1(G) <n —1;
o 111(G) = pin-1(G) <n —1;
® tn-1(G) + pn-1(G) = L.

Além disso, se d(G) = 2, a igualdade ocorre se, e somente se, G = K; V F, onde

F é um grafo desconexo de ordem n — 1.

Lema 4.7 ([50]). Sejam G e H grafos de ordem n; e nsy, respectivamente. Entao

(i) Specr.(G) = {n1 — piny, —1(G1), 1 — pin, —2(G), ..., n1 — pa(G),0};

(”) SpeCL(G U H) = {,U«l(G>7 s 7,Un1—1(G)a UI(H)7 SRR NTLZ—I(H)7 07 0}'
Lema 4.8 ([45]). Sejam G e H grafos com conjuntos disjuntos de vértices de ordem n,
e no, respectivamente. Entao
Specr,(GV H) = {n1+n2, 1 (G)+na, . . ., iy —1(G) +ng, p1 (H)+n1, .. ., fny—1(H) +n1, 0}.
Lema 4.9 ([44]). Para qualquer grafo G com n vértices, 11(G) < n, e a igualdade ocorre
se, e somente se, G é desconexo.

Lema 4.10 ([29]). Sejan = s+t+2,coms,t > 1 e seja L(T(s,t)) a matriz laplaciana da
familia de arvores T'(s,t) com conectividade algébrica «(T'(s,t)). O Unico autovalor de
L(T(s,t)) menor do que um é a(T'(s,t)). Além disso, para cadal < s < %52, a(T (s, t))

é uma fungao de s estritamente decrescente.
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Lema 4.11 ([62]). Qualquer grafo G € G(n,d) com n vértices e didmetro d = d(G) é
um subgrafo de no minimo um grafo da familia G4(n1 = 1,na,...,nq,n4+1 = 1) com

Lema 4.12 ([62]). Dado um grafo em G(n,d) com n vértices e didametro d = d(G). O
maximo de qualquer autovalor y;,,,, (G(n,d)), onde 1 < i < n, é ndo crescente conforme
o didmetro d aumenta, isto &, ;... (G(n,d+ 1)) < w;,...(G(n,d)).

O Teorema 4.2 exibe a nossa primeira cota de Nordhaus-Gaddum para

12(G) + p2(G).

Teorema 4.2. Seja G um grafo de ordemn > 2. Entdo
12(G) + i2(G) < 20— 1.

Demonstragédo. Primeiramente, suponhamos que d(G) # 3. Sabemos que para todo
grafo G, p,—2(G) > u,—1(G) e, analogamente, p,_2(G) > pn,—1(G). Como d(G) # 3,

pelo Lema 4.6, temos que ,,—1(G) + pn—1(G) > 1. Portanto,
12(G) + p2(G) = n — pn—2(G) + 1 — pn—2(G) < 2n — (pn-1(G) + pn-1(G)) < 2n — 1.

Agora, suponhamos que d(G) = 3. Portanto, G € G(n,3) e pelo Lema 4.11,
G €& um subgrafo de no minimo um grafo da familia G3(1,n2,n3,1) com
n:Z?zlni =ng +n3 + 2.

Como G C G3(1,n2,n3,1), 0 Teorema 1.8 garante que u2(G) < p2(Gs(1,n2,n3,1))
para no minimo algum ny e ng inteiros positivos, tais que ny + n3 =n — 2.

Por outro lado, é facil ver que G3(1, na, n3, 1) = T(ng,n3). Além disso, pelo Lema
4.10, o unico autovalor laplaciano de T'(ny,n3) menor que um € pu,—1(T(n2,n3)), para

todo ng, ng. Assim p,—o(T(n2,n3)) > 1. Portanto,
p2(G) < p2(Gs(1,n2,n3,1)) =n — pn—2(T(n2,n3)) <n — 1.
Como u2(G) < n, concluimos que

p2(G) + p2(G) < 2n — 1.
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Nos proximos teoremas apresentamos os resultados principais desta se¢ao. Con-
seguimos uma cota superior significativamente melhor do que a apresentada no Teorema

4.2.

Teorema 4.3. Seja G um grafo desconexo de ordem n > 2. Entao
p12(G) + p2(G) < 2n — 2.

E a igualdade ocorre se, e somente se, G = 2K, U H, onde H é um grafo desco-

nexo de ordem n — 2 com no minimo 3 componentes conexas.

Demonstragcdo. Seja G = G1UG-2U...UG,, s > 2, onde GG; sdo as componentes conexas
de G, com |V(G;)| = n;, assumindo sem perda de generalidade que n; < ng < ... < n,.

Consideraremos trés casos distintos: s =2, s >4 e s = 3.

Caso 1. Suponhamos que s = 2. Neste caso, G 2 G, UGy e G = Gy V Go.

Subcaso 1. Se 2 < n; < ng, entdo us(G) = max{ni,na} < n — 2. Por outro lado,
pelos Lemas 4.8 e 4.9, 12(G) = max{ny + u1(Gz2),n2 + p1(G1)} < n, pois G e G2 séo
CONEexos.

Portanto,

p2(G) + pa(G) < 2n — 2.

Subcaso 2. Assumindo 1 =n; < ng,entdlo G 2 K, UGs e G =2 K1 V Gs.
Passamos agora a observar o diametro de G5.

eSed(Gy)=1,entao G2 K UK,,e G2 K|V K,,.

Trivialmente,

112(G) + p2(G) < .

e Se d(G2) = 2 e G, é conexo, entdo cada par de vértices ndo adjacentes v;, v,
em G, tem vizinhos em comum, ou seja, |Ng,(vi) N Ng,(v;)] > 1. Isso implica que
cada par de vértices v;,v; de G2 tem |Ng; (vi) U Ng;(vj)| < n2 — 1 [68]. Portanto, pela

Proposigao 1.16,

Gy) <  max Na—(v;) U NAa=(vi) |} < ng — 1.
(@) < max (N U NG ()]} < o

Por outro lado, se G- é desconexo o Lema 4.6 garante que 1 (G2) < na—1. Logo,

se d(Gs) = 2, entdo u1(G3) < ne—1 e aigualdade ocorre se, e somente se, Gy = K,V F,
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onde F' é desconexo com ny — 1 vértices.

Primeiramente, suponhamos que G, 2 Ky V F.

Pelos Lemas 4.7, 48 € 4.9, 12(G) = 14+ m(Ga) < 1+ nyg —1 = ny e
p2(G) = p2(Ga) < no.

Como ny + ny = 2n — 2, segue que

p2(G) + p2(G) < 2n — 2.

Agora,se Go =2 K; V F,entao G 2 K, U (K, V F).
Como F é desconexo e de ordem ny — 1, entdo ;i (F) < ng — 2. Novamente,
aplicando os Lemas 4.7, 4.8 e 4.9, temos que u2(G) = po(K1 VF) = 1+ i (F) <

1+n2—2:n2—1eM2(G):n2.

Como ny — 1+ ne = 2n — 3, segue que

p2(G) + p2(G) < 2n — 3.

e Seja d(G2) > 3. Se d(G2) = 3, entdo G2 € G(ng,3) e pelo mesmo argumento
do Teorema 4.2, 1u2(G2) < ny — 1. Agora, se d(G) > 4, entdo o Lema 4.12 garante que o
maximo de p2(G2) € ndo crescente conforme o diametro d aumenta.

Portanto, u2(G2) < pe,,,.(G(n2,d)) < ua,,..(G(ng,3)) < ng — 1.

Pelos Lemas 4.7, 4.8 € 4.9, 12(G) = pa(Ga) < ng —1e ua(G) = 1+ w1 (Ga) <
1 4 na, pois G2 € conexo.

Como ny — 1+ 1+ ny = 2n — 2, segue que

po(G) + po(G) < 2n —2

Conclui-se, de todo o exposto acima, que se G é desconexo e s = 2, entao

po(G) + pa(G) < 2n — 2.

Caso 2. Suponhamos agora que s > 4. Neste caso, G 2 G UGy U ... UGs.
Logo, p2(G) < max{n;: 1 <i < s} <n-—3epeloLemad.7, u(G) = n.
Portanto,

pa(G) + pa(G) < 2n — 3.
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Caso 3. Por fim, suponhamos que s = 3. Neste caso, G = G1 U Gy U Gs.
e Sen; > 20uny > 2, entdo ux(G) < max{ni,n2,n3} <n—3 e peloLema 4.7,
p2(G) = n.
Portanto,
p2(G) + p2(G) < 2n — 3.

e Assumindo que n; = 1 e no = 1 e escrevendo G = H, entdo G = 2K, U H.
Neste caso, pelo Lema 4.7, 12(G) = n, pois G tem trés componentes conexas.

Por outro lado, pelo Lemas 4.7, u2(G) = p2(H) < ng = n—2 e aigualdade ocorre
se, e somente se, un,—2(H) = 0, ou seja, H é um grafo desconexo com no minimo 3
componentes conexas.

Conclui-se, de todo exposto acima, que se G é desconexo, entao

p2(G) + p2(G) < 2n — 2.

E a igualdade ocorre se, e somente se, G = 2K; U H, onde H é um grafo desco-

nexo de ordem n — 2 com no minimo 3 componentes conexas.

Teorema 4.4. Seja G um grafo de ordemn > 2 com d(G) # 2 e d(G) # 2. Entao

p2(G) + p2(G) < 2n — 2.

Demonstragdo. Suponhamos que G seja um grafo com d(G) # 2 e d(G) # 2. Portanto,
existem apenas trés casos distintos para o diametro de G.

Caso 1. d(G) = oo. Neste caso, G € desconexo e pelo Teorema 4.3, us(G) +
pa(G) < 2n — 2.

Caso 2. d(G) = 1. Neste caso, G = K,,. Sabemos que, ua(K,) + p2(K,) =n <
2n — 2.

Caso 3. d(G) > 3. Se d(G) = 3, entdao G € G(n,3) e pelo mesmo argumento
do Teorema 4.2, 12(G) < n — 1. Agora, se d(G) > 4, entao o Lema 4.12 garante que o
maximo de u2(G) é ndo crescente conforme o didmetro d aumenta.

Logo, 112(G) < 42,4, (G(n,d)) < pio,,, (G(n,3)) <n — 1.

Usando raciocinio analogo, se d(G) # 2, entdo us(G) < n — 1. Portanto, se
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d(G) # 2 e d(G) # 2, entado
po(G) + pa(G) < 2n — 2.

O]

As Proposicoes abaixo apresentam classes de grafos para os quais

p2(G) + p2(G) < 2n — 2.

Proposicao 4.1. Seja G um grafo bipartido de ordem n > 2. Entao

p2(G) + p2(G) < 2n — 2.

Demonstracdo. Se d(G) # 2 e d(G) # 2, entao pelo Teorema 4.4 112(G)+p2(G) < 2n—2.
Se d(G) = 2, entdo G é bipartido completo [69], e segue que G = K, ,, para
algumr ;s > 1,talquen =1+ s.
Sabemos que Spec, (K, s) = Specg(K, ) =

1 s—1 r—1 1
Portanto, p2(K, s) < max{r,s} <n — 2. Conclui-se que

r4+s r s 0]

p2(G) + p2(G) < 2n — 2.

Corolario 4.1. Se G é uma drvore de ordemn > 2, entao jz(G) + pa(G) < 2n — 2.

Demonstragédo. Seja G uma arvore. Como toda arvore é um grafo conexo e sem ciclos,

segue da Proposicao 1.1 que G é bipartido. Portanto, us(G) + u2(G) < 2n — 2. O

Proposicao 4.2. Seja G um grafo k—regular de ordemn > 2. Entao

p2(G) + p2(G) < 2n — 2.

Demonstragdo. Se G é desconexo, pelo Teorema 4.2, temos que, p2(G)+u2(G) < 2n—2.
Suponhamos que G é conexo. Se n < 6, o resultado segue por calculos compu-

tacionais. Se n > 7, aplicando o Teorema de Weyl, temos que
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Pelo Lema 3.1, A\, (A) < 0. Portanto, somando as inequagoes (4.1) e (4.2) obte-

mos

12(G) + 12(G) < n =14 | A(G)] + [Aa(G) -

O Lema 3.2 garante que

Portanto,

Note que <2+2‘/§>n —2n+ 2 <0, para todo n > 7. Concluimos que

12(G) + p2(G) < 2n - 2.

O]

Os resultados das Proposigoes 4.1 e 4.2 e do Corolario 4.1 exibem classes de

grafos que satisfazem p2(G) + u2(G) < 2n — 2. Além disso, os Teoremas 4.3 e 4.4

mostram que se G e G tem diametro diferente de 2, entdo s (G) + pu2(G) < 2n — 2. A

partir desses resultados propomos a seguinte conjectura.

Conjectura 4.1. Seja G um grafo de ordem n > 2. Entao

13(G) + 2(G) < 2n — 2.

E a igualdade ocorre se, e somente se, G = K, \V H, onde H é um grafo desco-

nexo de ordem n — 2 com no minimo 3 componentes conexas.
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Conclusao

No decorrer deste capitulo destacamos as contribuigées deste trabalho e indica-
mos possiveis linhas de pesquisa para desenvolvimento futuro.

No Capitulo 2 exibimos os resultados encontrados na literatura a respeito das
relagdes de Nordhaus-Gaddum envolvendo autovalores das matrizes A, L e @, contri-
buindo para pesquisas futuras através da reuniao em um Unico documento da maioria
das relagdes de Nordhaus-Gaddum para os autovalores dessas matrizes.

No Capitulo 3 avangamos na diregao da comprovagao das Conjecturas 2.1 € 2.2,
que seguem em aberto. Conseguimos provar no Teorema 3.1 que a Conjectura 2.1 é
satisfeita para a classe de grafos cuja diferenca entre o grau maximo e o grau minimo
nao exceda <¥>n — 1. No Teorema 3.2, provamos a Conjectura 2.2 para grafos
regulares.

No Capitulo 4 desenvolvemos cotas de Nordhaus-Gaddum inferiores e superio-
res para u2(G) + u2(G). Destacamos que a cota inferior do Teorema 4.1 é a melhor cota
possivel, haja vista a caracterizagao dos grafos extremais. No Teorema 4.2 construimos
uma cota superior que pode ser aprimorada nos Teoremas 4.3 e 4.4. Por fim, propu-
semos a Conjectura 4.1. Cabe destacar que até a conclusao deste trabalho nao havia
cotas deste tipo na literatura, sendo esta uma de nossas mais relevantes contribuigoes.

Como sugestbes para trabalhos futuros, propomos continuar a investigacao das
Conjecturas 2.1 e 2.2 na tentativa de demonstra-las ou refuta-las. Nesta mesma linha,
destacamos o estudo da Conjectura 4.1 proposta nesta dissertagao. Por fim, sugerimos
o desenvolvimento de novas cotas de Nordhaus-Gaddum para os demais autovalores de

LeQ.
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