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RESUMO

A conectividade algébrica de um grafo é uma medidplamente abordada na
Teoria Espectral de Grafos, pois esta relacionasa diversas invariantes do grafo
como por exemplo, corte maximal, conectividade @etices, toughness,nimero
isoperimétrico, além de ser associada, por muitdseres, com a robustez da rede,
dentre outras diversas abordagens. Por isso, psdem@ncontrados diversos trabalhos
na literatura que tem como objetivo o aumento deectividade algébrica da rede, tanto
através da insercdo de novas arestas, como pelgdnsde novos veértices. Por outro
lado, a confiabilidade de uma rede representa actdgde da rede permanecer conexa,
seja ap6s a falha de um ou de um subconjunto de \g&tices e/ou arestas. Desta
forma, a confiabilidade é uma medida significatiemte importante para diversos
aplicacbes reais na analise de redes, como, pompage redes de transporte,
transmissdo de energia e comunicagao, cuja neadsste manter todos seus veértices
conectados é fundamental para o pleno funcionantEngistema modelado pelo grafo.
No entanto, embora a conectividade algébrica e rdiatmlidade tenham conceitos
proximos, a literatura carece de abordagens qaeioele ambos, tanto do ponto de
vista teorico-algébrico, como com relacédo a sinmgacem casos reais. Este trabalho
tem como objetivo avaliar as relacdes entre esias thedidas, através da insercdo de
arestas no grafo. Desta maneira, é possivel estudgracto que o incremento no valor
da conectividade algébrica gera na confiabilidd®a isso, € realizado um estudo
prévio a respeito das diversas estratégias decsete arestas existentes na literatura
que objetivam a maximizacdo da conectividade alggbrPosteriormente, séo
realizadas simulacdes computacionais baseadas sH®res estratégias a fim de
analisar o comportamento da variacao da confignledda rede conforme a variagéo no

valor da conectividade algébrica.

Palavras-chave:lnsercé@o de arestas; conectividade algébrica;affilade de redes



ABSTRACT

Algebraic connectivity is a widely discussed measimr the field of Spectral Graph
Theory, since it is related to several graph irar@s such as maximal cut, vertex
connectivity, toughness, isoperimetric number, desibeing associated, by several
authors, within network robustness, among otheraggihes. Therefore, it is possible to
find many papers in the literature which aim tor@ase algebraic connectivity through
the insertion of new edges, or through the insertibnew vertices. On the other hand,
the reliability of a network represents the faculfya network to remain connected,
either after the failure of one or a subset ovégices and/or edges. Thus, reliability is
a significant measure for several real applicatiortbe field of networks analysis, such
as transport networks, energy transmission and aoniwation, since keeping all
vertices connected is essential for the systeme&ratipn. However, while algebraic
connectivity and reliability have close concepte titerature lacks approaches which
relate them both, either with a theoretical-algabapproach, but also regarding to real
scenarios simulation. This work aims to evaluate thlations between these two
measures through the insertion of new edges. Tdrereft is possible to study the
impact of the increase in algebraic connectivity asliability. In order to achieve this
goal, a previous study is carried out regardingesdigsertion strategies that already
exist in the literature which aim at maximizing etgaic connectivity. Later,
computational simulations are performed based shdietegies in order to analyze the
variation of the network reliability according tdet variation regarding algebraic

connectivity.

Key-words: Insertion of edges; algebraic connectivity; netwaoetiability
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1 INTRODUCAO

Redes sdo capazes de modelar um amplo nimero tdenasscom diversas
aplicacdes préticas, tais como sistemas biolégitsisps e sociais, exemplificados por
redes de transmissdo de doencas, transpoifésrld Wide Welxredes de coautorias de
artigos, entre diversos outros processos que rmsam no dia a dia. Essas redes séo
compostas por elementos que se correlacionam e estaguras fisicas podem ser
modeladas por um objeto matematico denominado .grafo

Um grafo também pode ser representado por matridegartir destas
representacdes por matrizes, surge a Teoria EapdetiGrafos (TEG), cujo objetivo é
analisar as propriedades de grafos a partir das/alores e autovetores das matrizes
associadas a eles. Um dos marcos da TEG estadbathvade Huckel [50], relacionado
a Quimica Quantica. Neste estudo, Huckel apresentanodelo no qual relaciona os
niveis de energia de elétrons com os autovalorgsades que modelam alguns tipos de
hidrocarbonetos, vide Biggs [7]. Posteriormentegtkovic [51], em 1971, na sua tese
de doutorado, formaliza a fundamentacéo tedricaqata por Huckel.

Um importante parametro obtido pela Teoria Espéctte Grafos, é a
conectividade algébrica, denotada p¢€). Este parametro € amplamente estudado na
literatura. Primeiramente, devido a sua importapeia avaliacdo da conectividade do
grafo, ou seja, da robustez de um grafo, pois quanaior € o valor da conectividade
algébrica, maior serd o numero de arestas ne@ssagerem removidas para tornar o
grafo desconexo. Além disso, ha uma relacdo emf{r®) com a performance de
processos dinamicos em grafos vide Wang e Miegug€nh Nesta linha, existem
diversos trabalhos que buscam aumentar a conextdidlgébrica de um grafo, como
por exemplo Nagarajagt al [33], Wei et al [48], Alenaziet al [2], Kolokolnikov [31],
Wang e Mieguem [47], entre outros.

Recentemente, diversos trabalhos vém sendo apmdssninesta area, com

objetivos variados, desde analises topoldgicasrdim gestudos sobre vulnerabilidade,



confiabilidade, até otimizacéo de fluxo e afinsq&nto a vulnerabilidade de uma rede
mede quéo fragil ela é mediante a ataques quemasear um, ou um subconjunto de
vértices ou arestas, a confiabilidade do grafo modela uma rede € a probabilidade
desta rede permanecer conexa apos a remocao de denumm subconjunto de vértices
e/ou arestas. Portanto, para fins de aplicacoasioeldas a grafos, a confiabilidade de
uma rede é um importante parametro para tomadaasad. Trabalhos relacionados a
esse tema podem ser vistos em Silva [42], Tebedia [44], Jamakovic e Uhlig [27],
Shpungin [41] e outros.

Assim, este trabalho tem como objetivo analisaelacBo entre o aumento da
conectividade algébrica em um grafo e o incremaotovalor de sua confiabilidade a
partir da insercdo de uma aresta. Para isso, s@oeiramente, estudadas diversas
estratégias que buscam aumentar o valor da comkecteralgebrica de uma rede a partir
da inserc@o de arestas no grafo. Posteriormentgliegada uma andlise a respeito da
relacdo entre 0 aumento no valor deste paramegbectal e o impacto no aumento da
confiabilidade da rede, que é uma medida prob&bdisCom isso, € possivel verificar
se de fato existem ganhos em termos de confiabédidapartir de métodos que buscam

aumentar o valor da conectividade algébrica.

1.1 MOTIVACAO E JUSTIFICATIVA

Conforme dito anteriormente, existem diversos giate reais que podem ser
modelados por redes e estas, por sua vez, redasmor grafos. Dentre esses casos,
existem exemplos de redes cuja capacidade de seemt@mexa € essencial para o
funcionamento do sistema. Por exemplo, o casodisrde linhas aéreas, nas quais 0s
vértices sdo representados por localidades e agargdo representadas por rotas que
conectam dois locais distintos, ou no caso de $imlgatransmisséo de energia, rodovias,
sistemas de saude, telecomunicacdes, entre ohtiogortante que no caso de falha de
uma ou mais arestas ainda haja pelo menos um camgirdhligue todos os vértices da
rede, garantindo sua conexidade. Esses sdo cadsicadap nos quais existe a
possibilidade de se inserir uma nova aresta nagesja através da criacdo de uma

nova rota aérea, ou através da construcdo de uwaalinba de transmissao na rede, de



modo que se aumente a probabilidade da rede peceracenexa apés a falha de uma
ou mais arestas.

Sendo assim, encontrar um meétodo eficaz, capadedwificar dentre todas as
possibilidades de inclusdo de arestas, aquela rquprover o maior incremento na
confiabilidade da rede, permitird que casos futpassam se pautar neste método para
eventuais tomadas de decisdo. Isto é importants,gomforme o tamanho da rede, a
andlise de todas as possiveis insercbes de aresfiasr (7)) —m iteragdes, onde
indica 0 numero de vérticesne o numero de arestas do grafo. Além disso, o aaldal
confiabilidade de uma rede também é computaciomdbneustoso, visto que depende
da enumeracao de todas as possiveis combinac@esstias do grafo, o que € da classe
NP-Hard, conforme demonstrado por Shpungin [41] Isso todesmnasiadamente
demorado o céalculo deste parametro para todassathpinlades de inclusdo de arestas
em redes grandes.

Existem diversos estudos na literatura que mostoaroomportamento da
conectividade algébrica apos a insercdo de uma aesia, como pode ser visto em
Sydney et al [43], Wang e Mieghem [47], Barik ei 3}, entre outros. Além disso,
existem outros trabalhos que analisam o comportemaanconfiabilidade de uma rede
também apos a insercdo de uma nova ligacao entreege como em Silva [42] e Lyra
e Oliveira [34]. No entanto, h4 uma escassez delestque verificam a relacdo entre
estes dois importantes parametros a partir dagésate novas arestas. E nesta linha de
pesquisa que este trabalho se insere.

1.20BJETIVOS

Desta forma, o objetivo principal dessa pesquismaisar a relacdo entre o
aumento da confiabilidade de uma rede a partirsttatégias que visam o aumento no
valor da conectividade algébrica do grafo a patéirinsercdo de novas arestas. Para
atingir esta finalidade os seguintes pontos saratisados:

i.  Identificar as melhores estratégias de inclusaardstas em um grafo a

fim de gerar o maior aumento no valor da conecie algébrica,



baseadas em Medidas de Centralidade e alguns op&@netros
espectrais de uma rede;

ii.  Analisar a relacdo do aumento da confiabilidadeeda apos a insercao
de uma nova aresta, conforme os critérios defirmdogem (i);

iii. Inter-relacionar o aumento no valor da conectividattyébrica com o
aumento no valor da confiabilidade da rede apdser¢gdo de uma nova

aresta e verificar a correlacdo desses parametros.

1.3METODOLOGIA

Os resultados provenientes de testes computaciapeesentados neste trabalho
sdo realizados através da linguagem de program@géen, utilizando também o
software matematico CoCalc (chamado até maio dé 861SageMath), que possui um
amplo pacote de aplicacbes para grafos e teorieceap de grafos. O CoCalc € um
software matematico de codigo aberto desenvolvithoaslicenca GPL (General Public
License) e inclui pacotes de é&lgebra, célculo,idedos numeros, teoria dos grafos,
entre outros, podendo ser acessado pelo enderegocasalc.com.

Para compor 0s experimentos computacionais, aléngetacdo de redes
aleatérias a partir do CoCalc, também foram redtizgatestes em redes reais
provenientes da base de dados Topology Zoo. O dgpdoo € um projeto que visa
levantar dados e a topologia de redes reais desdwgaises. Atualmente, a plataforma
conta com mais de duzentas e cinquenta redesinaiga parte pode ser visualizada de
forma interativa, conforme a disposicdo geografics vértices. Esse projeto é apoiado
pelo governo australiano e pela Universidade deladdks e pode ser acessada pelo
endereco www.topology-zoo.org [45].

Todos os experimentos computacionais foram geratosum notebookdo
modelo Dell Inspiron 14R 3350, com processadoi lG@e™ i5, sistema operacional

Windows 7 Ultimate de 68itse 6GB de memoéria RAM.



1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O presente trabalho é estruturado em cinco capit@dCapitulo 2 apresenta 0s
conceitos e teoremas fundamentais que embasanmenviddamento desta dissertagéo.
Primeiramente, sdo apresentados os resultados g@ios, teoria espectral de grafos,
medidas de centralidade e, por fim, € realizada almsadagem sobre confiabilidade de
redes. J& no Capitulo 3, alguns trabalhos impasagtie apresentam teorias recentes
que servem de base para o desenvolvimento desfogbao de dissertacdo, séo
abordados.

No Capitulo 4 ha o desdobramento em trés secdeSebio 4.1, sdo realizados
testes computacionais de insercdo de arestas dos gram poucos veértices e desta
forma, é possivel comecar a verificar alguns imdicie correlacdo, ou ndo, ent(&) e
a confiabilidade da rede, bem como particularidages possam, porventura, ser
encontradas em redes com menor numero de véric®scao 4.2. tem objetivo similar,
no entanto visa a realizacdo de testes em redssa@a maior numero de vértices,
obtidas da base de dados de redes Topology ZaS&gao 4.3. tem como intencdo a
andlise da correlacdo entre o incremento na condetie algébrica e o aumento na
confiabilidade da rede em redes que possuem aylaridade de possuirem vértices
universais.

Por fim, o Capitulo 5, além de resumir os resukadbtidos no Capitulo 4,
também apresenta as limitacdes nas quais estaiggesspl deteve e enseja novos
trabalhos que podem ser desenvolvidos a partir rdesgltados encontrados nesta

dissertacao.



2 PRELIMINARES

Neste capitulo sdo apresentados conceitos preliggra respeito da Teoria dos
Grafos, Teoria Espectral dos Grafos, Confiabilidadie Redes e Medidas de
Centralidade que se encontram em Diestel [15],0Bél [8], Biggs [7], Bondy e Murty
[10], Godsil e Royle [21], Shpungin [41] e Freem@d®8]. A apresentacdo destes
conceitos € fundamental, tanto para o entendimgasodemais se¢des, como também
para uma melhor compreensao dos trabalhos relamern@o tema da dissertacdo que

sao apresentados no Capitulo 3.

2.1 TEORIA DOS GRAFOS

Um grafo é um par ordenad6é = (V(G), E(G)) simplesmente denotado por
G = (V,E) constituido por um conjunto finito e ndo vadfocujos elementos séo
denominados vértices (também chamados de nds das)aum conjuntd de pares
ndo ordenados de vértices, denominiadc ou linhas ou arestas. As cardinalidades dos
conjuntosV/ eE sdo denotadas p@r| e|E|, respectivamente.

Dado um grafaz, representamos seu conjunto de vértices/psr{v,, v,, ..., V,, }
e o conjunto de arestas pdf = {{v;v;}|v;,v; €V}, ou simplesmenteE =
{viv;|vi,v; € V}. A ordem deG é|V| =n e o tamanho d6 é |[E| = m. CasoG n&o
possua arestas, dizemos queé o grafo vazio. Duas arestas énsdo denominadas
adjacentes se possuem um vértice em comum, caf@rorsdo ndo adjacentes. Dois
vérticesv;e v; séo denominados adjacentes ou vizinhog;Be€ E, caso contrario séo
ditos ndo adjacentes. Dadpe VV as adjacéncias dg sdo os elementos do conjunto
N(v;) = {v; €V | v,v; € E} e 0 grau de;, denotado pod(v;) ou, simplesmentd;, &
a cardinalidade dé&/(v;), ou seja,d; = |[N(v;)|. Os graus minimo e maximo d&

denotados pors(G) e A(G), respectivamente, sd&6(G) = min{d(v;)|v; €V} e



A(G) = max{d(v;)|v; € V}. Sed(v;) = 0, dizemos quey; € um veértice isolado e se
d(v;) =n —1, dizemos que; € um vértice universal.

Quando uma aresta liga um vértice a ele mesmo denéminada de laco (ou
loop). J&, quando mais de uma aresta liga um m@smde vértices ela € denominada
aresta paralela, ou multipla, e o grafo é denonanadltigrafo. Quando as arestas
possuem algum tipo de orientacdo, o grafo € deraninrientado ou direcionado e as
suas arestas sdo também conhecidas como arcos.ddest o0 ponto inicial € o vértice
do qual o arco parte e o ponto final é o vérticegnal o arco chega. Quando nédo
existem orientacbes nas arestas, o grafo € dendmim&o orientado ou nao
direcionado. Um grafo € denominado valorado quaudsui valores associados as suas
arestas. Os grafos que ndo possuem lacos ou apastdslas sdo denominados grafos
simples. A partir de agora a expresgiafo sera referente a grafos simples e néo
orientados e casos diferentes serdo apresentaddsrrda explicita. A Figura 2.1

apresenta exemplos de grafos orientados e simples.

o‘o () o‘o ® o‘o ®

(a) Grafo com lago e aresta paralela (b) Grafo direcionado (c) Grafo simples

Figura 3.1: Exemplos de grafos

Se todos os veértices depossuem 0 mesmo gray entdoG € denominadd-
regular e quandok =n —1, G € denominado grafo completo, denotado fpr O
grafo complementar d&, denotado po6 (V,E), étalque/ =V, ENE=0eEUE =
E(K,). O grau médio dé, denotado pord(G) € definido pela equacao (1):

2m 2m

_ 1
a(G) = m;d(m == " (1)

n



Pela equacéo (1), € evidente a relagf®) < d(G) < A(G). Enquanto o grau
meédio expressa a relacdo do grau por vértice, gamslcasos também €& importante

conhecer a densidade do grafo, denotada (@Y, dada pela equacéo (2):

|E] _m

e(G) = Wi n (2)

De (1) e (2) temos queG) = @.

Um passeio € uma sequéncia finita de vérticesstaagrgue comeca e termina em
algum vértice do grafo. O passeio € denominadot@bswando o vértice final é
diferente do inicial e denominado fechado, casdréan. Ja a cadeia, ou trilha, € um
passeio no qual ndo ha repeticdo de arestas. Uinltamwomn vértices € uma cadeia
sem repeticdo de vértices, ou seja, um passeioeg@ticao de vértices e arestas, o qual
€ denotado poP,. Um caminho geodésico € aquele caminho formado pednor
namero de arestas que conectam um vértice de oregem vértice de destino. Dados
uev €V, adistancia geodésica entre v, denotado pod (u, v), € 0 comprimento do
caminho geodésico que ligaav.

Um ciclo comn vértices, denotado pdk,, € um caminho onde o ponto inicial
coincide com o ponto final. Um grafo € denominadnexo quando existe pelo menos
um caminho que liga todos os pares de vérticesy castrario, € denominado
desconexo. Uma arvore € um grafo conexo e sem tictografo aciclico € um grafo
sem ciclos. Uma floresta € um grafo cujas comp@seriinexas sao arvores.

O grafoGs = (V;, Es) € denominado subgrafo deseV; € V,E; < E. O subgrafo
Gs € denominado subgrafo proprio @equandoV; € Ve Es c EoulV, c Ve Es C E;
quandolV, =V e E; C E, Gs € denominado subgrafo parcial ou geradorGders é
subgrafo induzido d& se dois vértices d6s adjacentes end sao necessariamente
adjacentes erg;.

Um grafo ¢ é denominado bipartido quandopode ser particionado em dois
conjuntos disjunto¥; e V,, tal queV;nV, = @ eV; UV, = V, existindo somente
arestas que ligam vértices dg aos vértices d&, e vice-versa. O grafo bipartido é

denominado completo quando todos os vérticeg, destdo ligados a todos os vértices



de 1, sendo denotado pdf, , onddV;| = p e |V,| = q. Uma estrela com vértices,
denotada pa$,, € um grafo bipartido completo tal qig| =1 e|V,| =n — 1.

Na Figura 2.2 sao apresentados alguns exempldgrdsté e arvores.

(a) Floresta (b) Arvore

(c) Caminho Ps (d) Estrela S,
Figura 3.2: Exemplos de Floresta e Arvores

A conectividade de vértices, denotada pOf), € 0 menor numero de vértices
que devem ser removidos que torn@ndesconexo. Analogamente, definimos a
conectividade de arestas, denotadaA{@ét), como sendo o menor niamero de arestas
gue ao serem removidas tornaimdesconexo.

Para a compreensdo de algumas questbes que satadasomeste trabalho
também é importante o conhecimento a respeito ginaltipos de grafos aleatorios
amplamente estudados na literatura. O primeiro tnpdenhecido por Erdés-Rényi foi

proposto por Erdos e Rényi em 1959 e é criadota pardois parametros: que indica
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o0 numero de veértices do grafpeque é a probabilidade independente de existélecia
cada aresta, vide Erdds [16]. Este grafo aleatdenotado pof (n, p).

O segundo modelo de grafo aleatério é denominadabBRai-Albert (BA), que é
normalmente associado a redes sociais, indicarelgsténcia de um nuimero pequeno
de nés conectados a muitos outros vértices daerede grande nimero de vértices com
poucas ligacbes, como o exemplo wlarld-wide webAlbert et al [1]. Este modelo
também é conhecido como redes livres de escakde( free netwodk A construcao
deste modelo acontece da seguinte forma: a recla gom um determinado numero de
vértices e a cada iteracdo um novo vértice é atidio ao sistema e ligado ka
diferentes vértices, ja existentes na rede. A fintidade de escolha do vértice ao qual o
novo vertice € ligado depende do grau, da seguonateeira: veértices com maior grau
tém maior probabilidade de serem escolhidos. Diess®, 0S parametros exigidos para
criacdo de uma rede aleatéria desse tipo sdo oroudeevérticesn, e 0 numero de
arestas a ser conectada a cada novo vektick, Figura 2.3 exibe um exemplo destes

grafos gerados pelo CoCalc.

(a) Erd6s-Rényi (n=30, p=0,2) (b) Barabasi-Albert (n=30, m=5)

Figura 3.3: Exemplos de grafo Erdds-Rényi e Barabasi-Albert
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2.2 ALGEBRA LINEAR E TEORIA ESPECTRAL DOS GRAFOS

Embora a representacdo geométrica de um grafo s®jaeniente para a
visualizacdo do mesmo, esta ndo é a forma maisuadegqpara o tratamento
computacional dos problemas que envolvem a Tem$aGrafos. Para facilitar esse
tratamento computacional, podemos representar grafmr matrizes, como por
exemplo: Matriz de Adjacéncia, Matriz de IncidéncMatriz Laplaciana, Matriz
Distancia e Matriz Laplaciana sem sinal. A Tedfspectral de Grafos tem como
objetivo obter propriedades de grafos através dezes associadas a eles. Nesta secéo,
apresentamos os resultados béasicos de Algebra rLimeBeoria Espectral para a
compreensao do tema aqui proposto, que se encomptiagipalmente em Hoffman

[25], Biggs [7], Godsil e Royle [21], Abreet al[3], Abreuet al[4] e Horn [26].

Definicdo 2.2.1.SejaA uma matriz quadrada de ordemUm autovalor ded é um
escalar tal quelx = Ax, para todaox # 0, x € R"™. Todox € R" que satisfaz a esta
equacao é denominado um autovetorAdassociado ao autovaldr Assim, A € um
autovalor deA se, e somente se, 0 sistema linear homogéAee Al,)x = 0 tem

solugéo néo trivial, ondg, é a matriz identidade de ordem

Definicdo 2.2.2.Sejal,, a matriz identidade de ordem O polinémio caracteristico de
graun associado 4, € definido por
pa(1) = det(4 — AlL,)

Os autovalores dé séo as raizes do polinbmio caracteristical dg portantod
temn autovalores ndo necessariamente distintos. O mideervezes que um autovalor
Aé raiz do polindmio é denominado multiplicidade éhigca e é denotado por
m(A(A4)). O trago da matrid é a soma dos elementos da diagonal principal Ggea¢
a soma dos autovalores dessa matriz.

O teorema apresentado a segquir trata das raizegsolttwdmio caracteristico

associado a matrizes simétricas.
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Teorema 2.2.1.Todas as raizes do polindbmio caracteristico asdoca uma matriz

simétrica sdo numeros reais.

Definicdo 2.2.3.Uma matrizA de ordemn é denominada semidefinida positiva se, e

somente se, todos 0s seus autovalores s4o maipigsais a zero.

Definicdo 2.2.4.0 espectro de uma matuk simétrica, denotado papect(A) € uma
matriz 2 x s, tal que a primeira linha tem como entrada os\alboes distintos em
ordem néo crescente e a segunda linha com as tigapauultiplicidades algébricas de

cada autovalor, ou seja,

/11 As

PECtU) = |in(a, (4)) . m(Ao(A))

Para finalizar essa se¢ao alguns conceitos e adsslisobre Teoria Espectral dos

Grafos sdo apresentados.

Definicdo 2.2.5.A matriz de adjacéncia d€,A(G), € uma matriz quadrada de

ordemn cujas entradas séo definidas por:

a {1, se {vl-, v]-} € E parav;,v; € V;
ij= , .
J 0, caso contrario

A Figura 2.4 exibe um graf@ e sua respectiva matriz de adjacéncia.

[01110]

o o |10010|
AG =11 0 0 0 0

' [11001]
00010

Figura 3.4: G e sua matriz de adjacéncia A(G).
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Definicdo 2.2.5.A matriz Laplaciana d€, denotada pat(G), € uma matriz simétrica,

definida por:

L(G) = D(G) — A(G),

ondeD(G) é uma matriz diagonal cujos elementos da diagoratipal sdo os graus
dos vértices dé e A(G) sua matriz de adjacéncia.

Seu,(G) = -+ = p,—1(G) = u,,(G) séo os autovalores d€G), entdo o espectro
deL(G) é:

spect(L(G)) = [ (G), .., pn-1(G), un(G)]

De acordo com Fiedler [17], a matriz Laplaciana asifpva semidefinida e
.un(G) = 0.

Definicdo 2.2.6.0 segundo menor autovalor d€G), denominado conectividade
algébrica deG, é denotado poa(G) = u,-1(G) e o autovetor associadoadG) €

denominado vetor de Fiedler.

Em Rocha [38], podem ser vistos detalhes sobrer@xipdades do vetor de
Fiedler.
A Figura 2.5 exibe o graf6 com sua respectiva matriz Laplaciana e o valor da

sua conectividade algébrica.

Figura 3.5: G e sua conectividade algébrica
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A conectividade algébrica de um grafo € importapi@s esta associada a
diversos invariantes da Teoria dos Grafos. Jestal[28] trata especificamente sobre a
conectividade algébrica em alguns tipos de arvores.

A seguir sdo apresentados alguns resultados emduwesse parametro que sao
utilizados no desenvolvimento desta dissertacaoderp ser vistos em Haemers [23] e
Fiedler [17].

Proposicao 2.2.7SejaG um grafo. Enta& € conexo se, e somente ¢6;) + 0.

Teorema 2.2.3SejaG um grafo corm vértices e seja € E. Entéo:u;(G) < u;(G") <

1j+1(G) paratodoj € {1,2,..,n — 1}, ondeG’ é obtido d& pela inser¢éo da aresta
Teorema 2.2.4.SejaG = (V,E) um grafo, tal qu& = V; UV,, e G;(i = 1,2), um
subgrafo gerado pd%. Entdo

a(G) < min(a(Gy) + V2], a(Gy) + |Vi])

Teorema 2.2.5SejaG um grafo ndo-completo. EntagG) < k(G).

Comok(G) < A(G) < 6(G), pelo Teorema 2.2.5, obtemos a seguinte
desigualdade:

a(G) < k(G) < A(G) £ 45(G). (8)

Considere o graf6¢ da Figura 2.6. Neste casdG) = 1, A(G) =2,6(G) =3 e
a(G) = 0,43.

Figura 3.6: Grafo G
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A Tabela 2.1 apresenta os valoresif&), k(G) e A(G) para algumas familias

de grafos. E importante verificar que no cas&géemos quer(G) > k(G).

Tabela 3.1: Relagdes entre conectividade algébrica, conectividade de vértice e de aresta

Grafo a(G) k(G) | A(G)
P | 2(1-cos (%)) 1 1
21
Cn 2 <1 — cos (—)) 2 2
n
S, 1 1 1
K, n n—-1|n—-1

Fonte: Baseado em Fiedler [17] - p.304

2.3CONFIABILIDADE DE REDES

Conforme visto, grafos podem representar estrutigais, tais como redes de
telecomunicacgfes, de transporte, processos biogsociais e etc. Portanto, passa a
ser extremamente importante a andlise da topoldgs redes como também, a
probabilidade de uma rede permanecer conexa apasvemtual falha de vértices ou
arestas, o que € definido como a confiabilidadesde.

Na literatura sdo encontrados problemas com respeibnfiabilidade de redes
gue abordam quatro aspectos: (i) apenas as amstiesn falhar e os vértices sao
confiaveis, vide Colbourn [52]; (ii) apenas os &t podem falhar e as arestas sao
confiaveis, vide Goldschmidit al [22]; (iii) tantos os vértices como as arestas pode
falhar, mostrado em Shpungin [41] ou (iv) no caseedtudos para otimizagdo de uma
funcdo objetivo que visa maximizar a confiabilidatéerede (vide Chaves [59]). Nesta
dissertacdo iremos nos deter somente ao caso fes fam arestas. Para entender a
forma de obtencdo da confiabilidade de uma redesaptamos alguns conceitos

preliminares.

Definicdo 2.3.1.0 conjunto de corte de arestas de cardinalida®i corte de arestas)
€ um conjunto dd arestas cuja remocéao torna o grafo desconexaviai.tO nimero

de conjunto de cortes de arestas de cardinalitleteG é denotado parn, (G).
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Um grafo ék-aresta-conexo se, e somente se, todo conjuntortke de arestas
gue torna o grafo desconexo possui no minknarestas, isto é, a conectividade de
arestas deG € maior ou igual &. De maneira analoga, define-se um conjunto de cort
de vértices de cardinalidadee my(G) denota o numero de conjuntos de corte de
vértices de cardinalidade(Haray [24]).

A Figura 2.7 apresenta dois graf@sge H, com mesmo numero de vértices e de

arestas.

{a,b},{a,c},{b,c},{d, e}, {d, f}.{e [}

(b) Conjuntos de corte de aresta de cardinalidade 2

(a) GrafoGcomn=5em =6
em,(G) =6

{a,b},{d,f}.{e, f}{d, e}

(d) Conjuntos de corte de aresta de cardinalidade 2
emy(H) =4
Figura 3.7: G, H e seus conjuntos de corte de cardinalidade 4 = 2

(c) GrafoHcomn=5em=6

Como pode ser observado, a topologia da rede mflaeno célculo do niumero
de conjuntos de corte.

SejaG um grafo que modela uma rede onde os vérticex@diaveis e cada
aresta possui uma probabilidade de falha assoadadatada pop,, a confiabilidade da
rede representa a probabilidade@eermanecer conexo apos a falha de uma ou mais

arestas.



17

No caso em que todas as arestas possuem a meshabilidade de falha,
denotamos essa probabilidade de falha simplesnpante. E importante notar que
neste caso a probabilidade de falha entre arestaiegendente duas a duas, ou seja, a
falha de uma aresta néo implica na probabilidad@lte das demais. Com isso, com o
objetivo de calcular a confiabilidade da rede des®computar a probabilidade de cada
estado de funcionamento da rede, ou seja, quefo guee a modela seja conexo, e
posteriormente somar os resultados obtidos. Assiniimero total de possiveis estados
€ 2™ e a probabilidade de ocorréncia de cada estadedia é dado pelo seguinte

produtério:

[[a-»0 [] » (6)

e EE/ e €(E\E")

ondeE é o conjunto de arestas do graff’& o conjunto formado pelas arestas do grafo
que funcionam. Quando todas as arestas possuersraanpgobabilidade de falhaa

confiabilidade da rede pode ser obtida pela segexpressao.

RGP = ) Si(1=p)lpm )

i=n-1

ondeS; € o numero de subgrafos conexogzd®m i vértices en 0 numero de arestas
de G.Também é importante notar que Kelmans [29] aptasanférmula da n&o-

confiabilidade, isto €l — R(G, p), através da seguinte expressao:

P(G.p) = ) mypi(1— )" 8)
i=A

ondem; € o numero de conjuntos de cortes de arestas dsmaladade dei e 1 é a
conectividade de arestas @e Utilizando-se(7) e (8), é facil observar que(G, p) +
R(G,p) = 1. Em ambos os casos o célculo da confiabilidada adwb-confiabilidade
assume um carater combinatério, 0 que o0 torna ctatjpmalmente custoso e,

conforme demonstrado por Shpungin [41], € da clad3ddard. Com o objetivo de
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simplificar esse processo, Teixe@bal [44] mostraram a existéncia na literatura de uma
aproximacéo da func&(G, p) para valores de < 1/2, por uma funca® (G, p), dada

pela seguinte expressao:

P(G; p) = mgpl(l — p)m‘)L + m,1+1,0)“+1(1 — p)m—/‘l—1 )

E, entdo, tem-se quiG,p) =1 — P(G, p).
Para o grafda; exibido na Figura 2.7 (a), fazengo= 0,5 temos quen, = 6 e

quems; = 20 e portanto,
P(G,0,5) = 6(0,5)%(1—0,5)°"2 + 20(0,5)3(1 —0,5)0721
P(G,0,5) = 0,406

e consequentemente a confiabilidade da rede madghads é 1 — P(G,0,5) =R =
0,594.

2.4NUMERO ISOPERIMETRICO E TOUGHNESS

Aproveitaremos a abordagem do conceito de conjdatcorte de arestas para
apresentar suas relagcées com o numero isoperimé®gja G = (V,E) e sejaS < V.
Tem-se 0 conjunto de corte de arestagzdelenotado pobS, € definido por &S =
{(u,v) €EE/u € Sev €V —S}. Comisso, se faz necessario encontrabminimo,
vide Abreu [56]. O parametro numero isoperimétrfconhecido também em inglés
comoconductance numbedo grafoG, denotado poi(G), é baseado na cardinalidade
deS e deés, definido da seguinte maneira:

i(G) = minsgvlfTsll, S| <2
Alguns trabalhos também associam o0 nUmero isop&ioon com a

conectividade algébrica do grafo, conforme mostiialbela 2.2. Isso permite mostrar
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que, de fato, a literatura ja apresenta algumagdek, ainda que nao de forma direta,
entre a conectividade algébrica e a confiabilidddeedes, uma vez que esta medida

tem comanputo conjunto de corte de arestas do grafo.

Tabela 3.2: Relagdes entre o nimero isoperimétrico e conectividade algébrica

Relacdo entré(G) ea(G) Fonte
@ <i(G) Mohar [53]
i(G) <a(6)(2A(G) — a(G)) Mohar [53]
a(G) < A(G) — JA(G)? — i(G)? Berman e Zhang [54]
a(G) < & Alon e Milan [55]
— (n—1SDIS|

(Baseado em Abreu [56])

Um invariante importante e cujo conceito € proxieoconceito de confiabilidade
da rede € droughnessapresentado por Chvatal [57] em 1972. O autoneéefste
invariante como o maior numero reahl que a remocédo de quaisqserértices des

resulta em um grafo que € ou conexo ou tem no nm%inmmponentes conexas. Por

exemplo, um grafo é thoughquando o nimero de componentes conexas geradas a
partir da remogdo de um conjuntosi&rtices € também igualsa

Segundo o proprio autor,toughnessnede de forma simples o quanto as varias
componentes de um grafo se mantém conectadasteripwsente, apresenta a relacéo
desta medida com a existéncia de caminhos hanafiosi Um caminho hamiltoniano &
um caminho que comeca no Vveértizee termina no veértice;, passando por todos os
vértices do grafo.

Portanto, sejaG um grafo,t um numero real e sej@g(G) o numero de
componentes conexas @etal que a implicacap(G —S) > 1= |S| = ty(G — S) seja
véalida para cada conjunsbde vértices de corte de Entdo,G é ttough E estet que é

denominado deoughnessle G, denotado pot(G), e definido por
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. |S]
t(G) = min{ m},

ondeS representa todos os conjuntos de corte de vediEgés Conforme Chvatal [57],
o toughnessé um invariante ndo decrescente cujo valor € iguflcaso G seja
desconexo. Uma vez definidotoughnessde vértices, o autor apresenta também o

toughnessle arestas, denotado g6(G), definido da seguinte maneira

min{ L}
y(G—X)"’

t"(G) =
ondeX representa todos 0s conjuntos de corte de amstasUm importante teorema
demonstrado pelo autor relaciotigG) com a conectividade de arestastdeonforme

apresentado a seguir cuja demonstracao pode smrteada em Chvatal [57].

26

Teorema 2.3.1SejaG um grafo. Entae*(G) = >

2.5MEDIDAS DE CENTRALIDADE

A centralidade em redes sociais foi introduzida Pavelas [6], onde o autor
afirma que determinado ator em uma rede socialesstdma posi¢cdo mais central nela
quando ele se encontra localizado em um caminhs mato de comunicagcdo entre
outros pares de individuos. Nesta secdo apresemtammnedidas de centralidade de
grau, de proximidade e de intermediacdo, que shradas neste trabalho, e que podem
ser encontradas em Freeman [18], Shaw [40], BaJélasvioxley e Moxley [32],
Freitas [19] e Noowt al[35].

2.4.1.Medida de Grau Degree)

De acordo com Freeman [18] foi Nieminem em 1974ngwsargiu com o
conceito de centralidade de grau, que nada mats gud a contagem do numero de
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vizinhos de um veértice do grafo. Assim, a centeadel de grau de um vértice nada mais
€ do que o0 seu grau e o vértice mais central égqgssui 0 maior grau. A equacao (10)
apresenta a definicdo desta medida de forma naadlalj uma vez que para dois grafos
com ordens distintas um mesmo valor de centralidedgrau tera representatividade

diferente em cada uma das redes, 0 que pode ibpibasa comparacdo desta medida.

d
c'p(vy) = n(i]kl)

(10)

2.4.2. Medida de Proximidade Closeness)

De acordo com Freeman [18] a centralidade de pideitie esta relacionada
com a distancia de um dado vértigeaos demais vértices do grafo. Sd[a;l-, vj) a
distancia geodésica entre os vértiees v; emG. Assim, a medida de centralidade de

proximidade do vértice; € dada por:

n
Cw) = Y de(vom) (11)
j=1,j#i
Quanto menor o valor dé.(v;) mais rapidamente o vértiag se comunicara

com os demais vértices da rede, o que toymaais central com relacdo a esta medida.

2.2.3.Medida de intermediacaoBetweeness)

Enquanto as medidas apresentadas acima indicamatpaagavel um vértice é
em uma rede, a de intermediacdo verifica o quantovértice pertence ao caminho
geodésico, de outros dois pares quaisquer de e®rtia rede. Essa € uma medida que
analisa o quanto um vértice é importante na passageinformacéo entre outros dois,
vide Freeman (1977). A equacao (12) apresenta ae®sgn para o calculo da

centralidade de intermediagdo do vértige

Cp(vy) = Z—U""'(U") i#j*k (12)

O'. .
i<j o
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ondeo; ; € 0 nUmero de caminhos geodésicos que conectagrtaesi e e g; ;(vy)e

0 numero de caminhos geodésicos que conectam tisegére j e que passam pelo
vértice v,. Como os caminhos geodésicos sdo aqueles maisnwamel escolhidos,
guanto maior for a centralidade de intermediacas mentral o vertice em questdo e

este € uniink entre partes distintas da rede.



23

3 TRABALHOS RELACIONADOS

Este capitulo tem como objetivo apresentar tralsaknastentes na literatura
relacionados com a proposta desta dissertacdo.eb@ 3.1 sdo apresentados alguns
trabalhos que tratam do incremento no valor da atvi@ade algébrica a partir da
insercdo de uma nova aresta. A Secao 3.2 exenapdifieoria apresentada na Secéo 3.1,
através de simulacdes em grafos aleatérios e ees redis, com o objetivo de ratificar
os resultados apresentados até entdo, bem comer, &#uz algumas particularidades a
respeito dos trabalhos existentes na literatura.filg a Secdo 3.3 mostra algumas
relacdes ja conhecidas na literatura entre a duhfiade de redes e as medidas de

centralidade.

3.1VARIACAO DE CONECTIVIDADE ALGEBRICA

Conforme foi visto no Capitulo 2, o segundo menaowalor associado a matriz
Laplaciana de um grafo, denominado de conectividédgibrica e denotado pe(G), é
uma medida importante a respeito da conexidaderdid gjue modela a rede. Os
trabalhos na literatura que tem como objetivo o enton deste parametro, através da
inclusdo de novas arestas ou através da troca deanesta por outra, previamente
inexistente no grafo podem ser encontrados em $yenal [43], Wang e Mieghem
[47], entre outros. Nesta se¢cao sdo apresentagomogpais resultados nesta linha.

Primeiramente, sdo apresentados o0s resultados igutam o aumento da
conectividade algébrica pela inser¢cdo de uma anesggafo.

Do Teorema do Entrelacamento (Teorema 2.2.3) decpre: dado um graf@
no qual a conectividade algébrica tem multipliceladigébrica maior do que 1, tem-se
quea(G + e) = a(G), ou seja, a insercdo de uma aresta no grafo tera al valor da
conectividade algébrica. Além disso, sabemos Hilg u;(G) =2m e sem’ é o

namero de arestas @€ + e), entdo:

n
Zui(6+e)=2m’=2(m+1)=2m+2

=1
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Logo, Xz [ (G + e) — pi(G)] = 2.

Portanto, sdo obtidos limites superior e inferiargpaumento da conectividade

algébrica a partir da insercdo de uma aresta deldospguinte inequacao:
0 < a(G+e)—a(G)<2.

Assim, sabemos que independentemente da estratiegadicao de arestas a ser
utilizada, o incremento da conectividade algébaigaer inserida uma aresta no gr@fo
€ de no maximo duas unidades, quando comparadal@oda conectividade algébrica
de G. O teorema a seguir, devido a Barik e Pati [Siesgnta o caso no qual se tem o

maior incremento da conectividade algébrica.

Teorema 3.1.1.SejaG um grafo conexo com vértices e sejamw; e v; dois vértices

nao adjacentes eth O maior aumento na conectividade algébrica os®re somente

se,G = K,\{v;,v;}, isto é,G é o grafo completo menos uma aresta.

Sabemos também que com(G) < §(G), se existev € V(G), tal qued(v) =
1, entdoa(G) < 1. De acordo com Das [14], impondo certas condigdgsconclui-se

quea(G) < 1, conforme pode ser visto no Teorema 3.1.2.

Teorema 3.1.2.SejaG = (V,E) um grafo conexo com > 2 veértices, tal que existe
v €V comd(v) = 1. Entdo,a(G) < 1sev ndo é adjacente ao vértice de grau maximo

emaG.

Wang e Mieghem [47] mostraram que apds uma aeeséa inserida no graf6
entre os verticey; e v;, os limites superior e inferior da conectividadgebrica de

G +e, a(G + e), sao:

2

min {a(G) + . U2 (G) — s} < a(G +e) < min{a? + a(G), u,—,(()},

ca
+ (2 —a?)
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ondea = |u; — u;], isto €, a diferenca absoluta entreégimae aj-ésimacomponente
do vetor de Fiedler dé, conforme definido na Secéo 2.2ug_, é o terceiro menor

autovalor da matriz Laplaciana @ee ondes € dado por:

- — 2)2 1
£ ﬁ22+ ((ﬁ 42) +B(2-a®)zz20

ondef = u,_,(G) — a(G) = 0.

Com relagéo ao limite inferior dg(G + e), 0 primeiro termo aumenta conforme
¢ também aumenta, enquanto o segundo termo din@nuonaior limite inferior pode ser
obtido através da escolha glgue torne ambos os termos da expressao iguatsnBnr
guanto maiomw, menor ser&, o que ird aumentar o limite inferior d€G + e). Além
disso, um maiorr também ird contribuir para um possivel aumentdirdibe superior.
Logo, a(G + e) tende a aumentar quando= |u; — u;| também aumentar, vide Wang
e Mieghem [47]. Este resultado € de fundamentabitdpcia para uma das estratégias
de aumento da conectividade algébrica.

O artigo de Wang e Mieguem [47] tem como objetiefirdr qual aresta deve ser
incluida em um grafo de modo que a conectividagéhaica tenha o maior incremento
possivel. Como a busca exaustiva para a obtencda dsposta € computacionalmente
demorada, a depender da ordem do grafo, Wang eukhegropuseram comparar duas
estratégias: (i) incluir uma aresta entre o vérdieanenor grau e qualquer outro vértice
aleatorio do grafo; (ii) incluir uma aresta entrepa que possui a maior diferenca
|ui —u]-|, onde u;eu; correspondem aésima e j-€sima componente do vetor de
Fiedler. A seguir, apresentamos o porqué da esdelhais estratégias.

Wang e Mieguem [47] iniciam o trabalho realizandeauinvestigacdo a respeito
da relacdo entre 0 aumento da conectividade atgebampartir da insercdo de uma aresta
entre os vérticey; e v; e as caracteristicas topoldgicas destes vértiRa@s isso, 0s
autores utilizaram uma rede aleatoria do tipo ERIésyi G (n,p)) e outra do tipo
Barabasi-Albert BA) a fim de explorar todos os aumentosad€) com a insercao de
uma nova aresta considerando as seguintes casticeeridos vertices; e v;: 0 grau; e

a centralidade de intermediacao
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Para ambos os grafos os autores verificam que orraamento dei(G) ocorre
quando um dos nag ouv; possui grau baixo ou baixa centralidade de intdiagéo,
porém nao encontraram correlacdo para o coeficidatelusterizacdo. Como existe
correlacdo entre grau e centralidade de interma&djasto €, 0 aumento de uma sempre
esta relacionado com o0 aumento da outra, os aubptasam somente pela estratégica
da conexdo de um veértice de grau baixo a qualquten gértice da rede, uma vez que a
obtencédo do grau de um vértice é computacionalmeais rapida que a obtencéo da
centralidade de intermediacdo. E importante ressaljue essa estratégia esta
relacionada ao Teorema 3.1.2, que mostra que omgiaimo € um limitante superior
para a conectividade algébrica.

Ja a segunda estratégia proposta pelos autores pradicdo de uma aresta entre
0s vértices ndo adjacentes que possuem o maimdxalai — u]-|, a qual é baseada na
teoria apresentada por esses mesmos autores i de&te capitulo, que mostra os
limites de aumento da conectividade algébrica aposdicdo de uma aresta.
Posteriormente, Wang e Mieghem [47] realiza®f simulacdes de adicdo de arestas
baseadas nestas estratégias em grafos Erdos-RBudyieecalculam os percentuais de
aumento dex(G). Eles concluiram que a estratégia (i), baseadeéniicce de menor
grau, € mais eficiente para grafos mais densosp @ueles do tipo Erdos-Rényi, mas
perde eficiéncia em grafos mais esparsos, uma wezgses possuem muitos nés de
grau baixo, como é o caso de redes do tipo BA. @asres também afirmaram que
embora a segunda estratégia seja geralmente npEhora maior parte dos casos, ela
possui complexidadé(n?), enquanto a primeira possui complexidade).

Em 2013, Sydnewt al [43] utilizaram uma estratégia de realocacao dstaré
ideia dos autores era conseguir o maior incremeatoonectividade algébrica através
da remocdo de uma ja existente e posteriormentseacio de uma nova aresta. A
metodologia que utilizaram busca verificar: (i) bagesta deve ser removida de forma
quea(G) tenha o menor decréscimo; e (ii) qual deve sduitia para que(G) tenha o
maior incremento. Para a resposta da segunda pargsirautores indicaram o trabalho
de Wang e Mieghem [47] e focaram sua pesquisaamort na resposta da primeira
questao, isto &, identificar qual aresta deve amovida de tal forma que(G) tenha o

menor decréscimo.
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Com esse objetivo, Sydney al [43] apresentaram os limites superior e inferior
para a conectividade algébrica de um gi@fapés a remocdo de uma aresta, dados a
seguir (Sydnewt al[43] p. 5468 — 5469).

2

ea
a’?+(-2-¢€)

min {a(G) + , Un—2(G) + E} <a(G—-e)<a(G)— a?

1

2 2
e=—[f;2+ ((ﬁzz) +€(a2—2)>]

§ = Un—(G) — a(G)

ondea = |ui —uj| € a diferente entre iaésima ej-ésima componente do vetor de
FiedlerdeG e = pu,—»(G) — a(G) = 0.

A melhor aresta a ser removida é aquela tal quieeedcaa = |ui — u]-| seja a
menor dentre todas, ou seja, uma aresta que codeistarértices que sdo fortemente
conectados e, posteriormente, inserir uma ardsfjae¢a seja 0 maior possivel.

Chan e Akoglu [13] também propdem uma estratégia @amento da robustez de
um grafo através da adicdo e remocdo de arestabéma baseado em Medidas
Espectrais do grafo, através de uma estratégiage rewireisto €, através da remocao
de uma aresta e posterior insercdo de uma nova.i$&r, os autores desenvolveram
uma heuristica que tem como objetivo identificaairasta que ao ser inserida traz o
maior aumento na robustez da rede e, posteriormsekecionar a aresta que ao ser
removida traz a menor reducdo da robustez da rede.

Também podem ser encontrados diversos trabalhostijgam heuristicas para o
problema de maximizacdo da conectividade algébdemo em Ghosh e Boyd [20],
cuja estratégia gulosa tem como objetivo adicidnarestas, uma a uma, sendo essas
arestas também baseadas no maior valar®de cujo algoritmo foi aperfeicoado por
Oliveira et al [36]. Com isso, podemos observar outros trabalhues ugama® como
uma estratégica para buscar o aumento da conextev@gébrica.

Alenaziet al[2] desenvolveram uma heuristica baseada na adig@restas em

vértices que possuem o0 grau minimo, porém levamdocensideracdo um limite
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orcamentario para criagdo destes novos links, dada distancia entre cada par de
vértices. Ou seja, dados todos os vértices com miiaimo em uma rede, 0s autores
decidiram aquele que deveria ser conectado a oatrobase em um custo associado a
insercdo da aresta entre os vertice® v;, para toda,j € V, de forma a aumentar o
maximo do valor da conectividade algébrica conusta@ de insercdo dentro do limite
or¢camentario imposto pelo problema. Além dissoklind et al [30] apresentam um
trabalho a respeito de grafos cuja conectividadébaica € igual a conectividade de
arestas.

Outro trabalho importante no que tange a maximzagaconectividade algébrica
pode ser encontrado em Mosk-Aoyama [58]. Nestalesde otimizacdo o autor mostra
qgue o problema de adicionar um numero especificardstas em um grafo com o
objetivo de maximizar a conectividade algébrica & alasseNP-Hard Em sua
modelagem de programacao inteira, a funcdo objetivproblema de otimizacéo leva
em consideracdo a matriz de autovalores do grafmarfr dela se constroi o problema,
tal que dado um grafo original e um limite minime dumento da conectividade
algébrica, deve-se encontrar um conjunto minimamstas que ao serem inseridas
resultem no aumento da conectividade algébrica sgje pelo menos maior que o

minimo proposto na formulacdo do problema.

3.2SIMULACOES DAS ESTRATEGIAS DE INSERCAO DE
ARESTAS E O AUMENTO NA CONECTIVIDADE
ALGEBRICA

Conforme descrito na Secdo 3.1, existem diversaatégias que buscam
aumentar a conectividade algébrica de um grafo apidsercdo de uma aresta. Esta
secao tem como objetivo realizar simulacdes degéeede arestas em grafos aleatérios
e em redes reais a fim de comparar os resultadmosttom as estratégias de inser¢ao
de arestas mostradas na sec¢éo anterior.

Para isso, foram realizadas todas as possiveigs@esede arestas em alguns
grafos aleatérios, bem como o calculo da coneetdedalgébrica, do vetor de Fiedler e
das medidas de centralidade do grafo original. BEdlacnovo grafo gerado apds a

inclusdo de uma nova aresta, foi calculada a nowadtividade algébrica e o aumento
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percentual sofrido poua(G) apds a insercdo de uma nova ligacdo entre caddepar
vértices. Com isso, é possivel comparar como agasede novas arestas impacta na
conectividade algébrica através da insercdo dedamentre vértices de grau baixo,
entre vértices com baixos valores de centralidagletre vértices com grande diferenca
de suas respectivas entradas do vetor de Fiedéma Bnalise serd realizada para
algumas redes aleatorias e, por fim, para uma redeobtida da base de dados
Topology Zoo [45].
O primeiro caso a ser analisado é o do camihalenotado po€,, conforme

mostrado na Figura 3.1. Neste cas@;;) = 0,198 ek(G,) = A(G,) = 1.

OO O

Figura3.1: G; = P,

Neste caso, 0 maior aumento na conectividade adgéfmi encontrado apos a
insercdo de uma aresta que liga os vértigesv,, obtendo o cicld,.

A Tabela 3.1 mostra o valor da conectividade aigabapds a insercdo de uma
aresta no grafdai;, bem como as medidas de centralidadecldsenesdqc.(v)) e
betweenes&, (v)) dos vértices desse grafo antes da insercao daaresta, indicando
também o aumento percentual do valor da conecteiddgébrica. Todas as tabelas
semelhantes que sdo mostradas para os demais gédoapresentadas em ordem
decrescente de= |u; — u;|, ondew; indica a entrada do autovetor de Fiedler associada
ao verticev;. Neste caso, o vetor de Fiedler@eé:

(1,0,8019; 0,445; 0; -0,445; -0,801,-1)



Tabela 3.1: RelagBes entre o aumento da conectividade algébrica através da inser¢do de uma aresta no grafo P, entre os vértices v; e v;

v | Y| ow | oy a |d@)|d@W)| cy(@) | @) | cw) | € |a(G+e) A:,:Z'E‘G"l;"
0 6 |1 -1 2 1 1 0 0 0,285 0,285 0,753 280%
1 6 (0,801 |-1 1,802 2 1 0,375 0,285 0,585 195%
0 5 1|1 -0,801 (1,801 1 2 0 5 0,285 0,375 0,585 195%
1 5 10,801 |-0,801 (1,603 2 2 5 5 0,375 0,375 0,622 214%
0 4 |1 -0,445 (1,445 1 2 0 8 0,285 0,461 0,381 92%
2 6 (0,445 |-1 1,445 2 1 8 0 0,461 0,285 0,381 92%
1 4 10,801 |-0,445 (1,247 2 2 5 8 0,375 0,461 0,381 92%
2 5 10,445 |-0,801 |1,246 2 2 8 5 0,461 0,375 0,381 92%
0 3 |1 0 1 1 2 0 9 0,285 0,5 0,276 39%
3 6 |0 -1 1 2 1 9 0 0,5 0,285 0,276 39%
2 4 10,445 |-0,445 |0,890 2 2 8 8 0,461 0,461 0,300 51%
1 3 10,801 |0 0,802 2 2 5 9 0,375 0,5 0,267 35%
3 5 10 -0,801 (0,801 2 2 9 5 0,5 0,375 0,267 35%
0 2 |1 0,445 (0,555 1 2 0 8 0,285 0,461 0,225 14%
4 6 |-0,445 |-1 0,555 2 1 8 0 0,461 0,285 0,225 14%
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Podemos notar que estes valores corroboram o adeuttpresentado na Secéo 3.1,
indicando que o maior incremento @@, ), proveniente da analise das componentes do vetor
de Fiedler, & dado através da ligacdo entre ogeentle menor grau. Neste caso, a insercao
foi entre os vérticey, e vs. Além disso, a inclusdo desta aresta também gica @ue
aumenta o valor de(G,) e ded(G,).

Também podem ser observados os respectivos valasemedidas de centralidade de
intermediacdo e proximidade dos vértices@e Neste caso, podemos notar que o maior
aumento na conectividade algébrica também é aduladiigacdo entre vértices com baixo
valor de intermediacéo e proximidade.

O Gréfico 3.1 mostra a relagdo entre o aumento ateeatividade algébrica e a
diferenca, em modulo, das respectivas entradasetlor Wle Fiedler correspondentes aos
verticesv; e v;, isto é,|u; — u;|. O eixo horizontal indica a diferenca entre asags do
vetor de Fiedler referente aos vérticgs v; e o eixo vertical indica a conectividade algébrica
obtida apds a insercdo de uma aresta entre osesgiitie v;.

A reta mostra o ajuste da distribuicdo a uma funggoonencial. Nota-se que o
coeficiente de determinacdo de ajuste a funcdonexmial R2 € de 0,93, indicando boa
representacao entre as variaveis, o que tambémbooar os resultados de Wang e Mieghem

[47], apresentados na Secdo 3.1. A férmula de lcatiiIR2 € mostrada a seguir.

?:1(5/\1 - yi)z

R2=1-o— e
i:l(yl_yi) +Zi:1(yl_y)

onden € o numero de observacdgsg¢ o valor observad®, € a média das observacoeg e
a estimativa (valor previsto) de Portanto, quanto maior o valor 8, maior € a correlacdo

entre as variaveis em estudo.
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Grafico 3.1: Relagdo entre conectividade algébrica e Vetor de Fiedler para o grafo G

Agora sdo apresentadas analises semelhantes papa tpos de grafos com um
namero maior de vértices. A Figura 3.2 apresentgmafo do tipo Erdos-Rényi, denotado por
G,, com 28 veértices e probabilidade de existir umestar dep = 0,3, gerado através do
software CoCalc. Neste caso(G,) = 2,22 e o vetor de Fiedler é: (1; -5,99; 0,513; 0,149;
0,443; -1,69; 0,301; 0,979, 0,044; 0,717, 0,5091;-€0,62; 0,265; 0,759; 0,071; 0,61, 0,142;
0,572; 0,268; -1,96; 0,149; 1,062; 0,862; 0,4738;®,632; -0,97).

Figura 3.2: Grafo G,
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Neste caso foram realizadas 268 possiveis insergéearestasno graf6,. Um
resumo com 14 possibilidades de insercbes de ageataesentado na Tabela 3.2, com as
medidas de centralidade dos vértices nos quaiestaafoi inserida, de forma anéloga a

Tabela 3.1, ordenada de forma decrescente conficetadiferencar = |u; — u;|. Podemos

notar que estes valores também corroboram o rdsudtpresentado na Secao 3.1, indicando
que o0 maior incremento no valor déG,) provenientes da analise dos componentes do vetor
de Fiedler é dado através da ligacdo entre oxgértiom medidas de centralidade baixas.

A Figura 3.3 apresenta as relacdes entre os pad@neajrau; centralidade de
intermediacédo e centralidade de proximidade doscesw; e v; para 0s quais a nova aresta
foi incluida, bem como a nova conectividade alggbdo grafo apos a insercdo desta aresta.
Em todos os casos podemos ver que 0s pontos ras@l seja, aqueles com maior valor de
a(G, + e) se concentram em valores baixos dos parametrasados, indicando que de fato
a inclusdo de arestas entre vértices com graujmatBacdo e proximidade com valores
menores trazem um maior incremento para a coneatlei algébrica. E importante notar que
caso a inser¢cdo de uma nova aresta seja realipadasaatravés do critério das medidas de
centralidade existe a possibilidade de ndo se abteraior aumento possivel no valor da

conectividade algébrica, mostrado pelos pontos rhaigos nos graficos da Figura 3.3.



Tabela 3.2:

Relagbes entre o aumento da conectividade algébrica através da inser¢do de uma aresta no grafo G, entre os vértices v; e v;.

v | Y u; u; a dy) |d@))| c,(vy) | (V) | c.(v) c(v) | a(G,+e) A:;}nzrz:;c;;%
1 22 |-5,990 |1,062 |7,050 3 7 10,67 5,55 0,421 0,519 2,915 31,00%
0 1 |1 -5,99 16,996 6 3 |3,44 0,67 0,551 0,421 2,902 30,42%
1 7 1-5,990 (0,979 |6,970 3 5 10,67 2,31 0,421 0,509 2,839 27,58%
1 23 |-5,990 |0,862 |6,850 3 9 10,67 11,83 (0,421 0,574 2,909 30,73%
1 25 |-5,990 /0,838 [6,830 3 8 10,67 7,14 0,421 0,562 2,917 31,09%
1 9 1|-5,990 (0,717 |6,710 3 7 10,67 4,61 0,421 0,551 2,860 28,53%
1 26 |-5,990 (0,632 |6,620 3 9 10,67 8,79 0,421 0,574 2,883 29,56%
1 16 |-5,990 [0,61 |6,60 3 8 10,67 7,35 0,421 0,574 2,802 25,92%
1 18 |-5,990 |0,572 |6,560 3 7 10,67 6,85 0,421 0,562 2,803 25,97%
1 2 |-5,990 (0,513 [6,50 3 10 |0,67 8,43 0,421 0,586 2,848 27,99%
1 10 |-5,990 {0,509 |6,50 3 10 (0,67 12,91 (0,421 0,613 2,848 27,99%
1 4 1-5,990 (0,443 |6,440 3 12 |0,67 33,94 |0421 0,642 2,792 25,47%
1 6 |-5,990 (0,301 |6,290 3 13 (0,67 33,13 |0,421 0,658 2,825 26,96%
1 13 |-5,990 | 0,265 |6,260 3 9 10,67 17,19 (0,421 0,586 2,769 24,44%
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No Gréfico 3.2 pode ser visto que, ha maior paoe @hsos, quanto maior a diferenca
entre as entradas do vetor de Fiedler, maior o atamde a(G,), com coeficiente de
determinacdo R2? de 0,91. O maior aumento da coaandie algébrica se deu pela insercao de
uma aresta entre os vértiagse v,<, com graus 3 e 8 representando um aumento de 31,09%
com relacdo ao grafo original. Além disso, dense@8 possibilidades de insercdo, sdo 24
aquelas que promovem um aumentokdé,) = A(G,) = 3, no grafo original, para(G, +
e) = A(G, + e) = 4, conforme mostra o Gréfico 3.3, que exibe as dbndades de vértice e

de arestas de todos os grafos obtidos apos adisgecum aresta no grafg.

2,9 - . \ X 4
(

o®T o
28 - *®

N
~N
1

n
)]
1

N
&)

R?=0,9108

N
>

Nova conectividade algébrica
N
w

N
[N}

N
i

Diferenca |u; - u;|

Gréfico 3.2: Relagdo entre conectividade algébrica e Vetor de Fiedler para grafo G,.



38
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Gréfico 3.3: Relagdo entre conectividade algébrica e conectividade de arestas G,

A seguir, é apresentada uma analise similar pargmnafio do tipo Barabasi-Albert,
com 30 vértices e grau minimo 3, gerado pelo soéWaCalc, denotado p6x, apresentado
na Figura 3.4. Neste casGs;) = 1,446, k(G3) = A(G3) = 3 e o vetor de Fiedler é (1; -
0,02; -0,41; 0,22; -0,226; 0,546; -0,33; -0,12660,0,6316; -0,772; -0,24; 0,33; -0,569; -
0,62; -1,029; 0,491, -1,31,; 0,61; 0,754, 1,535800,34, -0,3; 0,39; -0,674, 0,888, -0,216; -
1,07; -0,4)

Figura 3.4: Grafo G3
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Para este grafo foram realizadas 354 possibiliddddasercoes de arestas. A Tabela
3.3 mostra 14 possibilidades de inser¢cdes de arestaus respectivos aumentos obtidos para
a conectividade algébrica e as medidas de ceradaighara seus respectivos vértices, bem
como os gréficos apresentados na Figura 3.5, indi@zanovamente, que os maiores valores
da nova conectividade algébrica ocorrem na insedgi@restas ligando os vértices com
menor grau e valores de centralidade de interm&diac proximidade também baixos. O
maior aumento obtido para a conectividade algéldocale 12,5%, através da insercao de
aresta entre os verticesg, e v,,, CUjos graus sado 6 e 3, respectivamente.

Até entdo, podemos verificar que na maioria dosasmaior aumento no valor da
conectividade algébrica geralmente esté relacionadovértices de grau baixo. No entanto, &
importante apontar que o contrario nem sempre @ader, isto €, a insercdo de arestas entre
vértices de grau baixo nem sempre ird prover o imamemento no valor de(G). Como
pode ser visto na Figura 3.5, existem diversosscaes quais veértices com grau minimo nao
trazem aumento consideravel dé&:). Por exemplo, podem ser observados diversos pontos
na Figura 3.5 (b) cujos valores de intermediacdo Baixos, mas cujo aumento da
conectividade algébrica ndo é expressivo.

Por outro lado, o mesmo n&o ocorre quando sedeatiiferenca do vetor de Fiedler.
O Gréfico 3.4 é claro em mostrar que existe umeetaiydo na qual quanto maior a diferenca,
maior sera o aumento d&(G) e vice-versa. Ou seja, diferentemente do casgalorginimo,

a estratégia do vetor de Fiedler parece sempre lgena aumentos no valor da conectividade
algébrica. Iremos retomar esta linha de racio@oifinal desta secéo.

Neste caso, nenhuma combinacdo de vértices trdteagiio da conectividade de

vértices e de arestas. Em todas as possibilidaesst quek(G; + e) = A(G; +e) = 3.



Tabela 3.3: Relagdes entre o aumento da conectividade algébrica através da inser¢do de uma aresta no grafo Gz entre os vértices v; e v;

Uu;

Uu;

a

d(v;)

d(vj)

cp(Vy)

Cp (vj)

Cc (vi)

Cc (vj )

a(G; + e)

Aumento %

J J em a(G3)
17 20|-1,310 1,535 |2,845 3 3|0 3,4 0,44 0,4 1,618 11,89%
20 281,535 |-1,0702,605 3 313,4 0,33 0,4 0,4 1,567 8,37%
15 20(-1,029 |1,535 |2,564 4 30,7 3,4 0,46 0,4 1,626 12,45%
0 17 |1 -1,310|2,310 4 315,81 0 0,45 0,44 1,575 8,92%
10 20(-0,772 {1,535 |2,307 6 311193 (3,4 0,5 0,4 1,627 12,52%
20 25|1,535 |-0,6742,209 3 43,4 5,08 0,4 0,48 1,571 8,64%
14| 20(-0,620 {1,535 |2,155 3 3|0 3,4 0,46 0,4 1,591 10,03%
13 20(-0,569 |1,535 |2,104 4 317,75 3,4 0,5 0,4 1,567 8,37%
17 19(-1,310 (0,754 |2,064 3 5/0 13,07 |0,44 0,43 1,554 7,47%
0 151 -1,029 2,029 4 45,81 0,7 0,45 0,46 1,574 8,85%
2 20(-0,410 {1,535 |1,945 12 3(51,7 3,4 0,59 0,4 1,593 10,17%
6 20|-0,330 {1,535 |1,865 10 3125,97 |34 0,56 0,4 1,589 9,89%
0 101 -0,772 1,772 4 65,81 11,93 10,45 0,5 1,568 8,44%
4 20(-0,226 {1,535 |1,761 18 311339 (3,4 0,72 0,4 1,575 8,92%
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O Grafico 3.4 apresenta uma andlise da correlagéie a diferenca das entradas do
vetor de Fiedler e a conectividade algébricaigle- e. Novamente, podemos concluir que de

fato a correlagdo existe corroborada pelo coefieida determinaca®? = 0,89.

1,65 -

1,6 -

1,55 -

R?=0,8906
1,5

Nova conectividade algébrica

1,4 T T T T T 1
0 0,5 1 15 2 2,5 3

Diferenca |u; - u;|

Gréfico 3.4: Relagdo entre conectividade algébrica e Vetor de Fiedler para grafo G3

Para concluir esta secao iremos realizar uma arsgisielhante as anteriores para uma
rede real — a Rede Nacional de Ensino e Pesquisaadi, obtida através do site Topology

Zoo [45], modelada pelo grafe,, com 30 vértices &(G,) = 1, mostrada na Figura 3.6.
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Figura 3.6: Grafo que modela a Rede Nacional de Ensino e Pesquisa — Brasil — Grafo G4.

Seguindo o0 mesmo padréo dos resultados anteraiieyela 3.4 apresenta os maiores
incrementos da conectividade algébrica em ordemredeente d¢u; — u;|. Posteriormente,

a Figura 3.7 apresenta os graficos que correlatiasmmedidas de centralidade com o valor
de conectividade algébrica do grafo gerado pelr@@® de uma aresta entre os vértiges

v;. Neste casog(G,) = 0,055 e o vetor de Fiedler € (1; 0,223; 0,972; 0,89158, 0,211,
0,211; 0,187; 0,129; 0,063; 0,164, -1,28; -1,1380-0,25; -0,27; -0,09; -1,28; -1,35;-1,35;
-0,78; 0,972; 0,76; -0,1; -0,1; -0,1; 0,164; 0,164891; 0,76).

Para este grafo foram realizadas 431 iteragOes neaior aumento no valor da
conectividade algébrica ndo foi obtido pela insergd aresta entre os vértices com a maior
diferenca em modulo do vetor de Fiedler. Uma daggweis causas dessa mudanca de padréo
€ que este grafo, diferentemente dos grafos argsripossui muitos vértices de grau minimo.
Nota-se, também, que o maior aumenta (&) nao foi obtido pela ligacdo entre vértices de
grau minimo, o que também contraria essa estraiégizsercéo de aresta.

No entanto, o Gréfico 3.5 apresenta o resultadeodeslacdo entre a diferenca em
modulo das entradas do vetor de Fiedler e a candandie algébrica dé, + e. Mais uma vez,

o valor para o coeficiente de correlacdé é alto, R? = 0,89, indicando bom ajuste da

distribuicdo de dados a uma fungao exponenciataRy, embora o maior aumento @g)
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ndo tenha relacdo com este critério, ainda as&rdezhonstra ser uma boa opc¢éo de insercéo
de aresta com o objetivo de aumentar a conectigidbgebrica.



Tabela 3.4:

Relagbes entre o aumento da conectividade algébrica através da inser¢do de uma aresta no grafo G4 entre os vértices v; e v;

u;

a

d(vy)

d(v;)

cp(Vy)

cp(V))

Cc (vi)

Cc (vj)

a(G, + e)

Aumento %

J J em a(G,)
0 18 |1 -1,350 (2,356 2 1 |45 0 0,157 0,152 0,105 91%
0 19 |1 -1,350 (2,356 2 1 |45 0 0,157 0,152 0,105 91%
2 11 (0,972 |-1,280|2,253 2 2 |16 29 0,178 0,178 0,105 91%
2 17 10,972 |-1,280|2,253 2 2 |16 29 0,178 0,178 0,105 91%
3 18 |0,891 |-1,350]2,247 2 1 |39 0 0,206 0,152 0,106 92%
3 19 (0,891 |-1,350|2,247 2 1 |39 0 0,206 0,152 0,106 92%
18 28 |-1,350 0,891 |2,24 1 2 |0 39 0,152 0,206 0,106 92%
19 | 28 |-1,350 (0,891 |2,24 1 2 |0 39 0,152 0,206 0,106 92%
3 11 (0,891 |-1,280(2,172 2 2 |39 29 0,206 0,178 0,106 92%
3 17 (0,891 |-1,28 (2,172 2 2 |39 29 0,206 0,178 0,106 92%
11 | 28 |-1,280 (0,891 |2,17 2 2 |29 39 10,178 0,206 0,106 92%
17 | 28 |-1,280 (0,891 |2,17 2 2 |29 39 10,178 0,206 0,106 92%
12 22 |-1,130 ({0,760 |1,89 3 2 |108 62 0,212 0,245 0,106 92%
12 29 |-1,130 (0,760 |1,89 3 2 |108 62 0,212 0,245 0,106 92%
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Grafico 3.5: Relagdo entre conectividade algébrica e Vetor de Fiedler para a rede real RNP brasileira

Para o grafd;, existem 10 combinacdes de vértices que trazemwmerto de 92%

no valor da conectividade algébrica com relacagrafo original, como € apresentado na

Tabela 3.5.

Tabela 3.5: CombinagGes de vértices para a rede RNP brasileira

Vértice i | Vértice j | Grau vértice i | Grau vértice j
3 11 2 2
3 17 2 2
3 18 2 1
3 19 2 1
11 28 2 2
12 22 3 2
12 29 3 2
17 28 2 2
18 28 1 2
19 28 1 2

Como concluséo desta secéo, foi verificado quefatte pode ser observada uma

relagéo, nos casos estudados, entre o aumentandetivadade algébrica através da incluséo

de uma nova aresta e: (i) o grau; (i) as medidasehtralidade de intermediacédo e de

proximidade e (iii) a diferenca em modulo das efdsado vetor de Fiedler dos respectivos

vértices, 0 que corrobora os resultados encontradio¥Vang e Mieghem [47], a respeito do

vetor de Fiedler apresentados na Secgao 3.1.
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No entanto, é necessario realizar um adendo que smdbtido através dos resultados
mostrados anteriormente. Como podem ser observedograficos a respeito de cada um dos
grafos fica claro que existe uma relacdo na qualasres valores de conectividade algébrica
estdo relacionados com a insercdo de arestas weéttiees com grau e medidas de
centralidade de intermediacdo e proximidade bai¥xsém, 0 inverso nem sempre é
verdadeiro, isto €, podem ser observados diversatop que indicam uma conectividade
algébrica muito baixa ap0s a insercdo de arestagéeiines que possuem essas medidas de
centralidade também baixas.

Portanto, embora a premissa inicial tenha siddigatia, com base nos resultados
deste estudo e dos resultados apresentados por &\Wdieghem [47], n&o é possivel afirmar
quais vértices dentre todos aqueles com grau mjramoom medidas de centralidade baixas,
devem ser aqueles escolhidos para a insercédo sia.afstudos apresentados na Secéo 3.1
indicam que tal escolha varia em funcdo do tipay@do, tornando esta escolha especifica
para determinadas familias de grafos.

Porém, tanto os resultados mostrados nessa s@gao,afjueles de Wang e Mieghem
[47], indicam que tal dificuldade nesta escolha séi@plica ao critério da diferenjga — u;|
correspondente ao vetor de Fiedler. Os resultalo<laros em apontar que na maior parte
dos casos quanto maior esta diferenca maior sexanento da conectividade algébrica,
indicando ser esta uma boa estratégica para inchisé@restas objetivando o incremento da
conectividade algébrica.

3.3RELACOES ENTRE CONFIABILIDADE EM REDES E MEDIDAS
DE CENTRALIDADE

Em 2010, Silva [42], em sua dissertacdo de mestrdadsca indicar uma possivel
relagédo entre medidas de centralidade de um grafoaculo da confiabilidade da rede com
falhas em arestas. Uma vez que apés a inclusdandenova aresta eri os valores da
confiabilidade dos grafos resultantést e, séo distintos, a depender do par de vértigag
ligado pela nova aresta, torna-se importante ifieatiqual nova aresta pode trazer maior
incremento na confiabilidade da rede.

Para isso, o autor calculou para todos os possivafes tal quer = 4,5,(n —1 <

m< n(nz_l)) e para 6, considerando< m < 10 de forma que foram contabilizadas mais de

250 combinacbes. Desta maneira, a partir de uno gfratdo calculadas as medidas de
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centralidade de seus vértices e entdo inseridaaresda em cada par de vértices possivel,
gerando um novo graf6 + e. Entéo foi calculada a nova confiabilidade da reuelelada
por G + e. Assim, foi observado que a aresta que gerou ormaamento na confiabilidade foi

a aresta que ligou o vértice de menor centralidkdproximidade e o vértice mais distante
dele, totalizando 93% dos casos. Posteriormenteggundo critério que apresentou 0s
melhores resultados foi o de proximidade, no q@alvértices com menor centralidade de
proximidade foram conectados. Os critérios de mégliacdo, no qual sdo conectados os
vértices com menor centralidade de intermediacéle autovetor foram, respectivamente, o
terceiro e quarto critério mais assertivos quantawanento da confiabilidade da rede.

Lyra e Oliveira [34] apresentaram um estudo simdarespeito de uma rede de
coautoria, na qual os vértices sdo confiaveis arastas sdo propensas a falhas. Assim, o
estudo também tem como objetivo correlacionar adidas de centralidade dos vértices do
grafo com o potencial aumento na confiabilidadeatie apds a insercdo de uma aresta. O
diferencial deste estudo foi que as autoras vardim previamente que dado um mesmo grafo
G a aresta que gera o maior incremento da confiaoié € diferente entre os casos: (i) no
qual a probabilidade de falha das arestas € semmresma e (ii) no qual a probabilidade de
falha de cada aresta é diferente.

As autoras mostraram que: no caso (i), no quabbgtilidade de falha nas arestas é a
mesma, 0 maior incremento acontece quando os e®itmm menor centralidade de grau séo
conectados. Porém, para o caso especifico mostradmabalho, as autoras concluem que
para o caso (ii) a utilizacdo de medidas de cedadéd ndo é uma boa estratégia para o
aumento da confiabilidade da rede. Com isso, céselgue seria necesséria a realizacdo de
mais simulacdes para obter uma resposta mais ameeste segundo cenario.

Por fim, iremos apresentar um trabalho que relaceronectividade algébrica(G),
com a conectividade de aredt@) da rede. Como visto no Capitulo 2, a ndo-confiduile
de um grafo é uma funcdo que depend&(dg. Portanto, uma das questdes que ensejam esta
pesquisa esta na relacdo entre estes parametmsnuhésticos de uma rede (como por
exemplo: conectividade algébrica e conectividadardstas) com a ndo-confiabilidade, que é
uma medida probabilistica. Diante disso, apresevganm trabalho de Jamakovic e Uhlig
[27], no qual os autores estudam a relacdo ex(%9,A(G) e k(G) em redes do tipo Erdos-
Rényi, Watts-Strogatz e Barabasi-Albert (BA).

Jamakovic e Uhlig [27] iniciaram o estudo apreseatao trabalho de Bollobas [9] no

qual o autor provou que a probabilidade dg) = k(G) = §(G) se aproxima de 1
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conforme n —» o, em grafos aleatorios do tipo Erdds-Rényi, indepatemente da
probabilidadep associada a construcéo desse tipo de grafo. fwssa, 0 grau minimé (G)

€ uma boa estimativa para a conectividade de eérigcde arestas para grafos com muitos
vértices. No entanto, o interessante neste traba@llgue os autores conseguem mostrar,
através de métodos computacionais, que diferenterdin grau minimo, a conectividade
algébrica ndo converge pakdG) ou A(G) conformen aumenta, para grafos aleatorios do
tipo Erdos-Rényi, Barabasi-Albert e Watts-Strog&z. seja, dada a desigualdad@) <
k(G) < A(G) <6(G), para estas redes aleatdrias os valoresk@e) e A(G) ficam
significativamente distantes d€G) conforme a ordem do grafo aumenta.

De forma similar, os autores calcularam as mesneidas para redes do tipo Watts-
Strogatz com = 50,100 e 500 vértices. Novamente, eles chegam a concluséo e @)
se torna um fraco limite inferior conforme cresce. Isto é, nos casos onde 500 os
parametroskt(G) e A(G) sdo extremamente distantes da conectividade a@gélids autores
mostram também que para um dado valok@e) ou A(G), a conectividade algébrica é uma
funcdo decrescente da ordemdo grafo. Para redes livres de escala, BA, o tadulé
semelhante.

Este resultado nos leva a seguinte questdo: selgmsatipos de redes aleatérias a
conectividade algébrica possui tal caracteristieaser um limite inferior distante para a
conectividade de arestaéG), conforme o aumento de e sabendo que a ndo-confiabilidade
da rede é funcdo que dependel(&), como serd o comportamento da confiabilidade da re
a partir de estratégias que buscam aumenf&)? E a partir deste questionamento que
seguem o0s proximos capitulos desta dissertacasefal quais sado os efeitos no valor da
confiabilidade da rede através do uso de estratégiee buscam aumentar o valor da
conectividade algébrica pela insercdo de novasaarea rede?
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4 EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

Esse capitulo tem como objetivo a realizacdo delagbes de insercdo de arestas em
diversos grafos a fim de realizar uma analise catappor 3 etapas: na primeira etapa sao
avaliadas as estratégias de insercdo de arestdsadassno Capitulo 3 (ligacdo entre os
veértices de menor grau, ligacao entre vértices mmnores valores de centralidade e ligacéo
entre vértices com maiar) e seus respectivos impactos no incremento dactieitade
algébrica. Posteriormente, na segunda etapa,rast&mas estratégias também sao verificadas
a fim de medir quéo cada uma delas é efetiva paaento da confiabilidade da rede. Por
fim, a terceira etapa consiste em confrontar sdaite grafos que obtiveram altos aumentos
na conectividade algébrica também obtiveram aursetwasideraveis na confiabilidade da
rede. Dessa forma, € possivel elucidar se estaatég insercdo de arestas que objetivam o
aumento dea(G) também conseguem um bom aumentoRd€) e o quanto estas duas
medidas est&o relacionadas.

Para isso, na Secédo 4.1 sdo apresentadas as sel@gidieadas entre o aumento da
conectividade algébrica e 0 aumento da confialnbdda rede para redes com 5 e 6 vértices.
Na Secdo 4.2 sdo exibidas relacbes entre o aunumtoonectividade algébrica e da
confiabilidade para redes reais e, por fim, na &€¢d sao avaliados os comportamentos de

inserc@o de arestas em redes com vertices unisersai

4.1INSERQAO DE ARESTAS E O AUMENTO DA CONECTIVIDADE
ALGEBRICA E DA CONFIABILIDADE DA REDE — REDES COM 5
E 6 VERTICES

Esta secao tem como base de andlise todos os gmafoS e com 6 vértices tais que
AMG) =2 e A(G + ¢;) =2, ondee; representa todas as possiveis inser¢cbes de arestas
grafo G que néo altera o valor da conectividade de asstaelacdo ao grafo original, a fim
de garantir as simulacbes de insercédo de arestarapo computacional reduzido, devido a
complexidade do calculo da funcéo de confiabilidgddos com 5 e 6 veértices. Desta forma,
para todos esses grafos serdo realizadas, no mrim@imento, o calculo da conectividade
algébrica, das medidas de centralidadeldsenes® debetweeness, também, o calculo do

vetor de Fiedler a fim de obter a difereng@ara cada um dos possiveis pares de vértices a
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serem conectados. Posteriormente, sdo realizadas & possiveis inser¢cdes de arestas e as
andlises do incremento da conectividade algéltizaonfiabilidade da rede e a relagédo entre
essas duas medidas.

Desta secdo em diante os resultados foram obtekeados no pseudocddigo abaixo,
desenvolvido através do SageMath utilizando a Aggm de programacédo Python. Todos os
resultados foram gerados em umotebookdo modelo Dell Inspiron 14R 3350, com
processador Intel Core™ i5, sistema operacionalddiirs 7 Ultimate de 6bits e 6GB de

memoria RAM.

Pseudocodigo : Rotina de insercéo de arestas e célculo da @aride parametros

Entrada: GrafoG(V,E)
Para G(V,E) faca

1 Calcular a conectividade algébrica doméaf a(G)

2 Calcular o vetor de Fiedler= (uq,u,, ..., u,), do grafoG

3 Calcular a confiabilidade do grafe R(G, p)

4 Calcular = |u; — u;| para os vértices; ev; ndo adjacentes

5 Calcular as centralidades de intermediagggv) — e decloseness-c.(v) —
VveV

6 ldentificar todas a® possibilidades de insercdo de arestas e definicamunto

W cujos elementos sdo essas possiveis insercdes

7Para k variando de 1 atfgV | faca:

7.1 Inserir a arestaque liga os vertices; ev;, talquei # jVi,j=1,..,n

7.2 Calcular a conectividade algé&baieG + e;)
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7.3 Calcular a confiabilida@€(G + e), p)

7.4 Calcular o aumento percentual deectividade algébrica e da confiabilidade

de(G + e;) comrelagéo &

7.5 Remover a aresja

Fim para

Fim para

Saida Aumento percentual na conectividade algébrica eanfiabilidade da rede apds

a insercdo de uma aresta entre os vértices;.

Inicialmente analisemos todos os grafos conexos Bowgrtices que respeitam a
restricAoA(G) = 2 e tal que todos os respectivos grafos geradogiaghales pela insercdo de
uma nova aresta também respeitem esta mesma condigste caso, existem 8 grafos com 5
vértices cuja conectividade de aresta € igual poEém dentre estes grafos, em 5 deles a
conectividade de arestas se mantém igual a 2 eos tod novos grafos obtidos apds a

insercao de uma nova aresta. Esses grafos saemgaickss na Figura 4.1.



(@) Grafo G, (b) Grafo G,

(c) Grafo G5 (d) Grafo G,

(e) Grafo Gy

Figura 4.1: Grafos com 5 vértices e com conectividade de arestas igual a 2
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Para todos os grafos da Figura 4.1 foram realizéml#ess as possiveis inser¢des de
arestas. A Tabela 4.1 apresenta uma consolidacémlde estes grafos, indicando para cada
aresta incluida ent;,1 <i <5, as principais medidas referentes aos vertige® v,
envolvidos neste aresta inserida bem como os &tlm@umento percentual da conectividade
algébrica e aumento percentual da confiabilidaderatte, denotado poR(G; p), para
p = 0.5.



Tabela 4.1: Relagdes entre a inser¢do de uma aresta e o aumento na confiabilidade do grafo (n =5)
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Aumento Aumento %
_ a(G; % em R(G; °
Grafo a(Gl-) R(Gi, 0. 5) v; 17]' u; u] Iui — u] I d(vi) d(v]) Cp (vi) Cp (17]) cc(vi) Cc(v]') + {vi'v]_'}) a(G,- + |+ {vi T }’ lo 5) _ em
") R(Gl 2F {vi'v]"}, 0. 5)
{viv;})
1|41|-2,61 |3,23 |5,85 2 2 0,50 0 0,6 0,6 2,00 45% 91% 45%
2|141]-261 (3,23 5,85 2 2 0,50 0 0,6 0,6 2,00 45% 91% 45%
G, | 1,38 63%
021 -2,613,61 3 2 1,50 0,50 0,8 0,6 1,58 14% 88% 40%
1131|-2,61 |1,00 (3,61 2 3 0,50 1,50 0,6 0,8 1,58 14% 88% 40%
1411 -1,00 | 2,00 2 2 0,33 0,33 0,6 0,6 2,00 0% 91% 41%
131 0,00 | 1,00 2 2 0,33 0,33 0,6 0,6 2,00 0% 91% 41%
G, | 2,00 64%
31410 -1,00 | 1,00 2 2 0,33 0,33 0,6 0,6 2,00 0% 91% 41%
0(2|0 0,00 | 0,00 3 3 1,50 1,50 0,8 0,8 2,00 0% 86% 39%
11411 -1,00| 2,00 2 2 0 0 0,6 0,6 2,00 0% 96% 12%
G3 2,00 86% 11311 0,00 | 1,00 2 2 0 0 0,6 0,6 2,00 0% 96% 12%
31410 -1,00| 1,00 2 2 0 0 0,6 0,6 2,00 0% 96% 12%




Tabela 4.1: Relagdes entre a inser¢do de uma aresta e o aumento na confiabilidade do grafo (n =5)
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Aumento Aumento %
- a(G; % em R(G; ?
. - 0. | v, . u; u; — U; N d(v; Y| cp(v; Y| c.(v; L
Grafo a(Gl) R(G,,O 5) Vi J u; j I i ]I d(vl) ( ]) Cb(vl) b( ]) Cc(vl) c( ]) o {Vi,vj,}) a(Gi + + {vi,vj,}'o' 5) l’i G; eltn .1 0.5
{v. v. }) ( L + {vl,v],}l . )
i,Yj,
0|21 -1 2 2 2 1 1 0,6 0,6 1,38 0% 63% 67%
0|31 -0,61|1,61 2 2 1 1 0,6 0,6 1,38 0% 63% 67%
G4 1,38 38% 1310 -0,61|0,61 2 2 1 1 0,6 0,6 1,38 0% 63% 67%
1410 0,61 |0,61 2 2 1 1 0,6 0,6 1,38 0% 63% 67%
214 1|-1 0,61 |1,61 2 2 1 1 0,6 0,6 1,38 0% 63% 67%
1121 -1 2 2 2 0 0 0,6 0,6 1,58 59% 87,5% 47%
131 -1 2 2 0 0 0,6 0,6 1,58 59% 87,5% 47%
Gs | 1,00 59%
214 |-1 1 2 2 2 0 0 0,6 0,6 1,58 59% 87,5% 47%
314|-1 1 2 2 2 0 0 0,6 0,6 1,58 59% 87,5% 47%
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Todos os grafos tiveram aumento na confiabilidpdeem apenas os grafas e G,
apresentaram valores de confiabilidade diferemé® @s novas redes geradas apés a insercao
de uma nova aresta. Nestes casos a escolha daassstinserida foi decisiva para se obter o
aumento maximo da confiabilidade. Pelos resultadostrados na Tabela 4.1 € possivel
observar um pequeno indicio de correlacdo entreimeato da conectividade algébrica,
através da estratégia do vetor de Fiedler, e datwlidade do grafo obtido apds a insercéo
dessa nova aresta.

No caso dd7,, a confiabilidade teve um aumento méaximo de 458tida através da
ligacdo entre os vértices, e v, ou v; e v,. Em ambos o0s casos, 0 maior aumento da
confiabilidade também foi acompanhado pelo maioreémento da conectividade algébrica,
com também 45% de aumento quando comparado aodatmnectividade do grafo original.
Além disso, nestes dois casos estes vértices apaes® 0S menores graus da rede, bem
como a maior diferenca = |u; — u;| referente ao vetor de Fiedler, além de também
possuirem 0os menores valores de centralidade elenetliacdo e de proximidade

Ja no caso d€,, dentre as 4 possibilidades de adicdo de are&ta8 squelas que
apresentam o maior aumento da confiabilidade da B 41%. Embora, neste caso, nenhum
dos novos grafos tenha gerado aumento na conex®i@dlgébrica, novamente podemos
verificar que os vertices com menor grau e com ndiferencalu; — u;| estéo entre aqueles
que geraram o0 maior incremento da confiabilidade.

Em todos os demais grafos da Figura 4.1 o perdeéuaumento da confiabilidade da
rede foi mesmo para todas as possibilidades decasele arestas, ndo cabendo concluséo a
respeito da relagdo com o aumento no valor da teitade algébrica.

A mesma metodologia foi utilizada para grafos comé@ices. Neste caso, sao 41
redes comA(G) =2, dentre as quais 18 foram estudadas, pois possaiemesma
conectividade de arestas em todas as possiveigdrsade arestas, garantindo a eficiéncia de
tempo computacional para o célculo da funcdo ddiatmlidade. Estas 18 redes sé&o

apresentadas na Figura 4.2.
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(a) Grafo Gy

(b) Grafo G,

(c) Grafo G;

(e) Grafo G5

(f) Grafo Gg
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(g) Grafo G,

(i) Grafo Gq

(j) Grafo Gy

(k) Grafo G14

() Grafo Gy,
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(m) Grafo G13

(o) Grafo G5 (p) Grafo G4

(a) Grafo Gy (r) Grafo Gyg

Figura 4.2: Grafos com 6 vértices com conectividade de arestas igual a 2
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Dado o maior numero de grafos gerados pata6 optamos por apresentar sua tabela
de resultados no Apéndice A e resumi-los a se@dntre todos os 18 grafos mostrados na
Figura 4.2, sdo 11 aqueles nos quais o maior awnmenvalor da conectividade algébrica se
deu através da insercdo de uma aresta entre deesédom maior diferenchu; — u;l,
representando 62% do total. Em apenas 2 das rgde®qGg e Go) 0 maior aumento de
a(G) nao esta relacionado com o vetor de Fiedler. NositBos casos, todos os aumentos
percentuais de(G) sao iguais, independentemente da difer¢nga u;|.

J& para a relacdo do vetor de Fiedler com o inareamda confiabilidade sdo 14 as
redes nas quais a inser¢cdo de uma aresta entrértaes com maior diferenda,; — ;|
trouxe o maior aumento percentual da confiabilidadpresentando 77% do total. Somente
na rede modelada pelo grafia 0 maior aumento d&(G,0.5) n&o foi acompanhado pela
maior diferenca do vetor de Fiedler. Em todos @®itBos casos 0s aumentos percentuais na
confiabilidade foram os mesmos, independentementeasta inserida.

Por fim, fazemos uma relacdo entre o maior aumdata(G) e deR(G,0.5). De
todos os 18 grafos, em 15 casos (83% do total) lnanencremento da conectividade
algébrica também foi acompanhado pelo maior aumdatoonfiabilidade. Os casos que ndo
respeitam essa regra S&o justamente os g@fpis e Gy apresentados acima. Uma
caracteristica em comum entre os grafpe G, € a existéncia de um vértice universal, isto €,
um vértice com gra®, o que pode eventualmente afetar o resultado, wemague para o
vértice universal ndo existe a possibilidade derg#& de novas arestas. Com o objetivo de
verificar se esse padrao se repete é necess@aizacdo de mais testes computacionais em
redes com vértices universais. Para isso, destiman®ecdo 4.3 exclusivamente para a

analise desses casos.

4.2INSEF§C}AO DE ARESTAS E O AUMENTO DA CONECTIVIDADE
ALGEBRICA E DA CONFIABILIDADE DA REDE — REDES REAIS

Apresentamos agora uma analise similar aquela auastna Secdo 4.1, porém
utilizando redes reais obtidas da base de dadeedds Topology Zoo [45]. O método de
insercdo de arestas e célculo da confiabilidade gmesmo que aquele mostrado no
Pseudocodigo 1, porém com a probabilidade de fathaarestasp, arbitrada em 0,1. A

Tabela 4.2 apresenta as redes utilizadas com sgpsctivos nimeros de vérticesnamero
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de arestasm, e numero de conjuntos de cortes de cardinalidagel + 1, através da

utilizacdo de uma rotina desenvolvida em Pythonpiada no CoCalc.

Tabela 4.2: Redes Topology Zoo

Rede n m m; my. Rede n m m; my.
Aarnet 19 22 6 131 GetNet 7 8 2 17
Abilene 11 14 11 142 GlobalNetRu 8 7 7 21
ATMnet 21 22 2 124 | GRENA 16 15 15 105
BBNplanet 27 28 17 344 ILAN 14 15 9 93
BSONetworkSolutions 18 23 7 139 JGN2plus-Japan 18 17 17 136
BT Europe 23 37 7 242 KAREN 25 28 13 290
Claranet 15 18 6 97 KREONET 13 12 12 66
Compuserve 15 31 3 53 MARWAN 16 15 15 105
DataXChange 6 11 1 10 NSF 13 14 3 56
EasyNet 19 24 6 134 PIONIER 36 39 13 497
EEnet 13 13 10 78 Restena 19 20 9 154
Epoc 6 7 6 35 Rhnet 16 18 5 100
ERNET 30 31 24 450 RNP 31 34 15 429
FUNET 25 30 3 134 T-lex 12 13 8 70
Gambia 28 28 17 361 | TWAREN 20 19 19 171

Primeiramente, dentre todas as possibilidades skrgéio de arestas existentes para
cada uma das redes mostradas na tabela acima, @alosar o aumento na conectividade
algébrica e na confiabilidade da rede avaliandsegsiintes estratégias de insercdo de aresta:
() ligacdo entre os vértices com menores grausjigacao entre os vertices com menor
medida de centralidade déosenes® (iii) ligacdo entre os vértices com maior difey@ de
suas respectivas entradas do vetor de Fiedlertattampor = |u; — u;].

Nas 30 redes analisadas, em 7 casos (23% dodstaftratégias (i) e (iii) obtiveram o
maior incremento em(G), isto é o incremento maximo em(G) dentre todos os possiveis,
enquanto que o resultado foi de apenas 3 redelofieerem o incremento maximo em

a(G) utilizando a estratégia (ii), conforme mostra of(6ca4.1.
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Relagdes entre o aumento maximo na conectividade algébrica e
estratégias de inser¢do de arestas

7 7

W Grau minimo
m Closeness

M Vetor de Fiedler

Aumento maximo em a(G)

Grafico 4.1: Incremento maximo na conectividade algébrica e estratégias de insergdo de arestas

Como pode ser visto 0 método da ligacdo entre k&g com 0os menores valores de
centralidade delosenesd$oi aquele menos eficaz quando comparado aos dealiabela
4.3 apresenta, para cada uma das estratégias atedimsgle arestas, as redes nas quais foi

obtido o maior aumento da conectividade algébrigaadir de cada uma das estratégias
apresentadas.

Tabela 4.3: Redes com aumento 6timo de conectividade algébrica por estratégia de insergdo de aresta

Grau minimo Closeness Vetor de Fiedler
Abilene Abilene Abilene
DataXChange DataXChange DataXChange
Epoc Epoc Epoc
ERNET - ERNET
FUNET - BBNplanet
PIOINIER PIONIER
T-lex - T-lex

Como mostra a tabela, alguns grafos se enquadrammasde uma categoria. Por
exemplo, para a rede Abilene o par de vérticestiguzeo maior incremento da conectividade
algébrica é tanto aquele par que possui grau mingmmo também o par com menores
valores de centralidade dbbsenestomo também o par de vértices com maioA Figura
4.3 mostra a rede Abilene e a Tabela 4.4 apresenteesumo de algumas possibilidades de
insercao de arestas para esta rede.
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Figura 4.3: Rede Abilene

Tabela 4.4: Exemplos de inser¢do de arestas - rede Abilene

a@) vy | V| w | W | lw— ) dwy) | d@)) | cc(w) | (V) | alG+{vvD) ﬁléging:/::g
0o[3[1 ]-09 |19 2 2 | 033 033 0,74 129%
041 |-086 1,86 3 [ 033 038 0,73 126%
23084 [-0,9 |1,80 2 2 [ 037 | 033 0,62 93%

%% 0TS 0,83 |-0,96 |1,79 2 2 [ 038 | 033 0,63 95%
0|61 [-074][174 2 3 [ 033 043 0,65 102%

E importante ressaltar que o resultado baixo, deap23% de acerto para a estratégia
do vetor de Fiedler, ndo contradiz a teoria a liespessa estratégia apresentada nas Secoes
3.1 e 3.2. Nos resultados mostrados na Secdo Bafnfonostrados fortes indicios de
correlacdo positiva entre 0 aumento na conectieiddgébrica er, ou seja, quanto maior
maior aprobabilidade de se obter um aumento significativo @e¢). No entanto, essa
estratégia ndo garante o melhor aumento dentres todgossiveis, conforme mostram o0s
resultados obtidos nestes casos. Além disso, estaiados mostraram néo existir diferenca
significativa entre as estratégias da ligacao eydreértices de grau minimo e a ligacao entre
os veértices com maior diferenca do vetor de Fiediera vez que ambos trouxeram o maior
aumento em 7 redes.

Este ponto fica mais claro ao analisarmos o Grafi@® Nele sdo mostrados, para

todas as redes em estudo, 0 aumento maximo nativicee algébrica, o maior aumento
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através da insercdo de uma aresta entre os vatga@enor grau e, por fim, o aumento obtido
pela insercdo de uma aresta utilizando o vetoriddldt. Em 90% de todas as 30 redes
analisadas, o vetor de Fiedler teve resultado meihogual quando comparado com uma
aresta inserida entre os vértices de menor gratré8gedes nas quais essa tendéncia nao se
manteve foram: FUNET, JGN2plus-Japan e KAREN. AuFRagl.4 apresenta a rede FUNET e

a Tabela 4.5 apresenta algumas possiveis insated@®sta dessa rede, a fim de exemplificar
essas excecgdes, mostrando que para esse grafacaoligntre os vértices com menor grau
teve um melhor aumento na conectividade algébgoando comparada com o vetor de
Fiedler.

Figura 4.4: Rede FUNET

Tabela 4.5: Exemplos de insergdo de arestas - rede FUNET

Aumento % em
G ;| Vj : u; u; — uj| | d(v;) | d(; ) | c.(v;) | a(G+ {v;v;
alG) |v; |v;| u jo| e = wl d@y) | d@)) | cc(vy) | €c(v)) | alG + (viv;}) a(G + (v,

14121 1,92 |-2,51 4,44 1 1 0,20 0,17 0,140 20%
15121 1,81 |-2,51 4,33 2 1 0,22 0,17 0,141 22%
0,116 |11 (21| 1,72 |-2,51 4,23 3 1 0,25 0,17 0,143 22%
10121 1,13 |-2,51 3,64 1 1 0,21 0,17 0,149 29%

Por fim, em 100% dos casos o vetor de Fiedler foaestratégia melhor que a
centralidade decloseness Ademais, também fica claro no Grafico 4.2 queresultados

obtidos através de estdo geralmente bem proximos ao maior aumengv@Edema(G).
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Gréfico 4.2: Analise comparativa entre o maior incremento na conectividade algébrica, grau minimo e vetor de Fiedler
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De acordo com a analise comparativa mostrada nicGa2, podemos observar que,
por exemplo, na rede Rhnet a estratégia de insetedaresta através do vetor de Fiedler
obteve resultados proximos do 6timo, o que podekservado a Tabela 4.6. Nesse caso, a
estratégia de ligacdo entre os vértices de memor gropde uma aresta entre os veértiges
v,, enquanto o vetor de Fiedler sugere a inserc@mmdearesta entre 0s vértiagse v, ouv,

e v,, conforme mostra a Tabela 4.6, que apresenta agdas possiveis inser¢cdes de arestas

na rede Rhnet.

Figura 4.5: Rede Rhnet

Tabela 4.6: Exemplos de inser¢do de arestas e conectividade algébrica - rede Rhnet

Aumento % em
a(G) (v; |vi| wu; u; u; — ui| |d(w;) | dw;) | a(G + {v;v;
( ) i J i J I L ]I ( l) ( ]) ( { o ],}) a(G+{vl',v]‘,})

071 -0,86 | 1,86 2 1 10,59 116%
2171 -0,86 | 1,86 2 1 10,59 116%
0,12 | 0|6 |1 -0,75 | 1,75 2 2 0,27 131%
417014 |-0,86 (1,00 1 1 1|0,14 23%

Agora apresentamos as analises das redes do Tgpobagutilizando as estratégias
de insercéo de arestas e avaliando o impacto rielitidade da rede. Dos 30 casos, em 27 0
maior aumento na confiabilidade foi obtido atradésinsercdo de arestas entre o par de
veértices com menor grau, o que representa umatiagtste de 90%. O resultado para a
ligacdo entre os vértices com menor centralidadgdadeness$oi de 14, o que representa 46%
de acerto e, por fim, para a estratégia do vetdriedler tivemos 26 redes, ou seja, 86% do

total — um resultado levemente inferior quando carago com a estratégia de grau minimo,
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conforme mostra o Grafico 4.3. A Tabela 4.7 aprespara cada uma destas estratégias quais

redes resultaram no aumento maximo da confiabiidad

Relagdes entre o aumento maximo na confiabilidade da rede e
estratégias de inser¢ao de arestas

S
(T
2
E
E H Grau minimo
E M Closeness
g M Vetor de Fiedler
€
()
£
=
<
Grafico 4.4: Incremento maximo na confiabilidade da rede e estratégias de inser¢do de arestas
Tabela 4.7: Redes com aumento maximo de confiabilidade por estratégia de insergdo de aresta
Grau minimo Closeness Vetor de Fiedler
Aarnet GetNet Aarnet Aarnet GlobalNetRu
Abilene GlobalNetRu Abilene Abilene GRENA
BBNplanet GRENA BBNplanet ATMnet ILAN
BSONetworkSolutions ILAN BT Europe BBNplanet JGN2plus-Japan
BT Europe JGN2plus-Japan DataXChange BSONetworkSolutions KAREN
Claranet KAREN EasyNet BT Europe KREONET
Compuserve KREONET Epoc Claranet MARWAN
DataXChange MARWAN ERNET DataXChange NSF
EasyNet NSF GlobalNetRu EasyNet Restena
EEnet PIONIER ILAN EEnet Rhnet
Epoc Restena KREONET Epoc RNP
FUNET RNP MARWAN ERNET TWAREN
Gambia T-lex NSF FUNET -
Aarnet - Restena GetNet -
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Assim como no caso do aumento da conectividaddage dentre as 30 redes em
analise, algumas delas obtiveram o incremento n@die confiabilidade através das 3
estratégias de insercdo de arestas. Ou seja, par de vértices que ao ser ligado traz
0 maior aumento dB(G) é aquele que tanto possui graus minimos, comoéanvalores de
centralidade delosenessninimos e também maior diferenga

Para exemplificar um caso desse tipo, tomemos @ dasede MARWAN, mostrada
na Figura 4.6. A Tabela 4.8 apresenta um resumpaisveis insercdes de arestas para esse
caso. Como pode ser observado, o maior incrememtoonfiabilidade da rede acontece
através da ligacdo entre o par de vertiee® v;;, sendo esse par aquele com 0s menores
graus da reded(vs) = d(v41) = 1), com 0s menores valores de centralidadelakenese,

também, com o maiat, tal quea = 2,20.

Figura 4.6: Rede MARWAN
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Tabela 4.8: Exemplos de insergdo de arestas - rede MARWAN

RO vi|v | w | w | =l [ dep | dw) | o) | cc@) | RG+ o) [por s e
(G +{v;v;})
51(11|1,28 |-0,92 |2,20 1 1 0,17 0,21 60% 54%
5112|1,28 |-0,92 |2,20 1 1 0,17 0,21 60% 54%
51(13|1,28 |-0,85 |2,13 1 3 0,17 0,27 58% 49%
038 3(11|1,18 |-0,92 | 2,11 2 1 0,20 0,21 58% 49%
3112|1,18 |-0,92 | 2,11 2 1 0,20 0,21 58% 49%

Quando observadas todas as 30 redes em estudivat@gea de inser¢do de aresta
entre vértices com grau minimo foi a melhor opcamm incremento da confiabilidade da
rede. Em 90% dos casos, 0 que representa 27 esgesmneétodo teve resultado de aumento da
confiabilidade igual ou superior quando comparanim @ estratégia do vetor de Fiedler. As
excecOes para esse caso foram as redes ATMnet, ERNfhnet. Tomemos como exemplo
dentre essas exce¢Oes a rede Rhnet, cujas pasgibdi de insercdo de arestas sédo
apresentadas na Tabela 4.9. Como pode ser obsewvdid@acdo entre os vértices de grau
minimo d(v) = 1) trouxe um aumento eR(G) de apenas 20%, enquanto a inser¢do de uma

aresta entre o par de vértices com maiobteve um aumento de 26%.

Tabela 4.9: Exemplos de insergdo de arestas e confiabilidade - rede Rhnet

RO |vi|vi| w | w |lwi—wl|d@wy)|d@w) | RG + v} %‘zz‘j‘;‘:}fvfg
0171 -0,86 | 1,86 2 1 0,92 26%
21711 -0,86 | 1,86 2 1 0,92 26%

0,73
4171014 -0,86 | 1 1 1 0,88 20%

A rede Aarnet, mostrada na Figura 4.7, exemplificacaso no qual a estratégia do
grau minimo foi aquela que trouxe o melhor aumeaia a confiabilidade da rede. A Tabela
4.10 apresenta as inser¢cOes de arestas dessa mnetke pode-se ver que a ligagcédo entre os

vérticesvs ev;4 foi aquela que resultou no maior aumento da cbififiade da rede.
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Figura 4.7: Rede Aarnet

Tabela 4.10: Exemplos de inser¢do de arestas e confiabilidade - rede Aarnet

RG) |vi|vi| w | |lu—ul|dw)|d®))|RG+{v;v;}) | Aumento%em R(G + {v;v;})

5[18] 61 [-3,7 9,8 1 1 0,93 21%
517] 61 [-3,3 9,4 1 2 0,91 17%
0,77
8|18] 04 [-3,7 4,2 1 1 0,88 14%

No entanto, nota-se na Tabela 4.10 que embora dea&érticesvg e v;g também
tenha grau igual a 1, o aumento da confiabilidaderetle € inferior aquele obtido pelos
vérticesvs ev;g.

O Gréfico 4.4 mostra, para cada uma das redesjar mamento percentual obtido em
R(G) e os respectivos aumentos percentuais obtidos psetaatégias do grau minimo e do
vetor de Fiedler. Podemos notar que em 23 redesnerato entre estas duas estratégias foi

exatamente 0 mesmo, o que representa 76% dos casos.
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Grafico 4.6: Andlise comparativa entre o maior incremento na confiabilidade da rede, grau minimo e vetor de Fiedler
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Pelas andlises apresentadas até o momento, pom#seevar que a estratégia da
inser¢@o de arestas entre os vértices com magredifa entre as entradas do vetor de Fiedler
nao foi uma boa abordagem para incremento da dolidide, uma vez que essa estratégia
apresentou resultados muito similares — e atéiamés — quando comparada com a estratégia
de insercéo de aresta entre os vértices de meaoyque além de ter tido resultados melhores
também é computacionalmente menos custosa, umauendo hi a necessidade de se
calcular o autovetor de Fiedler para o grafo ense

No entanto, os resultados apresentados para déggralo grau mostram o maior
aumento de confiabilidade obtido dentre todas asipitidades de insercdo de arestas entre
0s vértices de menor grau. Porém, para se chegae ma@imero houve a necessidade de
realizar todas as possibilidades de insercdo ddagrentre os vértices com menores graus e,
posteriormente, o calculo da confiabilidade pardacam destes casos, o que aumenta
significativamente o tempo computacional, a depedddotal de possibilidades existentes.

A Tabela 4.11 apresenta o total de possibilidadesndercdo de arestas para a
estratégia de ligacao entre vértices de menor gengtada na Tabela 4.11 perComo base
comparativa, € apresentada também o total de [lat=iles de inser¢do de aresta para o vetor
de Fiedler, isto €, o nUmero de combinacdo degésede arestas que resultam em um valor
de « méximo e que também deveriam ser testadas umaaaaufim de avaliar o maior

incremento na confiabilidade da rede, denotadaate(@ 4.11 pop.
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Tabela 4.11: Total de possibilidades de insergdo de arestas - estratégia de vértices de menor grau e estratégia do vetor de

Fiedler

Rede w ()] Rede w (7]
Aarnet 3 1 GetNet 1 1
Abilene 8 1 GlobalNetRu 10 4
ATMnet 1 1 GRENA 21 2
BBNplanet 136 4 ILAN 36 4
BSONetwork 15 1 JGN2plus 55 4
BT Europe 21 4 KAREN 66 2
Claranet 15 2 KREONET 45 2
Compuserve 3 6 MARWAN 28 2
DataXChange 4 4 NSF 3 1
EasyNet 15 3 PIONIER 36 2
EEnet 28 6 Restena 36 2
Epoc 4 4 Rhnet 1 2
ERNET 190 1 RNP 36 2
FUNET 3 1 T-lex 28 10
Gambia 120 3 TWAREN 120 14

Pelos dados apresentados na Tabela 4.11, o vetbiedéer teve um numero de
possibilidades consideravelmente menor que o gramimo. A meédia do total de
possibilidades para a estratégia do grau minime &6¢3 combinacdes enquanto a média de
possibilidades do vetor de Fiedler é de 3,2. Ptotato ponto de vista computacional o vetor
de Fiedler se mostra uma estratégia melhor, umgwezxige menos testes para o calculo da
confiabilidade para cada nova aresta inserida. &ias com muitas combinacdes de arestas
entre vértices com grau minimo, como o0 caso dassr&BNplanet ou ERNET, o esforco
computacional é significativamente maior.

Por exemplo, consideremos a rede Gambia, mostaé#gara 4.8. Esta foi uma rede
na qual a estratégia do grau resultou no maior atmmpossivel na confiabilidade da rede. No
entanto, ela possui 16 veértices ndo-adjacentesalenginimo, o que gera 120 possibilidades
de insercdo de arestas para que se possa defalirpgu de vértices ira trazer o maior
incremento enk(G). O célculo dR(G + v;v;) para 120 casos torna-se computacionalmente

mais demorado que o célculo do vetor de Fiedlax @ar
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Figura 4.8: Rede Gambia

A Tabela 4.12 mostra um resumo desses casos. Came ger visto, embora
combinacdes de insercdo de arestas entre 0s gartiev,,, OU vV, € V14, tragam 0 maior
aumento possivel elR(G) (11% de aumento), existem outros casos de inselgfrestas
entre veértices de grau minimo que obtiveram aumsigtuficativamente inferior, como por

exemplo o caso dos pargsev,, ouv, e vs, com apenas 7% de aumento.

Tabela 4.12: Exemplos de insergdo de arestas e confiabilidade - rede Gambia

RG) |v;|vj| w w | |u;— w| |d(w,) |d(W)) | R(G + {v;v;}) | Aumento % em R(G + {v;v;})
6 14| -1,8 | 2,9 4,81 1 1 0,7 11%
1014 -1,8 | 2,9 4,81 1 1 0,7 11%
11,14 -1,8 | 2,9 4,81 1 1 0,7 11%
0,63
0|4 1 -0,78 1,78 1 1 0,68 7%
0|5 1 -0,78 1,78 1 1 0,68 7%

Com isso, uma outra abordagem importante quando as@disadas todas as
possibilidades de insercdo de arestas tanto petatégga do grau minimo como pela
estratégia do vetor de Fiedler é a diferenca, emogopercentuais, entre 0 maior e 0 menor
incremento na confiabilidade dado o total de padsgs$sales de insercdo de arestas para uma
mesma estratégia. Por exemplo, conforme mostrad@ipela 4.11 a rede Gambia possui 120

possibilidades de insercdo de arestas pelo graimmia na Tabela 4.12 vemos que essa
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mesma estratégia consegue um aumento de 11% [igagao entre os verticeg e v;,, mas

de apenas 7% quando sao ligados os vértigey s, 0 que gera uma variacao de até 4 pontos
percentuais no incremento &G). Por outro lado, a estratégia do vetor de Fiegéea 3
possibilidades de insercdo das quais todas geramaregnte 11% de aumento e, portanto,
nenhuma diferenca em pontos percentuais para ssabjidades.

Desta forma, a Tabela 4.20 apresenta as amplitisies, a diferenga entre o aumento
maximo e o aumento minimo no valor da confiabileladtilizando uma dada estratégia de
insercdo de arestas. No caso da estratégia dédigagtire os vértices com menor grau, a
diferenca, em pontos percentuais, entre 0 maiomermor incremento percentual no valor da
confiabilidade € donotada na Tabela 4.13 f@p), enquanto a diferenca entre o maior e
menor incremento para a estratégia do vetor dddfiéddenotada pak(¢). Para os casos

nos quais ha somente uma possibilidade de insegg@ba valor associado a amplitude.

Tabela 4.13: Amplitude do incremento percentual na confiabilidade para as estratégias do grau minimo e do vetor de
Fiedler, em pontos percentuais

Rede A(w) A(p) Rede Aw) A(p)
Aarnet 7 - GetNet = =
Abilene 4 - GlobalNetRu 10 0
ATMnet - - GRENA 37 0
BBNplanet 1 0 ILAN 0 0
BSONetwork 3 - JGN2plus 21 0
BT Europe 0 0 KAREN 3 0
Claranet 1 0 KREONET 15 0
Compuserve 0 0 MARWAN 37 0
DataXChange 0 0 NSF 1 -
EasyNet 1 0 PIONIER 3 0
EEnet 15 0 Restena 2 0
Epoc 0 0 Rhnet - 0
ERNET 2 - RNP 4 0
FUNET 1 - T-lex 1 0
Gambia 5 0 TWAREN 9 0

Média 8 0
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Conforme mostra a Tabela 4.13, a média da varipg&oo grau minimo € de 8 pontos
percentuais, enquanto que para o vetor de FiedlerG Ou seja, em todos 0s casos nos quais
a estratégia do vetor de Fiedler resultou em maisnda combinacdo de insercdo de aresta, o
incremento no valor da confiabilidade foi sempraasmo para todos 0s casos. Ja a estratégia
do grau minimo apresentou variacdo em 22 das 33 restudadas. Esse resultado corrobora
o fato do vetor de Fiedler se mostrar uma estratéagiis adequada para o incremento da
confiabilidade da rede no caso da existéncia déaspossibilidades de inser¢éo de arestas.

Até 0 momento apresentamos as estratégias dednsedecarestas e seus respectivos
impactos no aumento tanto da conectividade algglgitanto na confiabilidade da rede.
Porém, este trabalho também tem como objetivo avae um aumento maximo na
conectividade algébrica através da insercdo deanesta também implica em um incremento
maximo na confiabilidade da rede. Conforme mostrambCapitulos 1 e 2 o valor déG) é
muito relacionado na literatura com a robustezedie.r Portanto, cabe avaliar se arestas que
ao serem inseridas no grafo conseguem concomitantenum aumento maximo tanto em
a(G) quanto enR(G).

Dentre as 30 redes analisadas, em apenas 6 cam@sta que resultou no maior
incremento dex(G) também foi aquela que trouxe o maior increment® @). Essas redes
séo: Abilene, DataXChange, Epoc, ERNET, FUNET e RNi"fnemos como exemplo a rede
ERNET, mostrada na Figura 4.9.

Figura 4.9: Rede ERNET
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Neste caso a conectividade algébrica e a confialoié original da rede tem valores de
0,16 e 0,68, respectivamente. ApOs a insercdo deargsta entre 0os pares de vértigg®
V16 (OU entrev,y € v,,, OU entrev,y € v,4) 0S valores de conectividade algébrica e de
confiabilidade aumentam para 0,20 e 0,73, 0 queesepta um aumento de 21% e 7%,
respectivamente. Esses foram 0os maiores aumergef/pis para cada um destes parametros
dentre todas as possibilidades de insercado deasrégiresentamos também, na Tabela 4.14,

algumas insercdes aleatérias de arestas a fim deganquéo distantes os resultados ficam

dos incrementos 6timos.

Tabela 4.14: Exemplos de insercao de arestas, conectividade algébrica e confiabilidade - rede ERNET

a(G) |v;|vj| w | lu;— wl | d(w;) |[d()) | a(G+ {v,v;}) | Aumento % ema(G + {v;v;})
8 |16| 187,4 |-152,1 339,5 1 1 0,20 21%
16|24 -152,1 | 187,4 339,5 1 1 0,20 21%
0,16
16 22| -152,1 | 34,0 186 1 8 0,18 12%
22129| 34,0 | -79,2 113,2 8 4 0,19 14%
RG) v |vj| w u | lu;— w| | d,)|dV)) | R(G+{v;v;}) | Aumento % em R(G + {v;v;})
8 |16| 187,4 |-152,1 339,5 1 1 0,73 7%
16|24 | -152,1 | 187,4 339,5 1 1 0,73 7%
0,68
16|22 -152,1 | 34,0 186 1 8 0,72 5%
2229| 34,0 | -79,2 113,2 8 4 0,70 3%

O Grafico 4.5 apresenta uma analise comparativee emtaumento maximo de

confiabilidade que pode ser obtido através da ¢dserde uma aresta (dentre todas as
possiveis inser¢des), o aumento de confiabilidddigl® através da aresta que gera o maior
incremento no valor da conectividade algébricaoma base de comparacao, incluimos o
aumento percentual médio de confiabilidade, ist@a énédia dos aumentos de todas as

possiveis inser¢des de arestas.
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Grafico 4.5: Andlise comparativa entre o maior incremento na confiabilidade da rede e aumento maximo na conectividade algébrica - p=0,1
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Os gréficos mostram que, de fato, a inser¢cdo dearesda que traz o aumento 6timo
de a(G) consegue, na maior parte dos casos, um aumentordabilidade superior ao
aumento médio da confiabilidade (isto é, o aumeldd?(G) esperado caso ndo fossem
utilizadas estratégias de insercao de aresta).

Embora tal conclusdo fosse esperada, uma vez qumextividade algébrica esta
relacionada com a robustez da rede, € importanée qoe em apenas 6 redes, 20% do total, a
aresta que trouxe o aumento maximo da conectivigdgébrica é também aquela que
resultou no maior aumento da confiabilidade. Estdes sédo: Abilene, DataXChange, Epoc,
ERNET, FUNET e RNP.

Dada a relevancia dessa analise para a conclusssa geesquisa, optamos por
apresentar, também, o Grafico 4.6, que mostra esltados de aumento maximo de
confiabilidadeversusaumento de confiabilidade a partir da aresta comeato maximo da
conectividade algébrica (dentre todas as possimsisrgcdes)versus aumento médio na
confiabilidade, como apresentado no Grafico 4.5¢mpopara valores de probabilidade de

falha em arestgs igual a 0,05.
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Grafico 4.8: Andlise comparativa entre o maior incremento na confiabilidade da rede e aumento maximo na conectividade algébrica - p=0,05

87




Aumento na confiabilidade

50%

45%

40%

35%

30%

25%

20%

15%

10%

5%

0%

88

B Aumento maximo de confiabilidade B Aumento de confiabilidade - aresta com aumento maximo em a(G) B Aumento médio de confiabilidade

Grafico 4.9: Andlise comparativa entre o maior incremento na confiabilidade da rede e aumento maximo na conectividade algébrica - p=0,05
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Os resultados mostrados no Grafico 4.13, quamdo 0,05, seguem a mesma
tendéncia daqueles mostrados no Gréfico 4.12, pndd,1. Na maior parte dos casos, a
aresta que trouxe o maior aumento da conectividdgiebrica (dentre todas as insercoes
possiveis) também resultou em um incremento naiatnliade da rede maior que o
incremento médio obtido quando testadas todas ssivais insercfes de arestas. Das 30
redes analisadas esse padrdo foi verdade em 24, cagoe representa 80% do total. Além
disso, em 6 casos a aresta que trouxe o maiomiect® ema(G) também foi aquela que
resultou no maio incremento d&G). Essas redes foram: Abilene, DataXChange, Epoc,
ERNET, FUNET e T-lex.

A relacdo entrei(G) e R(G) pode ser mais bem exemplificada pelos Graficos 4.7
Nele sdo exibidos os graficos de correlacdo enteairnento percentual na conectividade
algébrica e o aumento percentual da confiabiliddderede pargp = 0,1. Optamos por
mostrar apenas algumas das redes estudadas, untpue/eseria excessivamente extenso a
apresentacao do gréfico de correlacdo para cadalasnd0 redes. Os gréficos apresentam no
eixo vertical o aumento percentual na confiabileldd rede a partir da insercao da aresta
no eixo horizontal 0 aumento percentual no valoca@ectividade algébrica apds a insercéo
da mesma aresta. E mostrado, também, o coeficiel®& para a correlacédo de cada um dos
grafos. Como pode ser observado, os Graficos 3€ (@ apresentam boa correlacdo positiva
entre o aumento percentual da conectividade algggbe o aumento percentual da
confiabilidade da rede. No entanto, os GréficoZ (4) e (d) ndo mostram esse tendéncia,
apresentando, portanto, baixos valore® tlePor isso, optamos por apresentar na Tabela 4.15
com todos valores d8? para a correlagcdo entre essas duas variaveistqadaa as redes

estudadas, tanto pgva= 0,1 como pargp = 0,05.
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Gréfico 4.10: Graficos de correlagdo: aumento da conectividade algébrica e aumento da confiabilidade da rede
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Tabela 4.15: Coeficiente de correlagdo entre aumento da conectividade algébrica e aumento da confiabilidade

‘u
N

o

Aarnet 0,35

ATMnet 0,18 0,2

BSONetworkSolutions 0,18 0,18

Claranet 0 0

DataXChange - -

EEnet 0,57 0,55

ERNET 0,1 0

Gambia 0,03 0

GlobalNetRu 0,59 0,59

ILAN 0,01 0,01

KAREN 0 0

MARWAN 0,68 0,68

PIONIER 0,44 0,44

Rhnet 0,5 0,47
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T-lex 0 0
TWAREN 0,58 0,58
Média 0,28 0,28

Na Tabela 4.15 podemos ver que ndo existem difagersggnificativas para o
coeficiente de correlagdo de cada uma das reddssds diferentes valores ge Além
disso, na dltima linha da Tabela 4.15 é apreserdacig@dia dos valores d& e conforme
mostra a média, de apenas 0,28, os valoré®’ d&io significativamente baixos para a maior
parte das redes, indicando baixa correlagdo estiecoementos de conectividade algébrica e
de confiabilidade da rede.

Assim, se por um lado os Graficos 4.12 e 4.13 ramstr que a insercao de uma aresta
que traz o maior incremento da conectividade aigélmonsegue, na maioria dos casos, um
incremento na confiabilidade maior do que a insedguma aresta de forma aleatoria (isto é,
sem uso de estratégia de insercdo), por outro d&&d@bela 4.21 mostra que nas redes
estudadas nao existe correlacdo direta entre gasaseis. Ou seja, embora o0 incremento
méximo da conectividade algébrica traga bons 3ot de aumento da confiabilidade da

rede, ndo foi comprovada uma correlacéo direta@ @sses valores nesses casos.

4.3INSERQAO DE ARESTAS E O AUMENTO DA CONECTIVIDADE
ALGEBRICA E DA CONFIABILIDADE DA REDE — REDES COM
VERTICES UNIVERSAIS

Ao final da Secédo 4.1 vimos que em redes com pouédges a existéncia de um
vértice universal parecia afetar o comportamento cderelacdo entre aumento na
conectividade algébrica e aumento da confiabiliddaleede apds a inser¢cdo de uma aresta.
Nessa secdo, verificamos se essa tendéncia tambéendédeira para redes com maior
namero de vértices. Para isso, utilizamos as rgde®btiveram na Secéo 4.2 bons resultados
de correlacdo entre o incrementoal&) e deR(G) e a partir delas construimos redes com
vértices universais tomando como base o vérticggrale maximo de cada uma dessas redes e
transformando-o em vértice universal. Para o casexisténcia de mais de um vértice com
grau maximo optamos por aquele com maior valorpgdulo, associado ao vetor de Fiedler

e, persistindo a igualdade, optamos por aquele roemor centralidade ddosenessAs 15
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redes utilizadas foram: Abilene, ATMnet, BSONetwokutions, EENET, ERNET, Epoc,
Getnet, GlobalNetRu, Grena, JGN2plus-Japan, KREQNEARWAN, TWAREN, RNP e
Rhnet. Como exemplo, tomemos a rede Abilene parstraroa construcdo da rede com
vértice universal a partir da rede original, confermostra a Figura 4.10. Na Figura 4.10 (a) a
rede Abilene possui 6 vértices com grau maximoeN@anto, o vértices, tem 0 moédulo da
sua respectiva entrada do vetor de Fiedler daAbdene igual a0,86, 0 maior dentre todos
os demais vértices de grduPortanto, foi construida a rede com vértice usaleconforme

mostrada na Figura 4.10 (b).

(b) Rede com vértice universal construida a partir da

Figura 4.10: Construgdo de rede com vértice universal

O quadro abaixo apresenta a relacdo dos grafosvédies universais construidos
através dos grafos existentes na base de dadoso@gptoo e apresentados na Secéo 4.2,
utilizando a metodologia para construcao do véditeersal supracitada.
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Grafo - Topology Zoo Novo grafo construido com vértice universal
Abilene Grafo 1
ATMnet Grafo 2

BSONetworkSolutions Grafo 3

EENet Grafo 4
ERNET Grafo 5
Epoc Grafo 6
Getnet Grafo 7
GlobalNetRu Grafo 8
Grena Grafo 9
JGN2plus-Japan Grafo 10
KREONET Grafo 11
MARWAN Grafo 12
TWAREN Grafo 13
RNP Grafo 14
Rhnet Grafo 15

Primeiramente, o Grafico 4.8 mostra os percentdaisaumento maximo para a
conectividade algébrica em todas as redes analisadim de observar o comportamento
dessa invariante em redes com vértices univerpais a insercdo de arestas. O Grafico 4.8
mostra que das 15 redes analisadas em 11 casoboonde aumento na conectividade
algébrica. Isto é, para todas as possibilidadesnsercdo de arestas, o valor déG)

permaneceu igual.
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Como exemplo do caso em que ndo houve alteracdvaloo da conectividade
algébrica apds a insercdo de aresta, tomemos ceempe a rede EENET com vértice
universal, construida a partir do vértiee da rede EENET e mostradas na Figura 4.11 (a) e
(b). As insercdes de arestas na rede EENET coriteémiversal sdo mostradas na Tabela
4.16.

(a) Rede EENET (b) Grafo4

Figura 4.11: Rede com vértice universal contruida a partir da rede EENET

Tabela 4.16: Exemplos de insergdo de arestas e conectividade algébrica - rede com vértice universal contruida a partir da
rede EENET

Aumento % em
a(G) |v; |vj| u u; a | dw;) | d@)) | cc(vy) | cc(v)) | alG+{viv;}) a(G+{vi:7j})

0|1 1 |0 1 1 1 0,52 0,52 1 0
0|2 1 |0 1 1 1 0,52 0,52 1 0
0|7 1 |-0,16 |1,16 1 4 0,52 0,6 1 0
. 0|8 1 |-0,16 |1,16 1 2 0,52 0,54 1 0
0|9 1 |-0,16 |1,16 1 2 0,52 0,54 1 0

Diante desses casos, portanto, a busca pelo auchectnectividade algébrica com o
objetivo de garantir um incremento na confiabilielab grafo ndo definiria a melhor aresta a

ser inserida, uma vez que ndo é possivel obterrdomena(G) para essas redes.
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A seguir, apresentamos no Grafico 4.9 as compasaglige 0 aumento maximo da
confiabilidade, o aumento da confiabilidade atrad&snsercdo de uma aresta entre o par de
vértices com menores graus e 0 aumento da conmdiathd através da insercédo de aresta entre
o par de vértices com maior diferenca do vetor iell€r, a fim de observar se também
existem diferencas no comportamento da relacae estrestratégias de insercdo de arestas

para grafos com vértices universais.
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Conforme mostra o Grafico 4.9, das 15 redes am@ssaem todos casos a estratégia
da ligacdo entre os veértices de menor grau foi onedu igual que a estratégia do vetor de
Fiedler. Esse resultado segue a linha daquelesapeslos na Se¢éo 4.2, tendo a estratégia do
grau um melhor desempenho que o vetor de Fiedlém Alisso, um resultado interessante
para esses casos, e que nao foi visto na Secacoasdste no fato de que em todos 0s casos
mostrados no Grafico 4.9 a ligacdo entre os vérta® menor grau resultou no aumento
méaximo de confiabilidade.

Tomemos como exemplo a rede Grena — com vértioeersal, mostrada na Figura
4.12 (b), construida a partir da rede Grena, mastren Figura 4.12 (a), em torno do vértice
V13, Que possui dentre os vértices de maior grau, iormaeficiente de entrada do vetor de

Fiedler. O detalhamento de insercao de arestagafo @ € apresentado na Tabela 4.17.

(a) Rede Grena (b) Grafo9

Figura 4.12: Rede com vértice universal contruida a partir da rede Grena

Tabela 4.17: Exemplos de insergdo de arestas e confiabilidade - rede com vértice universal contruida a partir da rede Grena

ﬁ’(G) v |V | u | a|dw) | dwj) | RG+{v,v;}) | Aumento%em R(G + {viv; D)
0 |12 1 -12 | 13 3 1 0,977 0,84%
112 1 -12 | 13 2 1 0,979 1,0%
2 |12 1 -12 | 13 1 2 0,979 1,0%
0,969
9 |12 0 -12 | 12 2 1 0,981 1,3%
10 | 12 0 -12 | 12 2 1 0,981 1,3%
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A Tabela 4.18 apresenta uma andlise similar aquekirada na Secéo 4.2, indicando
o total de possibilidades de insercdo de aresta® f@ara a estratégia do grau minimo,
denotada porw, como para a estratégia do vetor de Fiedler, deagiadp. Como pode ser
visto, diferentemente dos resultados obtidos naggetdo, quando as redes possuem vértices
universais o total de combinagbes de arestas cpudtam na maior diferenca do vetor de
Fiedler aumenta. Nos casos estudados, em médiauargnimo resultou em 6 possibilidades
de insercdo de arestas, enquanto o vetor de Figdieu, em média, 13 possibilidades de

insercao.

Tabela 4.18: Total de possibilidades de insergdo de arestas - estratégia de vértices de menor grau e estratégia do vetor de
Fiedler para redes com vértice universal

Rede w
Abilene - com vértice universal 1 1
ATMnet - com vértice universal 2 19
BSONetwork - com vértice universal 1 15
EENet - com vértice universal 15 6
ERNET - com vértice universal 6 21
Epoc - com vértice universal 3 1
Getnet - com vértice universal 2 5
GlobalNetRu - com vértice universal 6 1
Grena - com vértice universal 7 12
JGN2plus-Japan - com vértice universal 10 7
KREONET - com vértice universal 21 2
MARWAN - com vértice universal 1 40
TWAREN - com vértice universal 15 8
RNP - com vértice universal 3 18
Rhnet - com vértice universal 3 40

Média 6,4 13,0

Conforme apresentado na Secéo 4.2, cabe tambémammstmplitude dos resultados
dos possiveis incrementos na confiabilidade da,réste é, a diferenca, em pontos
percentuais, entre o incremento maximo e o incrémerinimo para uma mesma estratégia
de insercdo. Por exemplo, na Tabela 4.17 sédo apaelses 3 combinacOes de ligacdo de
vértices com menor grau; ev,,; Vg €Vy,; V19€ V1,. Embora as duas ultimas possibilidades

tenham trazido o maior aumento percentual na doihflade, de 1,3%, a ligacdo entra os
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vérticesv, e v, trouxe aumento de 1,0%, o que resulta em uma tmelide 0,3 pontos

percentuais. A Tabela 4.19 apresenta as amplipatestodas as redes estudadas.

Tabela 4.19: Amplitude do incremento na confiabilidade para as estratégias do grau minimo e do vetor de Fiedler, em
pontos percentuais — redes com vértice universal

Rede A(w) A(p)

Abilene - com vértice universal - -

ATMnet - com vértice universal 0 0,10
BSONetwork - com vértice universal - 0,04
EENet - com vértice universal - 0
ERNET - com vértice universal 0 0
Epoc - com vértice universal 0 -
Getnet - com vértice universal 0 0
GlobalNetRu - com vértice universal 0 -
Grena - com vértice universal 0,30 0,25
JGN2plus-Japan - com vértice universal 0 0,09
KREONET - com vértice universal 0 -
MARWAN - com vértice universal 0 0,15
TWAREN - com vértice universal 0 0,05
RNP - com vértice universal 0 0
Rhnet - com vértice universal 0 0,11

Novamente nota-se uma diferenca entre redes cotitevémiversal e redes sem
vértice universal. Enquanto os resultados apredestma Secdo 4.2 apresentam sempre
valores de amplitude iguais a O para a estratégisetbr de Fiedler, a Tabela 4.19 mostra que
para redes com veértice universal esse valor foiomdd que zero em 7 das 15 redes
estudadas, enquanto que para a estratégia do gramanessa diferengca aconteceu em
somente uma das redes.

Por fim, o Grafico 4.10 apresenta uma analise coatpa semelhante aquela
apresentada na Sec¢éo 4.2, comparando o aumentmondai confiabilidade, com o aumento
da confiabilidade obtido pela insercdo da aresta fouxe 0 maior incremento na
conectividade algébrica e, como base de comparacaomento médio da confiabilidade.
Nesse grafico sdo apresentadas somente as redebtopgeam aumento em(G), excluindo
aquelas apresentadas no Grafico 4.8 cujo aumertorggctividade algébrica foi igual a zero

para todas as possibilidades de insercdo de aresmsredes estudadas nesta secdao.
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Conforme mostra o Gréafico 4.10 dos 4 casos apradesniem todos eles o aumento no
valor da confiabilidade obtido pela insercdo datargue trouxe 0 aumento maximo e(d)
foi maior ou igual que o aumento médio no valocdafiabilidade. Tomemos como exemplo

para essas excec¢Oes o Grafo 7, mostrado na FigiBa 4ujas possibilidades de insergcéo de
arestas sao apresentados na Tabela 4.20.

Figura 4.13: Grafo 7
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Tabela 4.20: Exemplos de insergdo de arestas, conectividade algébrica e confiabilidade — Grafo 7

a(G) |v;|vj| w; uj | |lu;— wl | d(w;) | d)) | a(G+{v;v;}) | Aumento%ema(G + {v;v;})
021 -0,2 (1,2 1 3 1,32 32%
031 -0,2 (1,2 1 2 1,26 27%
041 -0,2 (1,2 1 3 1,38 38%
' 061 -0,2 (1,2 1 2 1,26 27%
315]-0,2 -0,2 |0 2 3 1 0%
RG)|\vi|vi| w |w|lw—wul|dw)|dw) | RG+{vv;}) | Aumento%emR(G + {v;v;})
0|2 |1 -0,2 |1,2 1 3 0,975 6,7%
0|3 |1 -0,2 |1,2 1 0,982 7,4%
0|4 |1 -0,2 |1,2 1 3 0,975 6,7%
0,91
0|6 |1 -0,2 |1,2 1 2 0,982 7,4%
315/-0,2 -0,2 |0 2 3 0,923 0,9%

Nesta secdo foi visto que, de fato, redes com ceéSrtiuniversais tiveram um
comportamento diferente quanto ao aumento da deitkecte algébrica apos a insercéo de
arestas, quando comparado com as redes sem vénigessais mostradas nas Secoes 4.1 e
4.2. Enquanto nessas secdes a conectividade a@lgépresentou aumento, na maior parte
dos casos, apos a insercdo de uma aresta foingsta secdo que na maior parte dos casos
nao houve variagdo no valor deG).

Outro diferencial observado nas redes com veértigggersais foi com relacdo a
estratégia de insercdo de aresta com o objetivaudwento da confiabilidade da rede. Em
todos os testes realizados nessa secao a estrddeligacao com vértices de menor grau foi
capaz de trazer o aumento maximo na confiabilidd@eaede. Além disso, uma terceira
diferenca entre os resultados obtidos previamemtgueles encontrados nessa secéo esta no
total de possibilidades de insercdo de arestasgaala uma dessas estratégias. As redes que
possuem vértice universal mostraram apresentar @momnumero de combinacdes de
insercdo de arestas quando sdo comparadas aégatate grau minimo e do vetor Fiedler,
bem como uma alteracéo no padrdo da amplitudecnemento da confiabilidade.

Por outro lado, dentre as 4 redes que obtiverammalgumento no valor da
conectividade algébrica, em todos 0s casos a agastrouxe esse aumento maximo também

gerou um incremento no valor da confiabilidade mague o aumento médio da
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confiabilidade. No entanto, para redes com vértizgesersais a correlagdo entre o aumento
da conectividade algébrica e 0 aumento da confilaboié da rede se mostrou também muito
baixa, uma vez que embora todas as redes tenhaseapado um aumento minimo &(G),

73% dos casos - 0 que corresponde a 11 redesapn@sentaram nenhum aumentos(i@).
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5 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Diversos trabalhos na literatura na area da Tdesiectral dos Grafos tém como
objetivo o aumento no valor da conectividade algébrindicando que este parametro
espectral € uma medida importante e que seu inatentikaz um aumento na robustez da
rede. Trabalhos relacionados a este tema podewmisses em Weket al[48], Wei et al [49],
Shakeriet al[39], Chan e Akoglu [13], Wang e Mieghem [47], entutros, e, na maior parte
dessas pesquisas, a conectividade algébrica éstibrada com a robustez da rede.

Além disso, outra medida de importante aplicacdaedes € a confiabilidade, sendo
esta definida como a capacidade de uma rede pecerarenexa apos a falha de um ou de um
subconjunto de vértices e/ou arestas. Na literggode@mos encontrar trabalhos que tem como
objetivo o aumento ou a analise da confiabilidadeetles, vide Browet al [12],Walker e
Lafiti [46], Lyra e Oliveira [34], Silva [42], Prioote [37], entre outros. No entanto, a relacao
pratica entre o aumento no valor da conectividdgébaica e o impacto deste aumento na
confiabilidade de redes ainda é uma area poucooedd na literatura, na qual esta
dissertagéo se desenvolveu.

O Capitulo 4 teve como objetivo a simulacéo dergé&ede arestas em diversos tipos
de redes e, para isso, foram realizadas trés ajgndalistintas. A primeira abordagem é com
relacdo a eficacia das diversas estratégias deg@itsele arestas e o impacto no aumento do
valor da conectividade algébrica. A segunda abamag com relagdo ao impacto destas
mesmas estratégias no incremento da confiabilidkdeede, a fim de identificar quéo
eficazes elas sdo caso objetivassem o aumentmélabstidade. Por fim, a ultima abordagem
consiste em correlacionar o incremento da coneetilé algébrica com o valor da
confiabilidade, isto €, verificar se bons increneenha conectividade algébrica também
resultam em bons incrementos nos valores de caidede.

Os resultados obtidos na Secéo 4.1 focam nasé&ggasitda insercao de arestas entre
0S vertices com menor grau, entre os vertices camrndiferencax do vetor de Fiedler e
entre os vértices com menores centralidaddseti®eeness closenes&m grafos com 5 e 6
vértices. Os resultados mostraram que na maiosagafos as estratégias de grau minimo e
vetor de Fiedler estdo relacionadas, ou seja, narrparte dos casos o par de arestas a ser
inserida com a maior diferengatambém coincide com aqueles vértices com menar. gra
Desta forma, estas estratégias tiveram o melh@ngesnho tanto para o incrementoagé),

como ja mostrado pela literatura, como também danedesempenho para o incremento da
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confiabilidade, fato esse ainda pouco abordadateratiura. A partir disso, nestes grafos os
melhores incrementos d&(G) foram relacionados com os melhores aumentoR @®),
indicando boa correlacdo entre essas medidas. éDestl8 grafos com 6 vértices, em 15
deles 0 aumento maximo da conectividade algébacabém foi acompanhado com o
aumento maximo da confiabilidade da rede. As exegiue ndo seguiram essa tendéncia
foram grafos com vértices universais.

As mesmas estratégias utilizadas na Secéo 4.1 favaliadas em algumas redes reais
do siteTopology Zopna Secao 4.2, e mostram que o grau minimo eoo @etFiedler trazem
incrementos de conectividade algébrica e na cdflifiabe da rede significativamente
melhores que a estratégia utilizando as outras dasdde centralidade. Além disso, os
resultados também mostram que estas duas estsapEgauem resultados de aumento tanto
em a(G) e como em R(G) bem préximos quando comparadas as estratégias sinte
também na maior parte dos casos préximos ao aunmeaximo possivel. No entanto, a
estratégia do vetor de Fiedler se mostrou maiseafie, uma vez que além de obter bons
resultados também apresenta poucas combinacédsgi®senquanto a estratégia do menor
grau gera um maior numero de possibilidades dergaése 0 que aumenta o tempo
computacional. Ademais, o vetor de Fiedler ndo mastdiferencas nos valores de
incremento da confiabilidade entre as suas pogkbiés de insercdo, enquanto o0 menor grau
apresenta maior amplitude, isto é, além de gerarmaior niumero de possibilidades de
insercdo também gera incrementos percentuais deloitidade significativamente distintos
entre si, 0 que corrobora a utilizagdo do vetoFigeller como uma melhor estratégia para o
incremento da confiabilidade. Além disso, foi vieafla uma baixa correlagdo entre o
aumento dex(G) e o aumento d&(G), um resultado que ndo era esperado, uma vez que a
conectividade algébrica é relacionada com a robwdeaede, que por sua vez pode impactar
no valor da confiabilidade. No entanto, dentre @g&les estudadas em apenas 6 casos a
aresta inserida que gerou o maior aumento da Geitkecte algébrica foi aquela que gerou o
maior aumento na confiabilidade da rede. Emboratorvde Fiedler seja uma boa estratégia
tanto para o incremento da conectividade algélmarao para a confiabilidade da rede, ndo
foram encontrados fortes indicios de correlacadipasntre estes dois invariantes. Este fato
se deve porque nha maior parte dos casos, emba®iode Fiedler traga bons aumentos para
a conectividade algébrica, ele ndo é capaz de geramelhores incrementos possiveis. Na

Secdao 4.2 foi visto que das 30 redes analisadas easos 0 vetor de Fiedler trouxe o maior



109

incremento enu(G), enquanto que em 26 casos essa estratégia obtaaoo incremento
possivel enR(G).

Quanto as redes com vértices universais, 0s ae®dt obtidos foram
significativamente diferentes daqueles obtidoseaiio. Nestes casos, foram poucas redes
gue apresentaram algum tipo de aumento no valarodactividade algébrica a partir da
insercdo de uma aresta. Desta forma, ndo foi paissibiter uma relagéo entre o impacto do
incremento na conectividade algébrica para o ineréon da confiabilidade da rede. No
entanto, um resultado importante que pode ser lokdsa secao foi o fato de que, no que
tange ao aumento da confiabilidade da rede, atégi@eda ligacdo entre os vértices de menor
grau foi superior a estratégia do vetor de Fiedlar.todas as 15 redes analisadas a estratégia
do menor grau foi capaz de gerar o aumento maxomator da confiabilidade. Além disso,
diferentemente dos resultados encontrados na Se2Aoestes casos a estratégia do menor
grau ndo apresentou as desvantagens de ter um admpkro de possibilidades de insercao
nem uma ampla amplitude de incremento da confadze dentre todas as possiveis
insercdes de arestas.

Dessa forma, essa dissertacao foi capaz de atisg@ibjetivos que foram propostos no
Capitulo 1. Primeiramente, foram corroboradas #sitégias existentes na literatura para o
aumento da conectividade algébrica, tendo as égiaatda ligacdo entre vértices de menor
grau e a ligacao entre vértices com maior diferencasultados de incremento préximos do
maior incremento possivel em{G). No entanto, foi identificada também uma dificaldam
realizar o aumento de(G) em redes com vértices universais apenas com gdwsde uma
aresta, particularidade essa que ndo havia sido@ma até entao.

Em uma segunda abordagem também foram identificadsatégias para o
incremento da confiabilidade da rede a partir dangio de uma aresta. Nesses casos, o0 vetor
de Fiedler se apresentou como uma estratégia sup@rigrau e superior as outras medidas
centralidade, pois além de sua capacidade de lobisraumentos no valor da confiabilidade,
também foi capaz de prover um menor nimero de lgbdades e menor amplitude dos seus
resultados, o que reduz o tempo computacional quatilizada essa estratégho entanto, é
importante ressaltar que esse comportamento ndceagoara redes com veértices universais,
fato esse que também né&o era previsto. Portantquedange ao aumento da confiabilidade
da rede a ligacdo entre vértices com menor graa peduma boa solucdo desde que haja um
baixo numero de combinagfes entre vértices com ngan ou caso a rede tenha vértices
universais. Do contrario, a estratégia do vetdfiddler se configurou como a melhor opgéo.
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Por fim, a terceira abordagem dessa pesquisa traswtados importantes no que
tange a relagcdo entre conectividade algébricaar detFiedler. Embora em redes com menor
namero de vértices estes invariantes tenham apaekerboa correlacdo, quando foram
realizados testes para redes com maior niumerortieegs tendo ou néo veértices universais,
ndo foram encontrados indicios de correlacdo epamas poucos casos a aresta que resultou
no maior incremento da conectividade algébricadguela que também gerou o maior
incremento no valor da confiabilidade da rede.

Os caélculos de confiabilidade deste trabalho foliamiados para grafos com arestas
sujeitas a falhas, tal que a probabilidade de fdthaada aresta é igual para todas as arestas
do grafo. Cabe em trabalhos futuros uma analisguahas arestas tenham probabilidade de
falha diferente, a fim de verificar se os resulsade mantém ou n&do, uma vez que em muitos
casos préaticos o valor de varia de aresta para aresta. Além disso, ndo fonapostas
restricbes de custo para insercdo de uma noveaaahldgtentanto, sabe-se que em diversos
problemas reais ha, além de uma restricdo orcaneergara insercdo de arestas, custos
diferentes para cada possivel aresta a ser insétidmportante, portanto, que pesquisas
futuras realizem uma andlise entretrade-off do custo de insercdo de uma aresta e o
incremento que ela trara na confiabilidade da raden de verificar se as solugcdes propostas
pelo vetor de Fiedler para o aumento da confiadulliéidtambém sdo economicamente viaveis,
0 gque pode ser feito, por exemplo, através do debeémento de metaheuristicas VNS que
visem a delecdo e insercdo de arestas conformaloseey deax. Uma outra proposta de
trabalho futuro é realizar essas andlises considerpara o calculo da confiabilidade que as

falhas ocorram nos vértices.
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APENDICE A - Relacbes entre o aumento no valor deonectividade algébrica e o aumento na Confiabilidaglda
Rede (grafos comm = 6)

Aumento _ Aumento %
Grafo | a(G;) | R(6,0.5) |v; |vj| uw; | u; dwy) | d@)) | cp(@y) | (V) | cc(y) | €c(¥)) | a6 + (viv;}) b R(G: o
a(G;+ |+ {v;v;},0.5) | R(G;
{viv;}) +{v;v;},0.5)
1[5[1 1 (2 |2 2 025 |025 |062 |0,62 2 0% 96% 8%
131 o [1 |2 2 025 |025 |062 |0,62 2 0% 96% 8%
141 o [1 |2 2 025 |025 |062 |0,62 2 0% 96% 8%
G, 2 89% 3]s o 1 (1 |2 2 025 |025 |062 |0,62 2 0% 96% 8%
450 1 (1 |2 2 025 |025 |062 |0,62 2 0% 96% 8%
0|20 o |o |4 4 3 3 08 0,83 2 0% 94% 5%
340 o [0 |2 2 025 |025 |062 |0,62 2 0% 96% 8%
1| 5[1 1 (2 |2 2 0 0 0,625 |0,625 2 0% 98% 5%
G, 2 94% 1| 3[1 o [1 |2 2 0 0 0,625 0,625 2 0% 98% 5%
1| al1 o [1 |2 2 0 0 0,625 0,625 2 0% 98% 5%
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3| 5|0 4 |1 ]2 2 0 0 0,625 |0,625 2 0% 98% 5%
4] 5o 1 1 ]2 2 0 0 0,625 |0,625 2 0% 98% 5%
3] 4o o [0 |2 2 0 0 0,625 |0,625 2 0% 98% 5%
1| 2[4,23 [-42 [847]2 2 0 0,5 0,55 |0,5 1,4 83% 89% 59%
2| al-42 |423][84 |2 2 0,5 0 05 |0,55 1,4 83% 89% 59%
1| 34,23 |-2,6 |6,85]2 2 0 1,5 0,55 |0,625 1,1 44% 88% 56%
1| 54,23 [-2,6 6,852 2 0 1,5 0,55 |0,625 1,1 44% 88% 56%
Gy | 0,76 56%
4] 5[423 [-2,6 |6,85 |2 2 0 1,5 0,55 |0,625 1,1 44% 88% 56%
3] al-26 [423]68 |2 2 1,5 0 0,625 |0,55 1,1 44% 88% 56%
o] 2|1 -42 |5,23 (4 2 6,5 0,5 0,83 |05 1 31% 86% 52%
3] s5[-26 |26 |0 |2 2 1,5 1,5 0,625 |0,625 0,7 -8% 86% 52%
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Aumento _ Aumento %
Grafo | a(G;) | R(6,0.5 v; u; dw,) | dw;) cy () c. ;) | a6+ v | 2EM R(G; em
rafo | a(G;) (6;,0.5) |v; |\ Vj| Wy j a (1) i) | o) | €b()) | cc(vy) | €c(V) i iYj, aG;+ |+{v;v;),0.5) R(G;
{vi,v]"}) aF {vi,v]-,}, 0. 5)
11 21 -0,66 (1,67 |2 3 0 0,5 0,62 0,71 1,5 50% 95% 11%
2| 4|-066 |1 1,67 |3 2 0,5 0 0,71 0,625 1,5 50% 95% 11%
4| 5|1 -0,66 (1,67 |2 2 0 0 0,625 |0,625 1,3 30% 96% 12%
G, 1 86% 1] 3|1 -0,66 (1,67 |2 2 0 0 0,625 |0,625 1,3 30% 96% 12%
1/ 5|1 -0,66 (1,67 |2 2 0 0 0,625 |0,625 1,3 30% 96% 12%
3] 4/-066 |1 1,67 |2 2 0 0 0,625 |0,625 1,3 30% 96% 12%
3| 5/-0,66 [-0,66 |0 2 2 0 0 0,625 |0,625 1 0% 95% 11%
4| 5/161 |-1,6 (3,2 |O 0 0,5 0,5 0 0 1,43 88% 97% 14%
3| 4|-1,6 1,61 |3 0 0,5 0,5 0 0 1,43 88% 97% 14%
0| 3|1 -1,6 2,6 |15 0 0,71 0,5 1,5 0 1,18 55% 96% 12%
6. | 076 | 86% o 5[1 16 (26 |15 |0 071 |05 [15 o 1,18 55% 96% 12%
1/ 3|1 -1,6 |26 |15 0 0,71 0,5 1,5 0 1,18 55% 96% 12%
1] 5|1 -1,6 (2,6 |1,5 0 0,71 0,5 1,5 0 1,18 55% 96% 12%
2| 4/-0,3 1,61 |2 6 0 0,83 0,5 6 0 1 32% 95% 11%
Aumento R(G; Aumento %
Grafo | a(G;) | R(G,0.5) |v; |Vj| u; a |dwy) | d®)) | cp(vy) | () | c.(vy) | €c(V)) | a(Gi+{viv;}) | %em ‘ 0
a(G + + {vi'vj,}, 0. 5) em
L
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{viv;}) R(G;
+{v;v;},0.5)
0|3 1 -1,5 2,5 |3 2 0 0 0,71 0,625 |1,51 51% 99% 4%
0|5 1 -1,5 2,5 |3 2 0 0 0,71 0,625 |1,51 51% 99% 4%
13 1 -1,5 2,5 |3 2 0 0 0,71 0,625 |1,51 51% 99% 4%
G 1 95%
6 1|5 1 -1,5 2,5 |3 2 0 0 0,71 0,625 |1,51 51% 99% 4%
314 -15 |1 2,5 |2 3 0 0 0,625 |0,71 1,51 51% 99% 4%
4 |5 1 -1,5 2,5 |3 2 0 0 0,71 0,625 |1,51 51% 99% 4%
1| 2| 2,73 |-3,73 |6,46 |2 2 0,5 1 0,625 |0,625 |[1,58 25% 91% 32%
1| 3| 2,73 |-3,73 |6,46 |2 2 0,5 1 0,625 |0,625 |[1,58 25% 91% 32%
2| 5(-3,73 (2,73 (6,4 |2 2 1 0,5 0,625 |0,625 |[1,58 25% 91% 32%
69%
G, 1,26 0 3| 5(-3,73 (2,73 (6,4 |2 2 1 0,5 0,625 |0,625 |[1,58 25% 91% 32%
0| 3 1 -3,73 |4,73 |3 2 2,5 1 0,71 0,625 |1,43 13% 89% 30%
2| 4|-3,73 |1 4,7 |2 3 1 2,5 0,625 |0,71 1,43 13% 89% 30%
0| 4 1 1 0 3 3 2,5 2,5 0,71 0,71 1,26 -1% 87% 27%
Aumento %

~ Aumento ﬁ(Gi em

Grafo | a(G) | R(G,0.5) |v|v| w | w | a |d@)|d®) | c,@)| @) |cc@) | @) |alGit@y}) | %em | 0.5) | R(G,

a(Gi+ {vi‘vj'}, . ) i

+ {171"17]"}, 0. 5)
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{viv;})
1121|-45 8,12 12,62 |2 2 0,33 0 0,625 |0,625 |1,78 24% 97% 9%
2 |5|812 |-45 [12,62 |2 2 0 0,33 0,625 |0,625 |1,78 24% 97% 9%
2|4 \812 |-3,5 (11,62 |2 3 0 1,5 0,625 (0,714 |2 40% 96% 8%
Gg 1,43 89% 11345 3,56 (806 |2 3 0,33 1,3 0,625 (0,714 |1,60 12% 96% 8%
315|356 |-45 (8,06 |3 2 1,3 0,33 0,714 10,625 |1,60 12% 96% 8%
0la4l1 35 |45 |4 3 3,5 1,5 0,83 |0,714 |1,51 6% 95% 6%
1|/5|45 |45 |0 2 2 0,33 0,33 0,625 |0,625 |1,43 0% 97% 9%
1] 2|1 -1,6 2,6 2 2 0 0 0,625 |0,625 |1,8 19% 99% 4%
2| 5|-16 |1 2,6 2 2 0 0 0,625 |0,625 |1,8 19% 99% 4%
2| 4|-16 (0,48 |2,08 |2 4 0 1,5 0,625 |0,83 2 32% 98% 3%
Gy | 1,51 95%
1] 3|1 -0,8 |1,8 2 3 0 0,5 0,625 |0,71 1,6 5% 98% 3%
3| 5/-08 |1 1,8 3 2 0,5 0 0,71 0,625 |1,6 5% 98% 3%
1| 5|1 1 0 2 2 0 0 0,625 |0,625 |1,5 0% 99% 4%
_ LTI ﬁ(Gi Aumento %
Grafo | a(G;) | R(G,0.5) |v;|Vj| w; | U | a |dw) |dW)) | c,(vy) | cv(V)) | c.(vy) | €c(j) | a(Gi+{viv;}) | %em em

a(Gi +

+ {vi'vj,}, 0. 5)
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{viv;}) R(G;
+{v;v;},0.5)
1121273 |(-3,7 |643 |2 2 0 0,5 0,625 (0,625 |1,6 26% 96% 10%
1131273 (-3,7 |6,43 |2 2 0 0,5 0,625 (0,625 |1,6 26% 96% 10%
2 |5/(-37 2,73 16,43 |2 2 0,5 0 0,625 (0,625 |1,6 26% 96% 10%
Gio 1,26 87% 3|5(-37 2,73 16,43 |2 2 0,5 0 0,625 (0,625 |1,6 26% 96% 10%
0|31 -3,7 4,7 |4 2 3 0,5 0,83 0,625 |1,51 19% 95% 9%
2|4 |-37 1 4,7 |2 4 0,5 3 0,625 (0,83 1,51 19% 95% 9%
1151|273 (2,73 |0 2 2 0 0 0,625 (0,625 |1,26 0% 95% 9%
0|41 -1 2 2 2 2 0,55 0,55 1 0% 67% 48%
0|51 -1 2 2 2 2 2 0,55 0,55 1 0% 67% 48%
214 |1 -1 2 2 2 2 2 0,55 0,55 1 0% 67% 48%
2|51 -1 2 2 2 2 2 0,55 0,55 1 0% 67% 48%
(st 1 45% 0|31 0 1 2 2 2 2 0,55 0,55 1 0% 67% 48%
112|0 1 1 2 2 2 2 0,55 0,55 1 0% 67% 48%
1(5]|0 -1 1 2 2 2 2 0,55 0,55 1 0% 67% 48%
31410 -1 1 2 2 2 2 0,55 0,55 1 0% 67% 48%
1(3]|0 0 0 2 2 2 2 0,55 0,55 1 0% 67% 48%
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Aumento Aumento %
Graf G R(G;,0.5 Vj u; d d(v;) cp(vj) c.(v;) | a(G;+{w;v;}) %em ﬁ(G" em
rafo |a(G;)| R(G,0.5) |v;|Vj| uy j a (i) i) | o) | €p(V)) | €c(vy) | Cc(V; i iYj, a(G; + +{17i_17]-,},0. 5) R(G;
{vi_v]-,}) + {v,-_v,-_}, 0. 5)

0| 51 -1 2 2 2 0 1 0,55 0,55 1,58 58% 91% 35%

0| 31 -0,5 (1,5 |2 2 0 1,5 0,55 0,625 1,26 26% 89% 33%

0| 41 -0,5 (1,5 |2 2 0 1,5 0,55 0,625 1,26 26% 89% 33%

1| 5/0,50 |-1 1,5 |3 2 2,5 1 0,71 0,55 1,38 38% 89% 32%

G, | 1 67%

2| 5/0,50 |-1 1,5 |3 2 2,5 1 0,71 0,55 1,38 38% 89% 32%

1| 3|0,50 |-0,5 |1 3 2 2,5 1,5 0,71 0,625 (1,1 10% 88% 31%

2| 4/050 |-05 |1 3 2 2,5 1,5 0,71 0,625 (1,1 10% 88% 31%

3| 4/-05 |-05 |0 2 2 1,5 1,5 0,625 (0,625 |1 0% 89% 32%

0| 41 -1,3 2,36 |3 2 0,5 1 0,71 0,625 1,69 33% 97% 9%

0| 51 -1,3 2,36 |3 2 0,5 1 0,71 0,625 1,69 33% 97% 9%

2| 4|1 -1,3 2,36 |3 2 0,5 1 0,71 0,625 1,69 33% 97% 9%

Gy | 1,26 89% 2| 5|1 -1,3 2,36 |3 2 0,5 1 0,71 0,625 1,69 33% 97% 9%
5(0,36 |-1,3 |1,73 |3 2 2 1 0,71 0,625 1,43 13% 97% 9%

3| 4/036 |-1,3 |1,73 |3 2 2 1 0,71 0,625 1,43 13% 97% 9%

1| 3|0,36 |0,36 |0 3 3 2 2 0,71 0,71 1,26 0% 95% 7%
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Aumento _ Aumento %
Graf G)| R(G;0.5 v; u; d d(v)) cp(v;) c.(v)) | a(G;+{wv;) Zoiem R(G; em
rafo | a(Gy) | R(G:0.5) |vi || w | W | a |d@) | d©y) | cp(v) | b)) | c(i) | (V) MY a6+ |+ {viv;}0.5)| R
{vi_v]-,}) + {v,-_v,-_}, 0. 5)
0|41 -1,3 12,3 |3 2 0 0,5 0,71 0,625 |[1,78 40% 98,8% 3,7%
0|51 -1,3 12,3 |3 2 0 0,5 0,71 0,625 |[1,78 40% 98,8% 3,7%
214 |1 -1,3 12,3 |3 2 0 0,5 0,71 0,625 |[1,78 40% 98,8% 3,7%
G 1,26 95%
14 2151 -1,3 12,3 |3 2 0 0,5 0,71 0,625 |1,78 40% 98,8% 3,7%
151036 [-1,3 (1,66 |4 2 2,5 0,5 0,83 0,625 |[1,51 19% 98,7% 3,6%
3141036 [-1,3 |1,66 |4 2 2,5 0,5 0,83 0,625 |[1,51 19% 98,7% 3,6%
0|4 (8% [-1 |2 2 2 0 0 0,62 0,62 1,69 22% 97% 10%
2|41/061 |-1 |1,61 |3 2 1,5 0 0,71 0,625 |[1,6 16% 96% 9%
0|51 06 |16 |2 3 0 1,5 0,625 |[0,71 1,6 16% 96% 9%
G | 138 89% 2|151(061 [-06 |1,21 |3 3 1,5 1,5 0,71 0,71 1,69 22% 95% 7%
0|31 0 1 2 2 0 0,5 0,625 |0,625 [1,43 3% 97% 10%
31410 1|1 2 2 0,5 0 0,625 |0,625 [1,43 3% 97% 10%
11310 0 0 4 2 3,5 0,5 0,83 0,625 |[1,38 0% 96% 8%
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Aumento _ Aumento %

Grafo |a(6) | R@0.5) |vi v | w | w | a | d@) | d@w) | cp@) | @) | ccw) | ecw) | aGtom)) | Jiary +{va(,-§.io.5) R
{viv;}) - +{v;v,},0.5)

041 |1 |2 |2 2 0 0 0,625 |0,625 |[1,69 0% 99% 4%

0|5(1 [-03[13]2 4 0 2 0,625 |0,833 [1,69 0% 98% 3%

24103 [-1 [1,3 |4 2 2 0 0,833 [0,625 |[1,69 0% 98% 3%

Gi | 1% 2% 0/3[1 [0 |1 |2 2 0 0 0,625 |0,625 |[1,69 0% 99% 4%

3/4(0 [ 2 2 0 0 0,625 |0,625 |[1,69 0% 99% 4%

1{3/0 [0 |0 |4 2 2 0 0,833 [0,625 |[1,69 0% 98% 3%

ol 4/1 |1 |2 |2 2 083 |083 [055 |055 [1,58 58% 91% 34%

ol 51 |1 |2 |2 2 083 (083 [055 [055 [1,43 43% 91% 34%

2 4/1 |1 |2 |2 2 083 (083 [055 [055 [1,43 43% 91% 34%

. 2 s{1 -1 |2 |2 2 083 |083 |055 |055 [1,58 58% 91% 34%

G17 ' o8% ol 3(1 |0 |1 |2 3 083 |3 055 0,71 [1,10 10% 88% 29%

1] 210 (1 |1 |3 2 3 083 |0,71 |055 [1,10 10% 88% 29%

1/ 5/0 (-1 |1 |3 2 3 083 |0,71 |055 [1,10 10% 88% 29%

3] 40 [-1 |1 |3 2 3 083 |0,71 |055 [1,10 10% 88% 29%
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Aumento _ Aumento %

Grafo | a(G;)| R(G;0.5 v; u; d d(v)) cp () c.y) | aGi+@wmy | L2EM R(G, em

rafo |a(G;) | R(G,0.5) |v;| V;j | w; j a (i) i) | b)) | €b(V)) | cc(vy) | €c(V; i iYj, a(G; + |+ {v;v;},0.5) R(G;

{fvivi}) +{v;v;},0.5)

0| 5|1 -1 2 2 2 0 0,5 0,55 0,55 1,78 61% 97% 11%

0| 4 |1 -0,83 1,83 |2 2 0 0,83 0,55 0,625 |1,69 53% 97% 11%

2|5 |063|-1 1,63 |3 2 0,83 0,5 0,71 0,55 1,6 44% 96% 10%

Gis 1,1 88% 2| 4 |063(-0,83 |1,46 |3 2 0,83 0,83 0,71 0,625 |1,43 29% 96% 9%

1|5 (0,25|-1 1,25 |4 2 3 0,5 0,83 0,55 1,38 25% 96% 9%

0| 3 |1 -0,05 |1,05 |2 3 0 3 0,55 0,71 1,26 14% 95% 8%

314 |0 -0,83 10,77 |3 2 3 0,83 0,71 0,625 |1,18 6% 96% 9%




